
Диференцiювання функцiй, якi
задано параметрично



Задача

Виключити t з рiвнянь {
x = 8t2 − 7

y = 16t2 + 4

i визначити лiнiю, яку задає отримане рiвняння.



Розв’язання

З першого рiвняння:

t2 =
x+ 7

8
.

Пiдставимо це значення t2 до другого рiвняння:

y = 16 · x+ 7

8
+ 4⇒ y = 2x+ 18.

Це рiвняння задає пряму.
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t2 =
x+ 7

8
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Задача

Дано рiвняння руху точки {
x = 5t2

y = 3t

Визначити траєкторiю точки.



Розв’язання

Виключимо з рiвнянь параметр t. Знайдемо з другого рiвняння t i пiдставимо
значення у перше рiвняння:

t =
y

3

⇒ x = 5 ·
(y
3

)2
⇒ y2 =

9

5
x.

Траєкторiя – парабола. Заданi рiвняння – параметричнi рiвняння параболи.
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Розв’язання

Виключимо з рiвнянь параметр t. Знайдемо з другого рiвняння t i пiдставимо
значення у перше рiвняння:

t =
y

3
⇒ x = 5 ·

(y
3

)2
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9

5
x.

Траєкторiя – парабола. Заданi рiвняння – параметричнi рiвняння параболи.



Задача

Яку лiнiю визначають рiвняння{
x = r cos t

y = r sin t
(0 6 t 6 π)?



Розв’язання

Для виключення параметра t пiднесемо обидвi частини кожного з рiвнянь у
квадрат i складемо почленно рiвняння:

x2 = r2 cos2 t; y2 = r2 sin2 t

⇒ x2 + y2 = r2(cos2 t+ sin2 t) = r2 ⇒ y =
√
r2 − x2.

Плюс вибрали, оскiльки для 0 6 t 6 π sin t > 0, а отже, y > 0. Отже, крива є
пiвколом з центром у початку координат, яку розташовано у верхнiй
пiвплощинi.
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Для виключення параметра t пiднесемо обидвi частини кожного з рiвнянь у
квадрат i складемо почленно рiвняння:

x2 = r2 cos2 t; y2 = r2 sin2 t⇒ x2 + y2 = r2(cos2 t+ sin2 t) = r2 ⇒ y =
√
r2 − x2.
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Задача

Виключити параметр t з рiвнянь i визначити тип кривої{
x = 3 sin t2

y = 3 cos t2



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти похiдну y′x вiд функцiї, заданої параметрично:{
x = a sin t

1+b cos t

y = c cos t
1+b cos t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a
cos t(1 + b cos t)− (−b sin t) sin t

(1 + b cos t)2

⇒ x′t =
a(cos t+ b)

(1 + b cos t)2

y′t = c
− sin t(1 + b cos t)− (−b sin t) cos t

(1 + b cos t)2
⇒ y′t = −c

sin t

(1 + b cos t)2

y′x =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′t
x′t

= −c sin t

a(b+ cos t)



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a
cos t(1 + b cos t)− (−b sin t) sin t

(1 + b cos t)2
⇒ x′t =

a(cos t+ b)

(1 + b cos t)2

y′t = c
− sin t(1 + b cos t)− (−b sin t) cos t

(1 + b cos t)2
⇒ y′t = −c

sin t

(1 + b cos t)2

y′x =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′t
x′t

= −c sin t

a(b+ cos t)



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a
cos t(1 + b cos t)− (−b sin t) sin t

(1 + b cos t)2
⇒ x′t =

a(cos t+ b)

(1 + b cos t)2

y′t = c
− sin t(1 + b cos t)− (−b sin t) cos t

(1 + b cos t)2

⇒ y′t = −c
sin t

(1 + b cos t)2

y′x =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′t
x′t

= −c sin t

a(b+ cos t)



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a
cos t(1 + b cos t)− (−b sin t) sin t

(1 + b cos t)2
⇒ x′t =

a(cos t+ b)

(1 + b cos t)2

y′t = c
− sin t(1 + b cos t)− (−b sin t) cos t

(1 + b cos t)2
⇒ y′t = −c

sin t

(1 + b cos t)2

y′x =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′t
x′t

= −c sin t

a(b+ cos t)



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a
cos t(1 + b cos t)− (−b sin t) sin t

(1 + b cos t)2
⇒ x′t =

a(cos t+ b)

(1 + b cos t)2

y′t = c
− sin t(1 + b cos t)− (−b sin t) cos t

(1 + b cos t)2
⇒ y′t = −c

sin t

(1 + b cos t)2

y′x =
dy

dx

=
dy
dt
dx
dt

=
y′t
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= −c sin t

a(b+ cos t)



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a
cos t(1 + b cos t)− (−b sin t) sin t

(1 + b cos t)2
⇒ x′t =

a(cos t+ b)

(1 + b cos t)2

y′t = c
− sin t(1 + b cos t)− (−b sin t) cos t

(1 + b cos t)2
⇒ y′t = −c

sin t

(1 + b cos t)2

y′x =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′t
x′t

= −c sin t

a(b+ cos t)



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a
cos t(1 + b cos t)− (−b sin t) sin t

(1 + b cos t)2
⇒ x′t =

a(cos t+ b)

(1 + b cos t)2

y′t = c
− sin t(1 + b cos t)− (−b sin t) cos t

(1 + b cos t)2
⇒ y′t = −c

sin t

(1 + b cos t)2

y′x =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′t
x′t

= −c sin t

a(b+ cos t)



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a
cos t(1 + b cos t)− (−b sin t) sin t

(1 + b cos t)2
⇒ x′t =

a(cos t+ b)

(1 + b cos t)2

y′t = c
− sin t(1 + b cos t)− (−b sin t) cos t

(1 + b cos t)2
⇒ y′t = −c

sin t

(1 + b cos t)2

y′x =
dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′t
x′t

= −c sin t

a(b+ cos t)



Задача

Знайти похiдну y′x вiд функцiї, заданої параметрично:{
x = 2 cos t− cos 2t

y = 2 sin t− sin 2t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = −2 sin t+ 2 sin 2t

⇒ x′t = 4 cos
3t

2
sin

t

2

y′t = 2 cos t− 2 cos 2t⇒ y′t = 4 sin
3t

2
sin

t

2

y′x =
y′t
x′t

=
4 cos 3t

2 sin t
2

4 sin 3t
2 sin t

2

⇒ y′x = ctg
3t

2



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:
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3t

2
sin

t

2

y′x =
y′t
x′t

=
4 cos 3t

2 sin t
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2 sin t

2

⇒ y′x = ctg
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Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = −2 sin t+ 2 sin 2t⇒ x′t = 4 cos
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Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = −2 sin t+ 2 sin 2t⇒ x′t = 4 cos
3t

2
sin

t

2

y′t = 2 cos t− 2 cos 2t⇒ y′t = 4 sin
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2
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Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = −2 sin t+ 2 sin 2t⇒ x′t = 4 cos
3t

2
sin

t

2

y′t = 2 cos t− 2 cos 2t⇒ y′t = 4 sin
3t

2
sin

t
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y′x =
y′t
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=
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Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = −2 sin t+ 2 sin 2t⇒ x′t = 4 cos
3t

2
sin

t

2

y′t = 2 cos t− 2 cos 2t⇒ y′t = 4 sin
3t

2
sin

t

2

y′x =
y′t
x′t

=
4 cos 3t

2 sin t
2

4 sin 3t
2 sin t

2

⇒ y′x = ctg
3t

2



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = −2 sin t+ 2 sin 2t⇒ x′t = 4 cos
3t

2
sin

t

2

y′t = 2 cos t− 2 cos 2t⇒ y′t = 4 sin
3t

2
sin

t

2

y′x =
y′t
x′t

=
4 cos 3t

2 sin t
2

4 sin 3t
2 sin t

2

⇒ y′x = ctg
3t

2



Задача

Знайти похiдну y′x вiд функцiї, заданої параметрично:{
x = sin 2t

y = sin2 t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = 2 cos 2t

y′t = 2 sin t cos t = sin 2t

y′x =
y′t
x′t

=
sin 2t

2 cos 2t
⇒ y′x =

1

2
tg 2t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = 2 cos 2t

y′t = 2 sin t cos t

= sin 2t

y′x =
y′t
x′t

=
sin 2t

2 cos 2t
⇒ y′x =

1

2
tg 2t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = 2 cos 2t

y′t = 2 sin t cos t = sin 2t

y′x =
y′t
x′t

=
sin 2t

2 cos 2t
⇒ y′x =

1

2
tg 2t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = 2 cos 2t

y′t = 2 sin t cos t = sin 2t

y′x =
y′t
x′t

=
sin 2t

2 cos 2t
⇒ y′x =

1

2
tg 2t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = 2 cos 2t

y′t = 2 sin t cos t = sin 2t

y′x =
y′t
x′t

=
sin 2t

2 cos 2t

⇒ y′x =
1

2
tg 2t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = 2 cos 2t

y′t = 2 sin t cos t = sin 2t

y′x =
y′t
x′t

=
sin 2t

2 cos 2t
⇒ y′x =

1

2
tg 2t



Задача

Знайти похiдну y′x вiд функцiї, заданої параметрично:{
x = cos t+ t sin t

y = sin t− t cos t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = − sin t+ sin t+ t cos t

= t cos t

y′t = cos t− cos t+ t sin t = t sin t

y′x =
y′t
x′t

=
t sin t

t cos t
⇒ y′x = tg t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = − sin t+ sin t+ t cos t = t cos t

y′t = cos t− cos t+ t sin t = t sin t

y′x =
y′t
x′t

=
t sin t

t cos t
⇒ y′x = tg t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = − sin t+ sin t+ t cos t = t cos t

y′t = cos t− cos t+ t sin t

= t sin t

y′x =
y′t
x′t

=
t sin t

t cos t
⇒ y′x = tg t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = − sin t+ sin t+ t cos t = t cos t

y′t = cos t− cos t+ t sin t = t sin t

y′x =
y′t
x′t

=
t sin t

t cos t
⇒ y′x = tg t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = − sin t+ sin t+ t cos t = t cos t

y′t = cos t− cos t+ t sin t = t sin t

y′x =
y′t
x′t

=
t sin t

t cos t
⇒ y′x = tg t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = − sin t+ sin t+ t cos t = t cos t

y′t = cos t− cos t+ t sin t = t sin t

y′x =
y′t
x′t

=
t sin t

t cos t

⇒ y′x = tg t



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = − sin t+ sin t+ t cos t = t cos t

y′t = cos t− cos t+ t sin t = t sin t

y′x =
y′t
x′t

=
t sin t

t cos t
⇒ y′x = tg t



Задача

Знайти похiдну y′x вiд функцiї, заданої параметрично:{
x = 2

3

√
2t3

y = 1
2 t

2



Розв’язання
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√
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√
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√
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Задача

Знайти похiдну y′x вiд функцiї, заданої параметрично:{
x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)



Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a(1− cos t)

y′t = a sin t

y′x =
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x′t

=
a sin t

a(1− cos t)
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1− cos t
= ctg
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Розв’язання
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t
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=
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Розв’язання

Знаходимо x′t i y′t i отриманi значення пiдставляємо до формули для y′x =
y′t
x′
t
:

x′t = a(1− cos t)

y′t = a sin t

y′x =
y′t
x′t

=
a sin t

a(1− cos t)
⇒ y′x =

sin t

1− cos t
= ctg

t

2



Задача

Знайти похiдну y′x вiд функцiї, заданої параметрично:{
x = 1−t

1+t

y = 2t
1+t



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.


