
Дослiдження i побудова графiкiв
функцiй



Порядок дослiдження

Процес дослiдження функцiї складається з декiлькох етапiв. Для отримання
якнайповнiших даних щодо поводження функцiї i характеру її графiка
необхiдно визначити такi данi:

1. Область iснування функцiї. Це поняття мiстить у собi i область значень i
область визначення функцiї.

2. Точки розриву. (Якщо вони є).
3. Iнтервали зростання i спадання.
4. Точки максимуму i мiнiмуму.
5. Максимальне i мiнiмальне значення функцiї на її областi визначення.
6. Областi опуклостi i увiгнутостi.
7. Точки перегину. (Якщо вони є).
8. Асимптоти. (Якщо вони є).
9. Побудова графiка.
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Приклад

Провести загальне дослiдження функцiї та побудувати її графiк. y =
x3

3
− 4x



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (−∞;∞).

2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є непарною

(y(−x) = −x3

3
+ 4x = −y(x)).

3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0; з вiссю Ox:
y = 0, x = 0, x = ±

√
12.
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Асимптоти кривої

4. Вертикальних асимптот немає. Спробуємо знайти похилi асимптоти у
виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

3 − 4x

x
= lim

x→∞
x2

3 − 4 =∞ – похилих асимптот не
iснує.
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Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =

[
x3

3
− 4x

]′
= x2 − 4

Рiвняння для критичних точок:

x2 − 4 = 0

Коренi – x = ±2.
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Точки перегину

6. Знайдемо другу похiдну функцiї:

y′′ = 2x

Прирiвнюючи до нуля, знаходимо:

x = 0



Точки перегину

6. Знайдемо другу похiдну функцiї:
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Прирiвнюючи до нуля, знаходимо:

x = 0



Таблиця

x (−∞;−2) −2 (−2; 0) 0 (0; 2) 2 (2; ∞)
f ′(x) + 0 – – – 0 +
f ′′(x) – – – 0 + + +

f(x)
зростає,
опукла max спадає,

опукла перегин спадає,
увiгнута min зростає,

увiгнута



Графiк функцiї
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Приклад

Провести загальне дослiдження функцiї та побудувати її графiк. y =
2 lnx

x



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (0;∞).

2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є функцiєю загального вигляду.
3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy не перетинається; з вiссю

Ox: y = 0, lnx = 0⇒ x = 1.
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Асимптоти кривої

4. Вертикальна асимптота x = 0.

Спробуємо знайти похилi асимптоти у
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x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

2 lnx
x

x
= lim

x→∞

2 lnx

x2
= 0

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

2 lnx

x
= 0

Похила асимптота – y = 0.
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Точки перегину

6. Знайдемо другу похiдну функцiї:

y′′ =
4 lnx− 6

x3

Прирiвнюючи до нуля, знаходимо:

2 lnx− 3 = 0⇒ x = e
3
2 ≈ 4, 481689
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⇒ x = e
3
2 ≈ 4, 481689



Точки перегину

6. Знайдемо другу похiдну функцiї:

y′′ =
4 lnx− 6

x3

Прирiвнюючи до нуля, знаходимо:

2 lnx− 3 = 0⇒ x = e
3
2 ≈ 4, 481689



Таблиця

x (0;e) e (e; e
3
2 ) e

3
2 (e

3
2 ; ∞)

f ′(x) + 0 – – –
f ′′(x) – – – 0 +

f(x)
зростає,
опукла max спадає,

опукла перегин спадає,
увiгнута



Графiк функцiї

-5,0 -2,5 0,0 2,5 5,0

-7

-5

-3

-1

1



Приклад

Провести загальне дослiдження функцiї та побудувати її графiк. y = 2x− 3
3
√
x2



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (−∞;∞).

2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є функцiєю загального вигляду.
3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0; з вiссю Ox:

2x− 3
3
√
x2 = 0⇒ x

1
3 =

3

2
⇒ x =

27

8
.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (−∞;∞).
2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є функцiєю загального вигляду.

3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0; з вiссю Ox:

2x− 3
3
√
x2 = 0⇒ x

1
3 =

3

2
⇒ x =

27

8
.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (−∞;∞).
2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є функцiєю загального вигляду.
3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0;

з вiссю Ox:

2x− 3
3
√
x2 = 0⇒ x

1
3 =

3

2
⇒ x =

27

8
.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (−∞;∞).
2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є функцiєю загального вигляду.
3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0; з вiссю Ox:

2x− 3
3
√
x2 = 0

⇒ x
1
3 =

3

2
⇒ x =

27

8
.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (−∞;∞).
2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є функцiєю загального вигляду.
3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0; з вiссю Ox:

2x− 3
3
√
x2 = 0⇒ x

1
3 =

3

2

⇒ x =
27

8
.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (−∞;∞).
2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є функцiєю загального вигляду.
3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0; з вiссю Ox:

2x− 3
3
√
x2 = 0⇒ x

1
3 =

3

2
⇒ x =

27

8
.



Асимптоти кривої

4. Вертикальних асимптот немає. Спробуємо знайти похилi асимптоти у
виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

2x− 3
3
√
x2

x
= lim

x→∞

(
2− 3

x
1
3

)
= 2

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
2x− 3

3
√
x2 − 2x

)
=∞

Похилих асимптот не iснує.



Асимптоти кривої

4. Вертикальних асимптот немає. Спробуємо знайти похилi асимптоти у
виглядi y = kx+ b.
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2x− 3
3
√
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x
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2− 3

x
1
3

)
= 2

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
2x− 3

3
√
x2 − 2x

)
=∞

Похилих асимптот не iснує.



Асимптоти кривої
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3
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Асимптоти кривої
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3
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= 2

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
2x− 3

3
√
x2 − 2x

)

=∞

Похилих асимптот не iснує.



Асимптоти кривої

4. Вертикальних асимптот немає. Спробуємо знайти похилi асимптоти у
виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

2x− 3
3
√
x2

x
= lim

x→∞

(
2− 3

x
1
3

)
= 2

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
2x− 3

3
√
x2 − 2x

)
=∞

Похилих асимптот не iснує.



Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =
[
2x− 3

3
√
x2
]′

= 2− 2x−
1
3

=
2x

1
3 − 2

x
1
3

Рiвняння для критичних точок:

2x
1
3 − 2 = 0

Корiнь – x = 1.
x = 0 – теж критична точка (похiдна не iснує).



Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =
[
2x− 3

3
√
x2
]′

= 2− 2x−
1
3 =

2x
1
3 − 2

x
1
3

Рiвняння для критичних точок:

2x
1
3 − 2 = 0

Корiнь – x = 1.
x = 0 – теж критична точка (похiдна не iснує).



Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =
[
2x− 3

3
√
x2
]′

= 2− 2x−
1
3 =

2x
1
3 − 2

x
1
3

Рiвняння для критичних точок:

2x
1
3 − 2 = 0

Корiнь – x = 1.
x = 0 – теж критична точка (похiдна не iснує).



Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =
[
2x− 3

3
√
x2
]′

= 2− 2x−
1
3 =

2x
1
3 − 2

x
1
3

Рiвняння для критичних точок:

2x
1
3 − 2 = 0

Корiнь – x = 1.

x = 0 – теж критична точка (похiдна не iснує).



Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =
[
2x− 3

3
√
x2
]′

= 2− 2x−
1
3 =

2x
1
3 − 2

x
1
3

Рiвняння для критичних точок:

2x
1
3 − 2 = 0

Корiнь – x = 1.
x = 0 – теж критична точка (похiдна не iснує).



Точки перегину

6. Знайдемо другу похiдну функцiї:

y′′ =
2

3
x−

4
3

Друга похiдна не iснує у точцi x = 0.



Точки перегину

6. Знайдемо другу похiдну функцiї:

y′′ =
2

3
x−

4
3

Друга похiдна не iснує у точцi x = 0.



Таблиця

x (−∞; 0) 0 (0; 1) 1 (1; ∞)
f ′(x) + не iснує – 0 +
f ′′(x) + не iснує + + +

f(x)
зростає,
увiгнута max спадає,

увiгнута min зростає,
увiгнута



Графiк функцiї

-10 -5 0 5 10

-33,9

-23,9

-13,9
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Приклад

Провести загальне дослiдження функцiї та побудувати її графiк. y =
x3

x2 − 4



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжки
x ∈ (−∞;−2) ∪ (−2; 2) ∪ (2;∞).

2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є непарною

(y(−x) = − x3

x2 − 4
= −y(x)).

3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0; з вiссю Ox:
y = 0, x = 0.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжки
x ∈ (−∞;−2) ∪ (−2; 2) ∪ (2;∞).

2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є непарною

(y(−x) = − x3

x2 − 4
= −y(x)).

3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0; з вiссю Ox:
y = 0, x = 0.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжки
x ∈ (−∞;−2) ∪ (−2; 2) ∪ (2;∞).

2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є непарною

(y(−x) = − x3

x2 − 4
= −y(x)).

3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0;

з вiссю Ox:
y = 0, x = 0.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжки
x ∈ (−∞;−2) ∪ (−2; 2) ∪ (2;∞).

2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є непарною

(y(−x) = − x3

x2 − 4
= −y(x)).

3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0; з вiссю Ox:
y = 0, x = 0.



Асимптоти кривої

4. Вертикальнi асимптоти – x = ±2.

Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

x2−4
x

= lim
x→∞

x2

x2 − 4
= 1

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3

x2 − 4
− x

)
= lim

x→∞

(
4x

x2 − 4

)
= 0

Похила асимптота – y = x.



Асимптоти кривої

4. Вертикальнi асимптоти – x = ±2.
Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

x2−4
x

= lim
x→∞

x2

x2 − 4
= 1

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3

x2 − 4
− x

)
= lim

x→∞

(
4x

x2 − 4

)
= 0

Похила асимптота – y = x.



Асимптоти кривої

4. Вертикальнi асимптоти – x = ±2.
Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.
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x
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b = lim
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(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3

x2 − 4
− x

)
= lim

x→∞

(
4x

x2 − 4

)
= 0

Похила асимптота – y = x.



Асимптоти кривої
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4x
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Похила асимптота – y = x.



Асимптоти кривої

4. Вертикальнi асимптоти – x = ±2.
Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

x2−4
x

= lim
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x2

x2 − 4
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b = lim
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x2 − 4
− x

)
= lim

x→∞

(
4x

x2 − 4

)
= 0

Похила асимптота – y = x.



Асимптоти кривої

4. Вертикальнi асимптоти – x = ±2.
Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

x2−4
x

= lim
x→∞

x2

x2 − 4
= 1

b = lim
x→∞

(f(x)− kx)

= lim
x→∞

(
x3

x2 − 4
− x

)
= lim

x→∞

(
4x

x2 − 4

)
= 0

Похила асимптота – y = x.



Асимптоти кривої

4. Вертикальнi асимптоти – x = ±2.
Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

x2−4
x

= lim
x→∞

x2

x2 − 4
= 1

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3

x2 − 4
− x

)

= lim
x→∞

(
4x

x2 − 4

)
= 0

Похила асимптота – y = x.



Асимптоти кривої

4. Вертикальнi асимптоти – x = ±2.
Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

x2−4
x

= lim
x→∞

x2

x2 − 4
= 1

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3

x2 − 4
− x

)
= lim

x→∞

(
4x

x2 − 4

)

= 0

Похила асимптота – y = x.



Асимптоти кривої

4. Вертикальнi асимптоти – x = ±2.
Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

x2−4
x

= lim
x→∞

x2

x2 − 4
= 1

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3

x2 − 4
− x

)
= lim

x→∞

(
4x

x2 − 4

)
= 0

Похила асимптота – y = x.



Асимптоти кривої

4. Вертикальнi асимптоти – x = ±2.
Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3

x2−4
x

= lim
x→∞

x2

x2 − 4
= 1

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3

x2 − 4
− x

)
= lim

x→∞

(
4x

x2 − 4

)
= 0

Похила асимптота – y = x.



Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =

[
x3

x2 − 4

]′
=

x2(x2 − 12)

(x2 − 4)2

Рiвняння для критичних точок:

x2(x2 − 12) = 0

Коренi – x = 0, x = ±
√
12 ≈ ±3, 4641.



Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =

[
x3

x2 − 4

]′
=

x2(x2 − 12)

(x2 − 4)2

Рiвняння для критичних точок:

x2(x2 − 12) = 0

Коренi – x = 0, x = ±
√
12 ≈ ±3, 4641.



Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =

[
x3

x2 − 4

]′
=

x2(x2 − 12)

(x2 − 4)2

Рiвняння для критичних точок:

x2(x2 − 12) = 0

Коренi – x = 0, x = ±
√
12 ≈ ±3, 4641.



Точки перегину

6. Знайдемо другу похiдну функцiї:

y′′ =
8x(x2 + 12)

(x2 − 4)3

Прирiвнюючи до нуля, знаходимо:

x = 0



Точки перегину

6. Знайдемо другу похiдну функцiї:

y′′ =
8x(x2 + 12)

(x2 − 4)3

Прирiвнюючи до нуля, знаходимо:

x = 0



Таблиця

x < −
√
12 −

√
12 (−

√
12;−2) −2 (−2;0) 0 (0;2) 2 (2;

√
12)

√
12 >

√
12

f ′ + 0 – ∅ – 0 – ∅ – 0 +
f ′′ – – – ∅ + 0 - ∅ + + +

f
зростає,
опукла max спадає,

опукла – сп.,
ув. п зр.,

ув. – спадає,
ув. min зр.,

ув.



Графiк функцiї
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