
Область визначення функцiї двох
змiнних. Границя функцiї двох

змiнних у точцi



Задача

Знайти область визначення функцiї

z =
√

4− x2 − y2



Розв’язання

Значення функцiї можна обчислити, якщо

4− x2 − y2 > 0

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межу:

4− x2 − y2 = 0⇒ x2 + y2 = 4

Це рiвняння кола. Вiдповiдна крива дiлить площину на двi областi.
Перевiряємо, яка з областей є вiдповiдною нерiвностi за допомогою тестових
точок A(0; 0) (усерединi областi) та B(5; 0) (ззовнi областi).

4− 02 − 02 > 0

4− 52 − 02 = −21 < 0

Отже, A належить областi, а B не належить.
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Рисунок областi



Задача

Знайти область визначення функцiї

z = arcsin(3− x2 − y2)



Розв’язання

Значення функцiї можна обчислити, якщо

−1 6 3− x2 − y2 6 1

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межу:

3− x2 − y2 = −1⇒ x2 + y2 = 4

3− x2 − y2 = 1⇒ x2 + y2 = 2

Це рiвняння кiл. Вiдповiднi кривi дiлять площину на три областi.
Перевiряємо, яка з областей є вiдповiдною нерiвностi за допомогою тестових
точок A(0; 0) та B(5; 0).

3− 02 − 02 > −1 ∪ 3− 02 − 02 > 1

3− 52 − 02 = −22 < −1
Отже, A i B не належать областi.
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Рисунок областi



Задача

Знайти область визначення функцiї

z = arcsin 3xy



Розв’язання

Значення функцiї можна обчислити, якщо

−1 6 3xy 6 1

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межi:

3xy = −1⇒ y = − 1

3x

3xy = 1⇒ y =
1

3x

Це рiвняння гiпербол.
Перевiряємо, яка з областей є вiдповiдною нерiвностi за допомогою тестових
точок A(0; 0) та B(1; 1).



Розв’язання
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−1 6 3xy 6 1

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межi:

3xy = −1⇒ y = − 1

3x

3xy = 1⇒ y =
1

3x

Це рiвняння гiпербол.

Перевiряємо, яка з областей є вiдповiдною нерiвностi за допомогою тестових
точок A(0; 0) та B(1; 1).
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Рисунок областi



Задача

Знайти область визначення функцiї

z = arcsin(1− x2 − y2) + arcsin 2xy



Розв’язання

Значення функцiї можна обчислити, якщо{
−1 6 1− x2 − y2 6 1

−1 6 2xy 6 1

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межу:

1− x2 − y2 = −1⇒ x2 + y2 = 2

2xy = ±1⇒ y = ± 1

2x

Це рiвняння кола i гiпербол. Перевiряємо, яка з областей є вiдповiдною
нерiвностi за допомогою тестових точок A(0; 0) та B(2; 2).
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Це рiвняння кола i гiпербол. Перевiряємо, яка з областей є вiдповiдною
нерiвностi за допомогою тестових точок A(0; 0) та B(2; 2).
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−1 6 1− x2 − y2 6 1

−1 6 2xy 6 1

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межу:

1− x2 − y2 = −1⇒ x2 + y2 = 2

2xy = ±1⇒ y = ± 1

2x

Це рiвняння кола i гiпербол.

Перевiряємо, яка з областей є вiдповiдною
нерiвностi за допомогою тестових точок A(0; 0) та B(2; 2).



Розв’язання

Значення функцiї можна обчислити, якщо{
−1 6 1− x2 − y2 6 1

−1 6 2xy 6 1

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межу:

1− x2 − y2 = −1⇒ x2 + y2 = 2

2xy = ±1⇒ y = ± 1

2x

Це рiвняння кола i гiпербол. Перевiряємо, яка з областей є вiдповiдною
нерiвностi за допомогою тестових точок A(0; 0) та B(2; 2).



Рисунок областi



Задача

Знайти область визначення функцiї

z = lnx+ ln y



Розв’язання

Значення функцiї можна обчислити, якщо{
x > 0

y > 0

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межу:

x = 0

y = 0



Розв’язання

Значення функцiї можна обчислити, якщо{
x > 0

y > 0

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межу:

x = 0

y = 0



Розв’язання

Значення функцiї можна обчислити, якщо{
x > 0

y > 0

Для побудови вiдповiдної областi слiд спочатку побудувати її межу:

x = 0

y = 0



Рисунок областi



Задача

Знайти область визначення функцiї

z =
√

lnx+ ln y



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x2 + y2 = 1;x2 + y2 = z − 1; z = 2.



Розв’язання



Задача

Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x2 + y2 + z2 = 36;x2 + y2 = 6x.



Розв’язання



Задача

Знайти границю lim
x→0
y→0

(1 + xy)
−

1

xy .



Розв’язання

Покладемо xy = t.

Тодi, при (x; y)→ (0; 0) можемо переписати границю як

lim
x→0
y→0

(1 + xy)
−

1

xy = lim
t→0

(1 + t)−
1
t

визначна
=

границя
e−1



Розв’язання

Покладемо xy = t.
Тодi, при (x; y)→ (0; 0) можемо переписати границю як

lim
x→0
y→0

(1 + xy)
−

1

xy = lim
t→0

(1 + t)−
1
t

визначна
=

границя
e−1



Розв’язання

Покладемо xy = t.
Тодi, при (x; y)→ (0; 0) можемо переписати границю як

lim
x→0
y→0

(1 + xy)
−

1

xy = lim
t→0

(1 + t)−
1
t

визначна
=

границя
e−1



Задача

Знайти границю lim
x→0
y→0

sinxy

x2 + y2



Розв’язання

Нехай пiд час прямування (x; y)→ (0; 0) зберiгається спiввiдношення y = kx.

Тодi

lim
x→0
y→0

sinxy

x2 + y2
= lim

x→0

sin(x · kx)
x2 + k2x2

= lim
x→0

sin kx2

x2(1 + k2)
=

k

1 + k2

Таким чином, значення границi має залежати вiд кутового коефiцiєнта k. Але
це не вiдповiдає означенню, оскiльки за означенням границя не повинна
залежати вiд способу прямування (x; y)→ (0; 0).
Отже, границi у сенсi записаного означення не iснує.
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це не вiдповiдає означенню, оскiльки за означенням границя не повинна
залежати вiд способу прямування (x; y)→ (0; 0).
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Якщо x→ 0 i y 9 0 або y → 0 i x 9 0, подвiйна границя не iснує.
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