
Розв’язання задач на кривi другого
порядку



Задача 1

Гiпербола, симетрична вiдносно осей координат, має ексцентриситет e =
√
2 та

проходить через точку A
(
1,
√
3
)
. Знайти вiдстанi вершин цiєї гiперболи вiд

фокуса параболи y2 = 2x. Зробити креслення.



Розв’язання

Нехай рiвняння гiперболи записано у канонiчнiй формi:

x2

a2
− y2

b2
= ±1

Тодi

e =
c

a
=

√
a2 + b2

a
=
√
2⇒ a2 + b2 = 2a2 ⇒ a = b

12

a2
− (
√
3)2

b2
= ±1⇒ − 2

b2
= −1⇒ a = b =

√
2.
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Розв’язання

Отже, рiвняння гiперболи –
x2

2
− y2

2
= −1.

Це спряжена гiпербола iз вершинами у точках A(0;
√
2) та B(0;−

√
2).

Порiвнюючи рiвняння параболи iз умови задачi iз канонiчним рiвнянням
(y2 = 2px), маємо p = 1. Отже фокус розташовано у точцi F (1/2; 0).
Вiдстанi вiд цiєї точки до вершин гiперболи дорiвнюють

AF = BF =

√(
1

2

)2

+ (
√
2)2 =

3

2
.
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Задача 2

Дано гiперболу x2 − y2 = 8. Знайти спiвфокусний елiпс, що проходить через
точку A(5; 0). Зробити креслення.



Розв’язання

Зведемо рiвняння гiперболи до канонiчного вигляду подiливши на 8:

x2

8
− y2

8
= 1.

Маємо a = b =
√
8 = 2

√
2.

Звiдси c =
√
a2 + b2 =

√
8 + 8 = 4.

Отже, фокуси гiперболи, якi збiгаються iз фокусами елiпса, розташовано у
точках F1(−4; 0) та F2(4; 0).
Нехай рiвняння елiпса є таким:

x2

a21
+
y2

b21
= 1

Тодi
a21 − b21 = c2 = 16⇒ b1 =

√
a21 − 16
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Оскiльки елiпс проходить через точку A(5; 0),

52

a21
+

02

b21
=

25

a21
= 1

⇒ a1 = 5⇒ b1 =
√

52 − 16 = 3.

Отже, рiвняння елiпса буде таким:

x2

25
+
y2

9
= 1
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Задача 3

Використовуючи теорiю квадратичних форм, звести рiвняння кривої другого
порядку до канонiчного вигляду. Зобразити стару та нову системи координат
та накреслити криву.

3x2 − 2xy + 3y2 − 4x− 4y = 12



Розв’язання

У загальному випадку рiвняння кривої другого порядку має вигляд

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0.

Складаючи матрицю з коефiцiєнтiв при найбiльших степенях x та y у правiй
частинi рiвностi, маємо

A =

(
a11 a12

a12 a22

)
.

Оскiльки матриця симетрична (елемент на другiй позицiї першого рядка
дорiвнює елементу на першiй позицiї другого рядка), власнi вектори лiнiйного
оператора, який вона задає, будуть перпендикулярнi (потiм перевiримо).
Власнi значення цього оператора, λ1 та λ2, будуть коефiцiєнтами у
канонiчному виглядi квадратичної форми, що може бути отримана шляхом
повороту та перенесення початку координат початкової системи координат.



Розв’язання

Тобто, зробивши деяку замiну вигляду

x = b11x1 + b12y1 + x0;

y = b21x1 + b22y1 + y0; (1)

ми можемо отримати канонiчний вигляд квадратичної форми. Якщо
квадратична форма не є виродженою (задає криву саме другого порядку), у
випадку, якщо λ1 та λ2 одного знаку, матимемо елiпс, якщо рiзних —
гiперболу, якщо одне з власних значень рiвне нулю — параболу. Канонiчним
виглядом нашого рiвняння буде (елiпс або гiпербола):

λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + a′33 = 0 (2)

або (парабола)
y21 + a′13x1 = 0. (3)



Розв’язання

При цьому напрямок осей нової системи координат, x1O1y1 визначається
власними векторами, що вiдповiдають власним значенням λ1 та λ2 вiдповiдно.



Розв’язання

Отже план розв’язання прикладу такий:
1. Записати матрицю A та знайти власнi значення та власнi вектори

лiнiйного оператора, який нею задається.

2. За допомогою власних векторiв знайти пiдстановку, що повертає
координати до напрямкiв, що збiгаються з напрямками канонiчної системи
координат.

3. Видiливши повнi квадрати вiдносно нових змiнних у перетвореному
рiвняннi, встановити положення початку координат канонiчної системи
координат та остаточний вигляд канонiчного рiвняння кривої другого
порядку.

4. Все це намалювати ♥



Розв’язання

Отже план розв’язання прикладу такий:
1. Записати матрицю A та знайти власнi значення та власнi вектори

лiнiйного оператора, який нею задається.
2. За допомогою власних векторiв знайти пiдстановку, що повертає

координати до напрямкiв, що збiгаються з напрямками канонiчної системи
координат.

3. Видiливши повнi квадрати вiдносно нових змiнних у перетвореному
рiвняннi, встановити положення початку координат канонiчної системи
координат та остаточний вигляд канонiчного рiвняння кривої другого
порядку.

4. Все це намалювати ♥



Розв’язання

Отже план розв’язання прикладу такий:
1. Записати матрицю A та знайти власнi значення та власнi вектори

лiнiйного оператора, який нею задається.
2. За допомогою власних векторiв знайти пiдстановку, що повертає

координати до напрямкiв, що збiгаються з напрямками канонiчної системи
координат.

3. Видiливши повнi квадрати вiдносно нових змiнних у перетвореному
рiвняннi, встановити положення початку координат канонiчної системи
координат та остаточний вигляд канонiчного рiвняння кривої другого
порядку.

4. Все це намалювати ♥



Розв’язання

Отже план розв’язання прикладу такий:
1. Записати матрицю A та знайти власнi значення та власнi вектори

лiнiйного оператора, який нею задається.
2. За допомогою власних векторiв знайти пiдстановку, що повертає

координати до напрямкiв, що збiгаються з напрямками канонiчної системи
координат.

3. Видiливши повнi квадрати вiдносно нових змiнних у перетвореному
рiвняннi, встановити положення початку координат канонiчної системи
координат та остаточний вигляд канонiчного рiвняння кривої другого
порядку.

4. Все це намалювати ♥



Розв’язання

У нашому випадку матриця A матиме вигляд (оскiльки коефiцiєнт при xy є

подвоєним значенням a12, в нашому випадку a12 =
−2
2

= −1):

A =

(
3 −1
−1 3

)
.

Власнi значення знаходимо з рiвняння∣∣∣∣∣ 3− λ −1
−1 3− λ

∣∣∣∣∣ = 0 або пiсля розкриття визначника λ2 − 6λ+ 8 = 0.

Розв’язками цього рiвняння є, очевидно, λ1 = 2;λ2 = 4.

Цi значення одного
знаку, отже маємо рiвняння елiпса.
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−1 3− λ
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Розв’язання
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λ1 = 2 :(
3− 2 −1
−1 3− 2

)(
a1

a2

)
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вiдповiдає власному значенню λ1 = 2, у виглядi

~u1 =

(
a1

a2

)
=

(
C

C

)
= C

(
1

1

)
.
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3− 4 −1
−1 3− 4

)(
a1

a2

)
= 0⇒ a1 + a2 = 0,⇒ a1 = −a2 = −C.

~u2 =

(
a1

a2

)
=

(
−C
C

)
= C

(
−1
1

)
.



Розв’язання

Для знаходження першої пiдстановки нам слiд знайти одиничнi вектори
спрямованi за власними векторами.

Для цього слiд роздiлити кожну компоненту власного вектора на його модуль:
отриманi значення будуть компонентами ортiв нової системи координат у
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1√
2

(
−1
1

)
=

(
−

√
2
2√
2
2

)
.

Координати цих ортiв є по сутi коефiцiєнтами при x та y у виразах для
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повернутiй системi координат виражаються через x та y у виглядi

x′ =

√
2

2
x+

√
2

2
y;

y′ = −
√
2

2
x+

√
2

2
y.



Розв’язання

Для знаходження першої пiдстановки нам слiд знайти одиничнi вектори
спрямованi за власними векторами.
Для цього слiд роздiлити кожну компоненту власного вектора на його модуль:
отриманi значення будуть компонентами ортiв нової системи координат у
початковiй системi координат.

~v1 =
~u1
|~u1|

=
1√
2

(
1

1

)
=

( √
2
2√
2
2

)
; ~v2 =

~u2
|~u2|

=
1√
2

(
−1
1

)
=

(
−

√
2
2√
2
2

)
.

Координати цих ортiв є по сутi коефiцiєнтами при x та y у виразах для
координат у повернутiй системi координат. Тобто координати x′ та y′ у
повернутiй системi координат виражаються через x та y у виглядi

x′ =

√
2

2
x+

√
2

2
y;

y′ = −
√
2

2
x+

√
2

2
y.



Розв’язання

Для знаходження першої пiдстановки нам слiд знайти одиничнi вектори
спрямованi за власними векторами.
Для цього слiд роздiлити кожну компоненту власного вектора на його модуль:
отриманi значення будуть компонентами ортiв нової системи координат у
початковiй системi координат.

~v1 =
~u1
|~u1|

=
1√
2

(
1

1

)
=

( √
2
2√
2
2

)
; ~v2 =

~u2
|~u2|

=
1√
2

(
−1
1

)
=

(
−

√
2
2√
2
2

)
.

Координати цих ортiв є по сутi коефiцiєнтами при x та y у виразах для
координат у повернутiй системi координат. Тобто координати x′ та y′ у
повернутiй системi координат виражаються через x та y у виглядi

x′ =

√
2

2
x+

√
2

2
y;

y′ = −
√
2

2
x+

√
2

2
y.



Розв’язання

Звiдси можемо знайти x та y за допомогою правила Крамера:

x =

√
2

2
x′ −

√
2

2
y′;

y =

√
2

2
x′ +

√
2

2
y′. (4)

Пiдставимо отриманi значення до вихiдного рiвняння:

3

(√
2

2
x′ −

√
2

2
y′

)2

+ 3

(√
2

2
x′ +

√
2

2
y′

)2

− 2

(√
2

2
x′ −

√
2

2
y′

)(√
2

2
x′ +

√
2

2
y′

)
−

−4

(√
2

2
x′ −

√
2

2
y′

)
− 4

(√
2

2
x′ +

√
2

2
y′

)
= 12



Розв’язання

Пiсля спрощення матимемо

2x′2 + 4y′2 − 4
√
2x′ − 12 = 0.

Видiляємо повнi квадрати, попередньо роздiливши на 2:(
x′2 − 2

√
2x′ + 2

)
+ 2y′2 − 8 = 0 ⇒

(
x′ −

√
2
)2

+ 2y′2 = 8.

Виконуючи тепер пiдстановку

x1 = x′ −
√
2;

y1 = y′, (5)

отримуємо канонiчну форму рiвняння нашого елiпса

x21
8

+
y21
4

= 1.
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+
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= 1.



Розв’язання

Початок нової системи координат x1O1y1 — точка O1, матиме у системi
координат x′Oy′ координати, що визначаються з рiвнянь (5), —

(√
2; 0
)
.

Беручи до уваги рiвняння (4), знаходимо координати точки O1 у початковiй
системi координат:

x0 =

√
2

2

√
2−
√
2

2
· 0 = 1;

y0 =

√
2

2

√
2 +

√
2

2
· 0 = 1.

Отже координати точки O1 у початковiй системi координат — O1(1; 1).



Розв’язання
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Розв’язання

Для того, щоб правильно намалювати елiпс, нам слiд спочатку визначити
положення його вершин. Порiвнюючи наше рiвняння з загальною формою

канонiчного рiвняння для елiпса
(
x2

a2
+
y2

b2
= 1

)
, маємо: a = 2

√
2; b =

√
4 = 2.

Отже вершини розташовано у точках x1 = ±a = ±2
√
2, y1 = ±b = ±2.
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Розв’язання

Спочатку слiд намалювати на окремому малюнку елiпс у перетворенiй системi
координат (x1O1y1). Потiм намалювати початкову та перетворену системи
координат та елiпс у початковiй системi координат.



Розв’язання

(а) Елiпс у системi координат x1O1y1 (б) Елiпс у системi координат xOy



Побудова графiкiв у полярнiй системi
координат



Задача 1

Побудувати криву, задану рiвнянням у полярних координатах.

r =
2

sin
(
π
3 − ϕ

)



Розв’язання

I Складаємо таблицю для рiзних кутiв ϕ i вiдповiдних значень r.

I Вiдкладаємо на полярних променях, проведених пiд вiдповiдними кутами,
значення радiусiв.

I З’єднуємо точки i отримуємо криву.
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Розв’язання



Задача 2

Побудувати криву, задану рiвнянням у полярних координатах.

r = 3 (1− sinϕ)



Розв’язання


