
Розв’язання задач на екстремум
функцiї (частина 2)



Задача

Чому має дорiвнювати радiус основи R, висота H та твiрна l прямого
кругового конуса, щоб при заданому об’ємi V вiн мав найменшу бiчну
поверхню?



Розв’язання

Площа бокової поверхнi конуса

Sбок. кон. = πRl

l =
√
H2 +R2 ⇒ Sбок. кон. = πR

√
H2 +R2

V =
1

3
πR2H ⇒ H =

3V

πR2

Sбок. кон.(R) =
1

R

√
9V 2 + π2R6
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I Знаходимо критичну точку:
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π
√
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I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

S′′(R) =
2π4R12 + 117π2 V 2R6 + 162V 4

√
π2R6 + 9V 2 (π2R9 + 9V 2R3)

> 0

Отже, маємо мiнiмум.
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Задача

У конус вписано цилiндр iз заданими висотою
H та радiусом основи R. Знайти конус з
найменшим об’ємом.



Розв’язання

Нехай висота конуса – h, а радiус основи – r.

Тодi об’єм конуса

V =
1

3
πhr2

З подiбностi трикутникiв:

h

r
=

H

r −R
⇒ h =

Hr

r −R

V (r) =
π

3
· Hr

3

r −R
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Задача

За заданої довжини мiцнiсть балки прямокутного перерiзу є пропорцiйною до
ширини i квадрата висоти перерiзу. З цилiндричного стовбура дерева
дiаметром d слiд вирiзати балку найбiльшої мiцностi. Визначити ширину i
висоту вiдповiдного перерiзу балки.



Розв’язання

Нехай висота перерiзу – h, а ширина – b.

Тодi мiцнiсть балки (k – сталий коефiцiєнт)

S = kbh2

З прямокутного трикутника:

h =
√
d2 − b2

S(b) = kb
(
d2 − b2

)
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d2 − 3b2 = 0⇒ b =

√
3

3
d

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

S′′(b) = −6kb < 0

Отже, маємо максимум. h =
√
6
3 d.
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Задача

На якiй висотi слiд розташувати джерело свiтла над освiтленою поверхнею,
щоб освiтленiсть на вiдстанi a вiд основи перпендикуляра, що опущений iз
джерела свiтла на освiтлену поверхню, була найбiльшою? Вiдомо, що
освiтленiсть обернено пропорцiйна до квадрата вiдстанi вiд джерела свiтла i
обернено пропорцiйна до кута мiж променем та освiтленою поверхнею.



Розв’язання

Освiтленiсть
E = k · sinϕ

a2 + h2
,

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi, h – висота джерела свiтла над освiтленою
поверхнею, ϕ – кут мiж променем i освiтленою поверхнею.

sinϕ =
h√

a2 + h2

Отже,

E(h) = k · h

(a2 + h2)
3
2

,
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I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

E′′(h) = k · 3h(2h
2 − 3a2)

(a2 + h2)
7
2

< 0

Отже, маємо максимум. E = kh

(a2+h2)
3
2
.
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Задача

На вiдстанi AB = b вiд прямолiнiйної
магiстралi ON знаходиться житловий
комплекс B. Вiд якого мiсця D
магiстралi слiд зробити прямолiнiйне
вiдгалуження DB, щоб загальна
вартiсть проведення водопроводу до
комплексу була найменшою, якщо
вiдомо, що вартiсть одиницi довжини
трубопроводу за напрямками OD, DN
та DB дорiвнюють вiдповiдно k1, k2 та
k3 гривень, OA = a, ON = l?



Розв’язання
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2. на дiлянцi DN дорiвнює k2(l − x);
3. на дiлянцi DB дорiвнює k3

√
(a− x)2 + b2.

Загальна вартiсть C(x) = k1x+ k2(l − x) + k3
√

(a− x)2 + b2.



Розв’язання

Вартiсть водопроводу:
1. на дiлянцi OD дорiвнює k1x;
2. на дiлянцi DN дорiвнює k2(l − x);

3. на дiлянцi DB дорiвнює k3
√

(a− x)2 + b2.
Загальна вартiсть C(x) = k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2.



Розв’язання

Вартiсть водопроводу:
1. на дiлянцi OD дорiвнює k1x;
2. на дiлянцi DN дорiвнює k2(l − x);
3. на дiлянцi DB дорiвнює k3

√
(a− x)2 + b2.

Загальна вартiсть C(x) = k1x+ k2(l − x) + k3
√
(a− x)2 + b2.



Розв’язання

Вартiсть водопроводу:
1. на дiлянцi OD дорiвнює k1x;
2. на дiлянцi DN дорiвнює k2(l − x);
3. на дiлянцi DB дорiвнює k3

√
(a− x)2 + b2.

Загальна вартiсть C(x) = k1x+ k2(l − x) + k3
√

(a− x)2 + b2.



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

C ′(x) =
(
k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2

)′

= k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

=

= k1 − k2 − k3 cosα

k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

= 0⇒ (k1 − k2)
√

(a− x)2 + b2 = k3(a− x)

x = a− (k1 − k2)b√
k23 − (k1 − k2)2

; cosα =
k1 − k2
k3

;x = a− b ctgα

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

C ′′(x) =
k3b

2

((a− x)2 + b2)
3
2

> 0 Отже, маємо мiнiмум.



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

C ′(x) =
(
k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2

)′
= k1 − k2 −

k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

=

= k1 − k2 − k3 cosα

k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

= 0⇒ (k1 − k2)
√

(a− x)2 + b2 = k3(a− x)

x = a− (k1 − k2)b√
k23 − (k1 − k2)2

; cosα =
k1 − k2
k3

;x = a− b ctgα

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

C ′′(x) =
k3b

2

((a− x)2 + b2)
3
2

> 0 Отже, маємо мiнiмум.



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

C ′(x) =
(
k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2

)′
= k1 − k2 −

k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

=

= k1 − k2 − k3 cosα

k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

= 0⇒ (k1 − k2)
√

(a− x)2 + b2 = k3(a− x)

x = a− (k1 − k2)b√
k23 − (k1 − k2)2

; cosα =
k1 − k2
k3

;x = a− b ctgα

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

C ′′(x) =
k3b

2

((a− x)2 + b2)
3
2

> 0 Отже, маємо мiнiмум.



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

C ′(x) =
(
k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2

)′
= k1 − k2 −

k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

=

= k1 − k2 − k3 cosα

k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

= 0

⇒ (k1 − k2)
√

(a− x)2 + b2 = k3(a− x)

x = a− (k1 − k2)b√
k23 − (k1 − k2)2

; cosα =
k1 − k2
k3

;x = a− b ctgα

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

C ′′(x) =
k3b

2

((a− x)2 + b2)
3
2

> 0 Отже, маємо мiнiмум.



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

C ′(x) =
(
k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2

)′
= k1 − k2 −

k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

=

= k1 − k2 − k3 cosα

k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

= 0⇒ (k1 − k2)
√

(a− x)2 + b2 = k3(a− x)

x = a− (k1 − k2)b√
k23 − (k1 − k2)2

; cosα =
k1 − k2
k3

;x = a− b ctgα

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

C ′′(x) =
k3b

2

((a− x)2 + b2)
3
2

> 0 Отже, маємо мiнiмум.



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

C ′(x) =
(
k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2

)′
= k1 − k2 −

k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

=

= k1 − k2 − k3 cosα

k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

= 0⇒ (k1 − k2)
√

(a− x)2 + b2 = k3(a− x)

x = a− (k1 − k2)b√
k23 − (k1 − k2)2

;

cosα =
k1 − k2
k3

;x = a− b ctgα

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

C ′′(x) =
k3b

2

((a− x)2 + b2)
3
2

> 0 Отже, маємо мiнiмум.



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

C ′(x) =
(
k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2

)′
= k1 − k2 −

k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

=

= k1 − k2 − k3 cosα

k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

= 0⇒ (k1 − k2)
√

(a− x)2 + b2 = k3(a− x)

x = a− (k1 − k2)b√
k23 − (k1 − k2)2

; cosα =
k1 − k2
k3

;

x = a− b ctgα

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

C ′′(x) =
k3b

2

((a− x)2 + b2)
3
2

> 0 Отже, маємо мiнiмум.



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

C ′(x) =
(
k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2

)′
= k1 − k2 −

k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

=

= k1 − k2 − k3 cosα

k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

= 0⇒ (k1 − k2)
√

(a− x)2 + b2 = k3(a− x)

x = a− (k1 − k2)b√
k23 − (k1 − k2)2

; cosα =
k1 − k2
k3

;x = a− b ctgα

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

C ′′(x) =
k3b

2

((a− x)2 + b2)
3
2

> 0

Отже, маємо мiнiмум.



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

C ′(x) =
(
k1x+ k2(l − x) + k3

√
(a− x)2 + b2

)′
= k1 − k2 −

k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

=

= k1 − k2 − k3 cosα

k1 − k2 −
k3(a− x)√
(a− x)2 + b2

= 0⇒ (k1 − k2)
√

(a− x)2 + b2 = k3(a− x)

x = a− (k1 − k2)b√
k23 − (k1 − k2)2

; cosα =
k1 − k2
k3

;x = a− b ctgα

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

C ′′(x) =
k3b

2

((a− x)2 + b2)
3
2

> 0 Отже, маємо мiнiмум.


