
Розв’язання задач на екстремум
функцiї (частина 1)



Задача

Розкласти 8 на два доданки, щоб сума їх кубiв була найменшою.



Розв’язання

Нехай x та 8− x шуканi доданки.

Тодi, за умовою задачi, слiд знайти найменше значення функцiї

f(x) = x3 + (8− x)3

I Знаходимо критичнi точки:

f ′(x) = 3x2 − 3(8− x)2 = 48x− 192 = 0

Звiдси x = 192/48 = 4.
I Користуємося достатнiми умовами екстремуму:

f ′′(x) = 48 > 0

Отже, маємо мiнiмум.
Вiдповiдь: Шуканими доданками є x = 4 та y = 4.
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Вiдповiдь: Шуканими доданками є x = 4 та y = 4.



Розв’язання

Нехай x та 8− x шуканi доданки.
Тодi, за умовою задачi, слiд знайти найменше значення функцiї

f(x) = x3 + (8− x)3

I Знаходимо критичнi точки:
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Отже, маємо мiнiмум.
Вiдповiдь: Шуканими доданками є x = 4 та y = 4.



Задача

Довести, що серед усiх прямокутникiв, якi мають заданий периметр 2p,
найбiльшу площу має квадрат.



Розв’язання

Нехай одна зi сторiн прямокутника має довжину x.

Тодi iнша сторона має довжину p− x, а площа прямокутника дорiвнює

S(x) = x(p− x)

I Знаходимо критичну точку:

S′(x) = p− 2x

p− 2x = 0⇒ x =
p

2

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

S′′(x) = −2 6 0

Отже, маємо максимум.
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Розв’язання

Максимальним значенням площi буде S = p2

4 при рiвностi сторiн прямокутника
– x = p− x = p

2 .

Прямокутник iз рiвними сторонами – квадрат. Що i слiд було довести.
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Прямокутник iз рiвними сторонами – квадрат. Що i слiд було довести.



Задача

Довести, що серед усiх прямокутникiв, що мають задану площу a2, квадрат
має найменший периметр.



Розв’язання

Нехай одна зi сторiн прямокутника має довжину x.

Тодi iнша сторона має довжину a2/x.
Периметр прямокутника при цьому дорiвнює

p(x) = 2x+ 2 · a2/x

I Знаходимо критичну точку:

p′(x) = 2− 2 · a2/x2

2− 2 · a
2

x2
= 0⇒ x = ±a

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

p′′(x) = 4 · a
2

x3
> 0
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Отже, маємо мiнiмум.

Мiнiмальним значенням периметра буде p = 4a при рiвностi сторiн
прямокутника – x = a2

x = a.
Прямокутник iз рiвними сторонами – квадрат. Що i слiд було довести.



Розв’язання

Отже, маємо мiнiмум.
Мiнiмальним значенням периметра буде p = 4a при рiвностi сторiн
прямокутника – x = a2

x = a.

Прямокутник iз рiвними сторонами – квадрат. Що i слiд було довести.



Розв’язання

Отже, маємо мiнiмум.
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прямокутника – x = a2

x = a.
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Задача

Основа трикутника дорiвнює a, а його периметр – 2p. Визначити двi iншi
сторони так, щоб площа трикутника була найбiльшою.



Розв’язання

Нехай одна з iнших сторiн трикутника має довжину b = x.

Тодi третя сторона має довжину c = 2p− a− x.
За формулою Герона площа

S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c) =

√
p(p− a)(p− x)(a+ x− p)

Площа буде максимальною, коли буде максимальним вираз
f(x) = (p− x)(a+ x− p).
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√
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Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

f ′(x) = −(a+ x− p) + p− x

= 2p− a− 2x

2p− a− 2x = 0⇒ x = p− a

2

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

f ′′(x) = −2 < 0
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I Знаходимо критичну точку:
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2p− a− 2x = 0⇒ x = p− a
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I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

f ′′(x) = −2

< 0



Розв’язання

I Знаходимо критичну точку:

f ′(x) = −(a+ x− p) + p− x = 2p− a− 2x

2p− a− 2x = 0⇒ x = p− a

2

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

f ′′(x) = −2 < 0



Розв’язання

Отже, маємо максимум.

Максимального значення площа досягатиме при b = x = p− a
2 .

При цьому c = c = 2p− a− x = p− a
2 .

Отже, трикутник має бути рiвнобедреним.
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Отже, маємо максимум.
Максимального значення площа досягатиме при b = x = p− a

2 .
При цьому c = c = 2p− a− x = p− a

2 .
Отже, трикутник має бути рiвнобедреним.



Задача

Якими повиннi бути розмiри жерстяного цилiндричного бака об’ємом V , щоб
на його виготовлення пiшло якнайменше матерiалiв?



Розв’язання

Кiлькiсть жерстi визначається повною
площею цилiндричного бака. Повна поверхня
цилiндра дорiвнює

S = 2πR2 + 2πRH

Об’єм цилiндра –

V = πR2H

Одну з двох змiнних з цих рiвнянь слiд
виключити.
З другого рiвняння:

H =
V

πR2
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V
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V

R

I Знаходимо критичну точку:

S′(R) = 4πR− 2
V

R2
=

4πR3 − 2V

R2

4πR3 − 2V = 0⇒ R =
3

√
V

2π

I Перевiряємо достатню умову екстремуму:

S′′(x) = 4π +
4V

R3
> 0

Тобто, маємо мiнiмум.
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Слiд взяти висоту рiвною дiаметру основи.
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Задача

Слiд виготовити цилiндричну посудину заданого об’єму V , вiдкриту згори.
Визначити її радiус i висоту так, щоб поверхня посудини була найменшою.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.


