
Дотична площина i нормаль до
поверхнi. Екстремум функцiї
декiлькох змiнних. Умовний

екстремум функцiї декiлькох змiнних



Задача

Написати рiвняння дотичної площини та нормалi у вказанiй точцi до поверхнi:
z = y + ln

x

y
у точцi M (1, 1, 1).



Розв’язання



Розв’язання

Рiвняння дотичної площини до поверхнi z = f(x, y) у точцi (x0; y0):

z − f(x0, y0) = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0).

Маємо
z = f(x, y) = y + ln

x

y

f ′x =
1

x
; f ′y = 1− 1

y
.

f ′x(1, 1) =
1

1
= 1; f ′y(1, 1) = 1− 1

1
= 0.

z − 1 = 1(x− 1) + 0(y − 1)⇒ x− z = 0.
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Задача

До поверхнi x2 − xy − 8x+ z + 5 = 0 провести дотичну площину, паралельну до
площини x+ 2y − z = 0.
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Розв’язання
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Маємо
z = f(x, y) = −x2 + xy + 8x− 5

f ′x = −2x+ y + 8; f ′y = x.

Отже, вектор нормалi до дотичної площини має бути паралельним до вектора
~n = (−2x+ y + 8;x;−1).
Крiм того, за умовами задачi цей вектор має бути паралельним до вектора
(1; 2;−1). Тому для точки дотику (x0, y0) мають виконуватися такi рiвняння:

−2x0 + y0 + 8

1
=
x0
2

=
−1
−1
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{
−2x0 + y0 + 8 = 1

x0 = 2

x0 = 2; y0 = −3.

Пiдставляючи цi значення до рiвняння дотичної площини, маємо

z − (−22 + 2 · (−3) + 8 · 2− 5) = (−2 · 2− 3 + 8)(x− 2) + 2(y − (−3)).

Спрощуємо:
z − 1 = x− 2 + 2y + 6⇒ x+ 2y − z + 5 = 0.
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Задача

Дослiдити на екстремум функцiю

z = ye−2y
2−x2−x



Розв’язання

Спочатку визначимо
∂z

∂x
та

∂z

∂y
:

∂z

∂x
= ye−2y

2−x2−x · (−2x− 1) = −y(2x+ 1)e−2y
2−x2−x;

∂z

∂y
= e−2y

2−x2−x + ye−2y
2−x2−x · (−4y) = (1− 4y2)e−2y

2−x2−x.

Далi, розв’язуємо систему рiвнянь
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0
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У цьому випадку {
−y(2x+ 1)e−2y

2−x2−x = 0

(1− 4y2)e−2y
2−x2−x = 0

Звiдси {
2x+ 1 = 0

1− 4y2 = 0

Маємо {
x = −1

2

y = ±1
2
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Маємо двi критичних точки –
(
−1

2 ;−
1
2

)
i
(
−1

2 ;
1
2

)
.

Обчислимо D(x, y):

∂2z

∂x2
= y

(
(−2x− 1)2e−2y

2−x2−x − 2e−2y
2−x2−x

)
= y(4x2 + 4x− 1)e−2y

2−x2−x;

∂2z

∂x∂y
= (−2x− 1)e−2y

2−x2−x − 4(−2x− 1)y2e−2y
2−x2−x =

= ((8x+ 4)y2 − 2x− 1)e−2y
2−x2−x;

∂2z

∂y2
= 16y3e−2y

2−x2−x − 12ye−2y
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2−x2−x.
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2−x2−x

= 4y(4y2 − 3)e−2y
2−x2−x.



Розв’язання

Маємо двi критичних точки –
(
−1

2 ;−
1
2

)
i
(
−1

2 ;
1
2

)
.

Обчислимо D(x, y):

∂2z

∂x2
= y

(
(−2x− 1)2e−2y

2−x2−x − 2e−2y
2−x2−x

)
= y(4x2 + 4x− 1)e−2y

2−x2−x;

∂2z

∂x∂y
= (−2x− 1)e−2y

2−x2−x − 4(−2x− 1)y2e−2y
2−x2−x =

= ((8x+ 4)y2 − 2x− 1)e−2y
2−x2−x;

∂2z

∂y2
= 16y3e−2y

2−x2−x − 12ye−2y
2−x2−x = 4y(4y2 − 3)e−2y

2−x2−x.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=

=
[
y(4x2 + 4x− 1) · 4y(4y2 − 3)− ((8x+ 4)y2 − 2x− 1)2

]
e−4y

2−2x2−2x

D

(
−1

2
,−1

2

)
=[

−1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 4
(
−1

2

)(
4
1

4
− 3

)
−
((

4− 8
1

2

)
1

4
+ 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;−
1
2

)
мiнiмум.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=

=
[
y(4x2 + 4x− 1) · 4y(4y2 − 3)− ((8x+ 4)y2 − 2x− 1)2

]
e−4y

2−2x2−2x

D

(
−1

2
,−1

2

)
=[

−1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 4
(
−1

2

)(
4
1

4
− 3

)
−
((

4− 8
1

2

)
1

4
+ 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;−
1
2

)
мiнiмум.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=

=
[
y(4x2 + 4x− 1) · 4y(4y2 − 3)− ((8x+ 4)y2 − 2x− 1)2

]
e−4y

2−2x2−2x

D

(
−1

2
,−1

2

)
=[

−1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 4
(
−1

2

)(
4
1

4
− 3

)
−
((

4− 8
1

2

)
1

4
+ 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;−
1
2

)
мiнiмум.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=

=
[
y(4x2 + 4x− 1) · 4y(4y2 − 3)− ((8x+ 4)y2 − 2x− 1)2

]
e−4y

2−2x2−2x

D

(
−1

2
,−1

2

)
=[

−1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 4
(
−1

2

)(
4
1

4
− 3

)
−
((

4− 8
1

2

)
1

4
+ 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2

> 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;−
1
2

)
мiнiмум.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=

=
[
y(4x2 + 4x− 1) · 4y(4y2 − 3)− ((8x+ 4)y2 − 2x− 1)2

]
e−4y

2−2x2−2x

D

(
−1

2
,−1

2

)
=[

−1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 4
(
−1

2

)(
4
1

4
− 3

)
−
((

4− 8
1

2

)
1

4
+ 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;−
1
2

)
мiнiмум.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=

=
[
y(4x2 + 4x− 1) · 4y(4y2 − 3)− ((8x+ 4)y2 − 2x− 1)2

]
e−4y

2−2x2−2x

D

(
−1

2
,−1

2

)
=[

−1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 4
(
−1

2

)(
4
1

4
− 3

)
−
((

4− 8
1

2

)
1

4
+ 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;−
1
2

)
мiнiмум.



Розв’язання

D

(
−1

2
,
1

2

)
=[

1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 41

2

(
4
1

4
− 3

)
−
((
−81

2
+ 4

)
1

4
− 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;
1
2

)
маємо

максимум.



Розв’язання

D

(
−1

2
,
1

2

)
=[

1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 41

2

(
4
1

4
− 3

)
−
((
−81

2
+ 4

)
1

4
− 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2

> 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;
1
2

)
маємо

максимум.



Розв’язання

D

(
−1

2
,
1

2

)
=[

1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 41

2

(
4
1

4
− 3

)
−
((
−81

2
+ 4

)
1

4
− 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;
1
2

)
маємо

максимум.



Розв’язання

D

(
−1

2
,
1

2

)
=[

1

2

(
4
1

4
− 4

1

2
− 1

)
· 41

2

(
4
1

4
− 3

)
−
((
−81

2
+ 4

)
1

4
− 2

1

2
− 1

)2
]
· e−4

1
4
+ 2

4
−1

= 4e−
1
2 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi
(
−1

2 ;
1
2

)
маємо

максимум.



Задача

Дослiдити на екстремум функцiю

z = 3x
2+y2−2x+1



Розв’язання

Спочатку визначимо
∂z

∂x
та

∂z

∂y
:

∂z

∂x
= 3x

2+y2−2x+1 ln 3 · (2x− 2);
∂z

∂y
= 3x

2+y2−2x+1 ln 3 · 2y.

Далi, розв’язуємо систему рiвнянь
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0



Розв’язання

Спочатку визначимо
∂z

∂x
та

∂z

∂y
:

∂z

∂x
= 3x

2+y2−2x+1 ln 3 · (2x− 2);

∂z

∂y
= 3x

2+y2−2x+1 ln 3 · 2y.

Далi, розв’язуємо систему рiвнянь
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0



Розв’язання

Спочатку визначимо
∂z

∂x
та

∂z

∂y
:

∂z

∂x
= 3x

2+y2−2x+1 ln 3 · (2x− 2);
∂z

∂y
= 3x

2+y2−2x+1 ln 3 · 2y.

Далi, розв’язуємо систему рiвнянь
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0



Розв’язання

Спочатку визначимо
∂z

∂x
та

∂z

∂y
:

∂z

∂x
= 3x

2+y2−2x+1 ln 3 · (2x− 2);
∂z

∂y
= 3x

2+y2−2x+1 ln 3 · 2y.

Далi, розв’язуємо систему рiвнянь
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0



Розв’язання

У цьому випадку {
3x

2+y2−2x+1 ln 3 · (2x− 2) = 0

3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2y = 0

Звiдси {
2x− 2 = 0

2y = 0

Звiдси x = 1 та y = 0.



Розв’язання

У цьому випадку {
3x

2+y2−2x+1 ln 3 · (2x− 2) = 0

3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2y = 0

Звiдси {
2x− 2 = 0

2y = 0

Звiдси x = 1 та y = 0.



Розв’язання

У цьому випадку {
3x

2+y2−2x+1 ln 3 · (2x− 2) = 0

3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2y = 0

Звiдси {
2x− 2 = 0

2y = 0

Звiдси x = 1 та y = 0.



Розв’язання

Обчислимо D(x, y):

∂2z

∂x2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · (2x− 2)2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2

=

= (12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3)3x
2+y2−2x+1;

∂2z

∂x∂y
= 4(x− 1)y ln2 3 · 3x2+y2−2x+1;

∂2z

∂y2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · y2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2 =

= (4y2 ln2 3 + 2 ln 3)3x
2+y2−2x+1.



Розв’язання

Обчислимо D(x, y):

∂2z

∂x2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · (2x− 2)2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2 =

= (12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3)3x
2+y2−2x+1;

∂2z

∂x∂y
= 4(x− 1)y ln2 3 · 3x2+y2−2x+1;

∂2z

∂y2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · y2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2 =

= (4y2 ln2 3 + 2 ln 3)3x
2+y2−2x+1.



Розв’язання

Обчислимо D(x, y):

∂2z

∂x2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · (2x− 2)2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2 =

= (12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3)3x
2+y2−2x+1;

∂2z

∂x∂y
= 4(x− 1)y ln2 3 · 3x2+y2−2x+1;

∂2z

∂y2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · y2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2 =

= (4y2 ln2 3 + 2 ln 3)3x
2+y2−2x+1.



Розв’язання

Обчислимо D(x, y):

∂2z

∂x2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · (2x− 2)2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2 =

= (12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3)3x
2+y2−2x+1;

∂2z

∂x∂y
= 4(x− 1)y ln2 3 · 3x2+y2−2x+1;

∂2z

∂y2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · y2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2

=

= (4y2 ln2 3 + 2 ln 3)3x
2+y2−2x+1.



Розв’язання

Обчислимо D(x, y):

∂2z

∂x2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · (2x− 2)2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2 =

= (12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3)3x
2+y2−2x+1;

∂2z

∂x∂y
= 4(x− 1)y ln2 3 · 3x2+y2−2x+1;

∂2z

∂y2
= 3x

2+y2−2x+1 ln2 3 · y2 + 3x
2+y2−2x+1 ln 3 · 2 =

= (4y2 ln2 3 + 2 ln 3)3x
2+y2−2x+1.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=[(
12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3

) (
4y2 ln2 3 + 2 ln 3

)
−
(
4(x− 1)y ln2 3

)2]×
×32x2+2y2−4x+2.

D(1, 0) = 6 ln 3 · 2 ln 3 = 12 ln2 3 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (1; 0) є

екстремум.Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(1;0)

= 6 ln 3 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 30 = 1.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=[(
12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3

) (
4y2 ln2 3 + 2 ln 3

)
−
(
4(x− 1)y ln2 3

)2]×
×32x2+2y2−4x+2.

D(1, 0) = 6 ln 3 · 2 ln 3 = 12 ln2 3 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (1; 0) є

екстремум.Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(1;0)

= 6 ln 3 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 30 = 1.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=[(
12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3

) (
4y2 ln2 3 + 2 ln 3

)
−
(
4(x− 1)y ln2 3

)2]×
×32x2+2y2−4x+2.

D(1, 0) = 6 ln 3 · 2 ln 3

= 12 ln2 3 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (1; 0) є

екстремум.Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(1;0)

= 6 ln 3 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 30 = 1.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=[(
12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3

) (
4y2 ln2 3 + 2 ln 3

)
−
(
4(x− 1)y ln2 3

)2]×
×32x2+2y2−4x+2.

D(1, 0) = 6 ln 3 · 2 ln 3 = 12 ln2 3 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (1; 0) є

екстремум.Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(1;0)

= 6 ln 3 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 30 = 1.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=[(
12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3

) (
4y2 ln2 3 + 2 ln 3

)
−
(
4(x− 1)y ln2 3

)2]×
×32x2+2y2−4x+2.

D(1, 0) = 6 ln 3 · 2 ln 3 = 12 ln2 3 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (1; 0) є

екстремум.

Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(1;0)

= 6 ln 3 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 30 = 1.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=[(
12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3

) (
4y2 ln2 3 + 2 ln 3

)
−
(
4(x− 1)y ln2 3

)2]×
×32x2+2y2−4x+2.

D(1, 0) = 6 ln 3 · 2 ln 3 = 12 ln2 3 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (1; 0) є

екстремум.Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(1;0)

= 6 ln 3 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 30 = 1.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=[(
12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3

) (
4y2 ln2 3 + 2 ln 3

)
−
(
4(x− 1)y ln2 3

)2]×
×32x2+2y2−4x+2.

D(1, 0) = 6 ln 3 · 2 ln 3 = 12 ln2 3 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (1; 0) є

екстремум.Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(1;0)

= 6 ln 3 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 30

= 1.



Розв’язання

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

=[(
12x2 ln2 3− 24x ln2 3 + 12 ln2 3 + 6 ln 3

) (
4y2 ln2 3 + 2 ln 3

)
−
(
4(x− 1)y ln2 3

)2]×
×32x2+2y2−4x+2.

D(1, 0) = 6 ln 3 · 2 ln 3 = 12 ln2 3 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (1; 0) є

екстремум.Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(1;0)

= 6 ln 3 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 30 = 1.



Задача

Знайти найменше та найбiльше значення функцiї в областi обмеженiй
кривими. z = y2 − x2 + 8; x2 + y2 6 4.



Розв’язання

Екстремуму буде досягнуто або у критичнiй точцi всерединi областi, або на
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Знайдемо екстремуми на межi областi.

Позначимо f(x, y) = y2 − x2 + 8 i ϕ(x, y) = x2 + y2 − 4.
Тодi, функцiя Лагранжа:

u = f(x, y) + λϕ(x, y) = y2 − x2 + 8 + λ(x2 + y2 − 4)
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∂x
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∂y
= 2y + 2λy;

−2x+ 2λx = 0

2y + 2λy = 0

x2 + y2 − 4 = 0

λ = 1;x = ±2; y = 0;

λ = −1;x = 0; y = ±2.
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Перевiряємо значення функцiї у виявлених критичних точках на межi областi:

z(±2, 0) = 02 − (±2)2 + 8

= 4

z(0,±2) = (±2)2 − 02 + 8 = 12

Отже, маємо zmin = 4 у точках (±2, 0), zmax = 12 у точках (0,±2).
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(zmin = 02 + 02 + 1 = 1).



Розв’язання (екстремум у критичнiй точцi)

Перевiримо достатнi умови екстремуму.
Обчислимо D(x, y):

∂2z

∂x2
= 2;

∂2z

∂x∂y
= 0;

∂2z

∂y2
= 2.

D(x, y) =
∂2z

∂x2
· ∂

2z

∂y2
−
(
∂2z

∂x∂y

)2

= 2 · 2− 02 = 4 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (0; 0) мiнiмум
(zmin = 02 + 02 + 1 = 1).



Розв’язання (умовний екстремум)

Знайдемо екстремуми на межi областi.

Просто пiдставимо значення з рiвнянь, якi визначають межу до рiвняння
функцiї.

I x2 + y2 = 1:
z = x2 + y2 + 1 = 1 + 1 = 2.

I x = y:
z = x2 + y2 + 1 = 2x2 + 1

Критична точка: 4x = 0 або x = 0.

z′′(x) = 4 > 0

За теоремою про достатнi умови екстремуму функцiї однiєї змiнної маємо
мiнiмум.



Розв’язання (умовний екстремум)

Знайдемо екстремуми на межi областi.
Просто пiдставимо значення з рiвнянь, якi визначають межу до рiвняння
функцiї.

I x2 + y2 = 1:
z = x2 + y2 + 1 = 1 + 1 = 2.

I x = y:
z = x2 + y2 + 1 = 2x2 + 1

Критична точка: 4x = 0 або x = 0.

z′′(x) = 4 > 0

За теоремою про достатнi умови екстремуму функцiї однiєї змiнної маємо
мiнiмум.



Розв’язання (умовний екстремум)

Знайдемо екстремуми на межi областi.
Просто пiдставимо значення з рiвнянь, якi визначають межу до рiвняння
функцiї.

I x2 + y2 = 1:
z = x2 + y2 + 1

= 1 + 1 = 2.

I x = y:
z = x2 + y2 + 1 = 2x2 + 1

Критична точка: 4x = 0 або x = 0.

z′′(x) = 4 > 0

За теоремою про достатнi умови екстремуму функцiї однiєї змiнної маємо
мiнiмум.



Розв’язання (умовний екстремум)

Знайдемо екстремуми на межi областi.
Просто пiдставимо значення з рiвнянь, якi визначають межу до рiвняння
функцiї.

I x2 + y2 = 1:
z = x2 + y2 + 1 = 1 + 1

= 2.

I x = y:
z = x2 + y2 + 1 = 2x2 + 1

Критична точка: 4x = 0 або x = 0.

z′′(x) = 4 > 0

За теоремою про достатнi умови екстремуму функцiї однiєї змiнної маємо
мiнiмум.



Розв’язання (умовний екстремум)

Знайдемо екстремуми на межi областi.
Просто пiдставимо значення з рiвнянь, якi визначають межу до рiвняння
функцiї.

I x2 + y2 = 1:
z = x2 + y2 + 1 = 1 + 1 = 2.

I x = y:
z = x2 + y2 + 1

= 2x2 + 1

Критична точка: 4x = 0 або x = 0.

z′′(x) = 4 > 0

За теоремою про достатнi умови екстремуму функцiї однiєї змiнної маємо
мiнiмум.



Розв’язання (умовний екстремум)

Знайдемо екстремуми на межi областi.
Просто пiдставимо значення з рiвнянь, якi визначають межу до рiвняння
функцiї.

I x2 + y2 = 1:
z = x2 + y2 + 1 = 1 + 1 = 2.

I x = y:
z = x2 + y2 + 1 = 2x2 + 1

Критична точка: 4x = 0 або x = 0.

z′′(x) = 4 > 0

За теоремою про достатнi умови екстремуму функцiї однiєї змiнної маємо
мiнiмум.



Розв’язання (умовний екстремум)

Знайдемо екстремуми на межi областi.
Просто пiдставимо значення з рiвнянь, якi визначають межу до рiвняння
функцiї.

I x2 + y2 = 1:
z = x2 + y2 + 1 = 1 + 1 = 2.

I x = y:
z = x2 + y2 + 1 = 2x2 + 1

Критична точка: 4x = 0 або x = 0.

z′′(x) = 4

> 0

За теоремою про достатнi умови екстремуму функцiї однiєї змiнної маємо
мiнiмум.



Розв’язання (умовний екстремум)

Знайдемо екстремуми на межi областi.
Просто пiдставимо значення з рiвнянь, якi визначають межу до рiвняння
функцiї.

I x2 + y2 = 1:
z = x2 + y2 + 1 = 1 + 1 = 2.

I x = y:
z = x2 + y2 + 1 = 2x2 + 1

Критична точка: 4x = 0 або x = 0.

z′′(x) = 4 > 0

За теоремою про достатнi умови екстремуму функцiї однiєї змiнної маємо
мiнiмум.



Розв’язання

Отже, маємо zmin = 1 у точцi (0, 0), zmax = 2 у точках, де x2 + y2 = 1.


