
Розв’язання задач на границi
функцiй. Еквiвалентнiсть, границi на

нескiнченностi, визначнi границi



Задача

Знайти границю

lim
x→0

x− sin 5x

2x+ sin 3x



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→0

x− sin 5x

2x+ sin 3x

= lim
x→0

x− 5x

2x+ 3x
= −4

5
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Задача

Знайти границю

lim
h→0

sin(a+ 2h)− 2 sin(a+ h) + sin a

h2



Розв’язання

lim
h→0

sin(a+ 2h)− 2 sin(a+ h) + sin a

h2
= lim

h→0

2 sin
2a+ 2h

2
cos

2h

2
− 2 sin(a+ h)

h2
=

= lim
h→0

2 sin(a+ h)(cosh− 1)

h2
= 2 lim

h→0
sin(a+ h) · lim

h→0

−2 sin2(h/2)
4(h/2)2

=

= 2 sin a ·
(
−1

2

)
= − sin a



Задача

Знайти границю

lim
x→0

cosx · tg2 x
1− cosx+ sinx



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
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cosx · tg2 x
1− cosx+ sinx

= lim
x→0

(
1 + x2

2

)
· x2

1−
(
1 + x2

2

)
+ x

= lim
x→0

x2

x− x2

2

=

= lim
x→0

x

1− x
2

= 0
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2
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=
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Задача

Знайти границю

lim
x→π/2

ctg2 x

sinx− 1



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→π/2

ctg2 x

sinx− 1
=

∣∣∣∣∣ y = x− π
2 ⇒ x = y + π

2

x→ π/2⇒ y → 0

∣∣∣∣∣

= lim
y→0

tg2 y

cos y − 1
=

= lim
y→0

y2

1− y2

2 − 1
= −2



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→π/2

ctg2 x

sinx− 1
=

∣∣∣∣∣ y = x− π
2 ⇒ x = y + π

2

x→ π/2⇒ y → 0

∣∣∣∣∣ = lim
y→0

tg2 y

cos y − 1

=

= lim
y→0

y2

1− y2

2 − 1
= −2



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→π/2

ctg2 x

sinx− 1
=

∣∣∣∣∣ y = x− π
2 ⇒ x = y + π

2

x→ π/2⇒ y → 0

∣∣∣∣∣ = lim
y→0

tg2 y

cos y − 1
=

= lim
y→0

y2

1− y2

2 − 1

= −2



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→π/2

ctg2 x

sinx− 1
=

∣∣∣∣∣ y = x− π
2 ⇒ x = y + π

2

x→ π/2⇒ y → 0

∣∣∣∣∣ = lim
y→0

tg2 y

cos y − 1
=

= lim
y→0

y2

1− y2

2 − 1
= −2



Задача

Вважаючи, що x — нескiнченно мала першого порядку, визначити порядок
малостi функцiї sinx− tg x.



Розв’язання

За означенням слiд знайти таке k, щоб lim
x→0

sinx−tg x
xk

мала скiнченне значення,
яке є вiдмiнним вiд нуля.

lim
x→0

sinx− tg x

xk
= lim

x→0

sinx− sinx
cosx

xk
= lim

x→0

sinx cosx− sinx

xk cosx
=

= lim
x→0

1

cosx
· lim
x→0

sinx cosx− sinx

xk
= 1 · lim

x→0

sinx(cosx− 1)

xk cosx
= −2 lim

x→0

sinx · sin2 x2
xk

= −2 lim
x→0

x · x24
xk

= −1

2
lim
x→0

x3−k.

Скiнченне, вiдмiнне вiд нуля значення маємо лише для k = 3.
Отже, sinx− tg x має третiй порядок малостi щодо x.
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Задача

Вважаючи, що x — нескiнченно мала першого порядку, визначити порядок
малостi функцiї ln(1 + x2 + x3).



Розв’язання

За означенням слiд знайти таке k, щоб lim
x→0

ln(1+x2+x3)
xk

мала скiнченне
значення, яке є вiдмiнним вiд нуля.

lim
x→0

ln(1 + x2 + x3)

xk
= lim

x→0

x2 + x3

xk
= lim

x→0

x2(1 + x)

xk
=

= lim
x→0

(1 + x) · lim
x→0

x2

xk
= 1 · lim

x→0
x2−k = lim

x→0
x2−k.

Скiнченне, вiдмiнне вiд нуля значення маємо лише для k = 2.
Отже, ln(1 + x2 + x3) має другий порядок малостi щодо x.
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= lim

x→0

x2 + x3

xk
= lim

x→0

x2(1 + x)

xk
=

= lim
x→0

(1 + x) · lim
x→0

x2

xk
= 1 · lim

x→0
x2−k = lim

x→0
x2−k.

Скiнченне, вiдмiнне вiд нуля значення маємо лише для k = 2.

Отже, ln(1 + x2 + x3) має другий порядок малостi щодо x.



Розв’язання

За означенням слiд знайти таке k, щоб lim
x→0

ln(1+x2+x3)
xk

мала скiнченне
значення, яке є вiдмiнним вiд нуля.

lim
x→0

ln(1 + x2 + x3)

xk
= lim

x→0

x2 + x3

xk
= lim

x→0

x2(1 + x)

xk
=

= lim
x→0

(1 + x) · lim
x→0

x2

xk
= 1 · lim

x→0
x2−k = lim

x→0
x2−k.

Скiнченне, вiдмiнне вiд нуля значення маємо лише для k = 2.
Отже, ln(1 + x2 + x3) має другий порядок малостi щодо x.



Задача

Вважаючи, що x — нескiнченно мала першого порядку, визначити порядок
малостi функцiї cos 3x− cosx.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти границю

lim
x→∞

(3x− 2) (1− x) (2 + x)

2x3 + x2 − 1



Розв’язання

Дiлимо чисельник i знаменник на найбiльший зi степенiв x – x3:

lim
x→∞

(3x− 2) (1− x) (2 + x)

2x3 + x2 − 1

= lim
x→∞

(
3− 2

x

) (
1
x − 1

) (
2
x + 1

)
2 + 1

x −
1
x3

=
3 · (−1) · 1

2
= −3

2



Розв’язання

Дiлимо чисельник i знаменник на найбiльший зi степенiв x – x3:

lim
x→∞

(3x− 2) (1− x) (2 + x)

2x3 + x2 − 1
= lim

x→∞

(
3− 2

x

) (
1
x − 1

) (
2
x + 1

)
2 + 1

x −
1
x3

=
3 · (−1) · 1

2
= −3

2



Розв’язання

Дiлимо чисельник i знаменник на найбiльший зi степенiв x – x3:

lim
x→∞

(3x− 2) (1− x) (2 + x)

2x3 + x2 − 1
= lim

x→∞

(
3− 2

x

) (
1
x − 1

) (
2
x + 1

)
2 + 1

x −
1
x3

=
3 · (−1) · 1

2

= −3

2



Розв’язання

Дiлимо чисельник i знаменник на найбiльший зi степенiв x – x3:

lim
x→∞

(3x− 2) (1− x) (2 + x)

2x3 + x2 − 1
= lim

x→∞

(
3− 2

x

) (
1
x − 1

) (
2
x + 1

)
2 + 1

x −
1
x3

=
3 · (−1) · 1

2
= −3

2



Задача

Знайти границю

lim
x→∞

5x2 − 3x+ 1

3x2 + x− 5



Розв’язання

Дiлимо чисельник i знаменник на найбiльший зi степенiв x – x2:

lim
x→∞

5x2 − 3x+ 1

3x2 + x− 5

= lim
x→∞

5− 3
x + 1

x2

3 + 1
x −

5
x2

=
5

3



Розв’язання

Дiлимо чисельник i знаменник на найбiльший зi степенiв x – x2:

lim
x→∞

5x2 − 3x+ 1

3x2 + x− 5
= lim

x→∞

5− 3
x + 1

x2

3 + 1
x −

5
x2

=
5

3



Розв’язання

Дiлимо чисельник i знаменник на найбiльший зi степенiв x – x2:

lim
x→∞

5x2 − 3x+ 1

3x2 + x− 5
= lim

x→∞

5− 3
x + 1

x2

3 + 1
x −

5
x2

=
5

3



Задача

Знайти границю lim
x→∞

(
x+ 3

x− 1

)x+3

.



Розв’язання

lim
x→∞

(
x+ 3

x− 1

)x+3

= lim
x→∞

(
x− 1 + 4

x− 1

)x+3

=


y = x− 1

x→∞
y →∞

 = lim
y→∞

(
y + 4

y

)y+4

=

= lim
y→∞

(
1 +

4

y

)y
· lim
y→∞

(
1 +

4

y

)4

=

=
{
z =

y

4

}
= lim

z→∞

(
1 +

1

z

)4z

=

(
lim
z→∞

(
1 +

1

z

)z)4

= e4



Розв’язання

lim
x→∞

(
x+ 3

x− 1

)x+3

= lim
x→∞

(
x− 1 + 4

x− 1

)x+3

=


y = x− 1

x→∞
y →∞

 = lim
y→∞

(
y + 4

y

)y+4

=

= lim
y→∞

(
1 +

4

y

)y
· lim
y→∞

(
1 +

4

y

)4

=

=
{
z =

y

4

}
= lim

z→∞

(
1 +

1

z

)4z

=

(
lim
z→∞

(
1 +

1

z

)z)4

= e4



Задача

Знайти границю

lim
x→∞

(
x− 3

x

)3x−1



Розв’язання

lim
x→∞

(
x− 3

x

)3x−1

=

∣∣∣∣∣ x−3
x = 1 + 1

y ⇒ y = −x
3 ;x = −3y ⇒ 3x− 1 = −9y − 1

x→∞⇒ y →∞

∣∣∣∣∣ =
= lim

y→∞

(
1 +

1

y

)−9y−1
= lim

y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−9
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

)−1
= e−9



Розв’язання

lim
x→∞

(
x− 3

x

)3x−1
=

∣∣∣∣∣ x−3
x = 1 + 1

y ⇒ y = −x
3 ;x = −3y ⇒ 3x− 1 = −9y − 1

x→∞⇒ y →∞

∣∣∣∣∣

=

= lim
y→∞

(
1 +

1

y

)−9y−1
= lim

y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−9
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

)−1
= e−9



Розв’язання

lim
x→∞

(
x− 3

x

)3x−1
=

∣∣∣∣∣ x−3
x = 1 + 1

y ⇒ y = −x
3 ;x = −3y ⇒ 3x− 1 = −9y − 1

x→∞⇒ y →∞

∣∣∣∣∣ =
= lim

y→∞

(
1 +

1

y

)−9y−1

= lim
y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−9
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

)−1
= e−9



Розв’язання

lim
x→∞

(
x− 3

x

)3x−1
=

∣∣∣∣∣ x−3
x = 1 + 1

y ⇒ y = −x
3 ;x = −3y ⇒ 3x− 1 = −9y − 1

x→∞⇒ y →∞

∣∣∣∣∣ =
= lim

y→∞

(
1 +

1

y

)−9y−1
= lim

y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−9
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

)−1

= e−9



Розв’язання

lim
x→∞

(
x− 3

x

)3x−1
=

∣∣∣∣∣ x−3
x = 1 + 1

y ⇒ y = −x
3 ;x = −3y ⇒ 3x− 1 = −9y − 1

x→∞⇒ y →∞

∣∣∣∣∣ =
= lim

y→∞

(
1 +

1

y

)−9y−1
= lim

y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−9
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

)−1
= e−9



Задача

Знайти границю
lim
x→1

(7− 6x)
x

3x−3



Розв’язання

lim
x→1

(7− 6x)
x

3x−3

=

∣∣∣∣∣ 7− 6x = 1 + 1
y ⇒ y = 1

6−6x ;x = 1− 1
6y ⇒

x
3x−3 = −2y + 1

3 ;x→ 1⇒ y →∞

∣∣∣∣∣ =
= lim

y→∞

(
1 +

1

y

)−2y+ 1
3

= lim
y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−2
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

) 1
3

= e−2



Розв’язання

lim
x→1

(7− 6x)
x

3x−3 =

∣∣∣∣∣ 7− 6x = 1 + 1
y ⇒ y = 1

6−6x ;x = 1− 1
6y ⇒

x
3x−3 = −2y + 1

3 ;x→ 1⇒ y →∞

∣∣∣∣∣

=

= lim
y→∞

(
1 +

1

y

)−2y+ 1
3

= lim
y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−2
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

) 1
3

= e−2



Розв’язання

lim
x→1

(7− 6x)
x

3x−3 =

∣∣∣∣∣ 7− 6x = 1 + 1
y ⇒ y = 1

6−6x ;x = 1− 1
6y ⇒

x
3x−3 = −2y + 1

3 ;x→ 1⇒ y →∞

∣∣∣∣∣ =
= lim

y→∞

(
1 +

1

y

)−2y+ 1
3

= lim
y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−2
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

) 1
3

= e−2



Розв’язання

lim
x→1

(7− 6x)
x

3x−3 =

∣∣∣∣∣ 7− 6x = 1 + 1
y ⇒ y = 1

6−6x ;x = 1− 1
6y ⇒

x
3x−3 = −2y + 1

3 ;x→ 1⇒ y →∞

∣∣∣∣∣ =
= lim

y→∞

(
1 +

1

y

)−2y+ 1
3

= lim
y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−2
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

) 1
3

= e−2



Розв’язання

lim
x→1

(7− 6x)
x

3x−3 =

∣∣∣∣∣ 7− 6x = 1 + 1
y ⇒ y = 1

6−6x ;x = 1− 1
6y ⇒

x
3x−3 = −2y + 1

3 ;x→ 1⇒ y →∞

∣∣∣∣∣ =
= lim

y→∞

(
1 +

1

y

)−2y+ 1
3

= lim
y→∞

[(
1 +

1

y

)y]−2
· lim
y→∞

(
1 +

1

y

) 1
3

= e−2


