
Розв’язання задач на границi
послiдовностей та функцiй



Приклад

Представити послiдовнiсть {xn} =
{

n2

2n2 + 1

}
у виглядi сталого числа (її

границi) та нескiнченно малої послiдовностi.



Розв’язання

Знайдемо декiлька перших елементiв послiдовностi:

x1 =
12

2 · 12 + 1
=

1

3

x2 =
22

2 · 22 + 1
=

4

9

x3 =
32

2 · 32 + 1
=

9

19

x4 =
42

2 · 42 + 1
=

16

33



Розв’язання

Знайдемо декiлька перших елементiв послiдовностi:

x1 =
12

2 · 12 + 1
=

1

3

x2 =
22

2 · 22 + 1
=

4

9

x3 =
32

2 · 32 + 1
=

9

19

x4 =
42

2 · 42 + 1
=

16

33



Розв’язання

Знайдемо декiлька перших елементiв послiдовностi:

x1 =
12

2 · 12 + 1
=

1

3

x2 =
22

2 · 22 + 1
=

4

9

x3 =
32

2 · 32 + 1
=

9

19

x4 =
42

2 · 42 + 1
=

16

33



Розв’язання

Знайдемо декiлька перших елементiв послiдовностi:

x1 =
12

2 · 12 + 1
=

1

3

x2 =
22

2 · 22 + 1
=

4

9

x3 =
32

2 · 32 + 1
=

9

19

x4 =
42

2 · 42 + 1
=

16

33



Розв’язання

Значення наближаються до 1
2 .

Покажемо, що
{
xn − 1

2

}
– нескiнченно мала послiдовнiсть.∣∣∣∣xn − 1

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ n2

2n2 + 1
− 1

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2n2 − 2n2 − 1

2(2n2 + 1)

∣∣∣∣ = 1

2(2n2 + 1)
< ε

1

2(2n2 + 1)
< ε⇒ 2n2 + 1 >

1

2ε
⇒ n2 >

1

2

(
1

2ε
− 1

)
⇒ n >

[√
1

2

(
1

2ε
− 1

)]
+ 1
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Приклад

Чи буде нескiнченно великою необмежена послiдовнiсть
{xn} =

{(
2 + sin

nπ

2

)
lg n
}
?



Розв’язання

Нескiнченно великою послiдовнiсть буде, якщо

∀M > 0 ∃N > 0 : ∀n > N : |xn| > M.

Маємо:
2 + sin

nπ

2
> 1

Отже, можна вибрати N так, щоб

⇒ |xn| > lgN > M ⇒ N =
[
10M

]
+ 1.

Це i означає, що {xn} – нескiнченно велика.
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Приклад

Довести, що послiдовнiсть {xn} =
{
3n

n!

}
– монотонно спадна при всiх n > 2 та

обмежена знизу.



Розв’язання

Послiдовнiсть буде монотонно спадною, якщо

xn+1

xn
< 1

Маємо:
xn+1

xn
=

3n+1

(n+1)!

3n

n!

=
3n+1

3n
· n!

(n+ 1)!
=

3

n+ 1
< 1, якщо n > 2

Послiдовнiсть обмежена знизу, оскiльки усi xn > 0.
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Приклад

Подати приклад необмеженої монотонної послiдовностi.



Розв’язання

Послiдовнiсть {xn} = {n} є монотонно зростаючою (n+ 1 > n) i необмеженою:

∀M > 0 ∃n ∈ N : |xn| = n > M.



Приклад

Знайти границю lim
x→3

x2 − 5x+ 6

x2 − 9
.



Розв’язання

lim
x→3

x2 − 5x+ 6

x2 − 9
=
∣∣x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3)

∣∣

= lim
x→3

(x− 2)(x− 3)

(x− 3)(x+ 3)
=

=
3− 2

3 + 3
=

1

6
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Приклад

Знайти границю

lim
x→1

x3 − 6x2 + 11x− 6

x2 − 3x+ 2
.



Розв’язання

Розкладемо чисельник i знаменник на множники.

x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2)

x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x− 1)(x− 2)(x− 3),



Приклад

(
x3 − 6x2 + 11x− 6

)
÷
(
x− 1

)
= x2 − 5x+ 6

− x3 + x2

− 5x2 + 11x
5x2 − 5x

6x− 6
− 6x+ 6

0

x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3)



Приклад

(
x3 − 6x2 + 11x− 6

)
÷
(
x− 1

)
= x2 − 5x+ 6

− x3 + x2

− 5x2 + 11x
5x2 − 5x

6x− 6
− 6x+ 6

0

x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3)



Розв’язання

lim
x→1

(x− 1) (x− 2) (x− 3)

(x− 1) (x− 2)
= −2



Приклад

Знайти границю lim
x→2

x2 − 6x+ 8

x2 − 8x+ 12
.



Розв’язання

Для знаходження цiєї границi розкладемо на множники чисельник i знаменник
даного дробу.

x2 − 6x+ 8 = 0;x2 − 8x+ 12 = 0;

D = 36− 32 = 4;D = 64− 48 = 16;

x1 = (6 + 2)/2 = 4;x1 = (8 + 4)/2 = 6;

x2 = (6− 2)/2 = 2;x2 = (8− 4)/2 = 2;

Тодi lim
x→2

(x− 2)(x− 4)

(x− 2)(x− 6)
= lim

x→2

x− 4

x− 6
=

2

4
=

1

2
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Приклад

Знайти границю.

lim
x→0

√
1 + x+ x2 −

√
1− x+ x2

x2 − x



Розв’язання

Домножимо чисельник i знаменник дробу на спряжений вираз:

lim
x→0

1 + x+ x2 − 1 + x− x2

x(x− 1)(
√
1 + x+ x2 +

√
1− x+ x2)

=

= lim
x→0

2x

x(x− 1)(
√
1 + x+ x2 +

√
1− x+ x2)

=
2

−1 · (1 + 1)
= −1.
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Приклад

Знайти границю

lim
x→0

√
9 + x−

√
9− x

x2 + 6x



Розв’язання

Домножимо чисельник i знаменник на спряжене до чисельника значення.

lim
x→0

√
9 + x−

√
9− x

x2 + 6x

= lim
x→0

(
√
9 + x−

√
9− x)(

√
9 + x+

√
9− x)

x(x+ 6)(
√
9 + x+

√
9− x)

=

= lim
x→0

2x

x(x+ 6)(
√
9 + x+

√
9− x)

=
2

6(3 + 3)
=

1

18
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x→0

√
9 + x−

√
9− x

x2 + 6x
= lim

x→0

(
√
9 + x−

√
9− x)(

√
9 + x+

√
9− x)

x(x+ 6)(
√
9 + x+

√
9− x)

=

= lim
x→0

2x

x(x+ 6)(
√
9 + x+

√
9− x)

=
2

6(3 + 3)

=
1

18



Розв’язання

Домножимо чисельник i знаменник на спряжене до чисельника значення.

lim
x→0

√
9 + x−

√
9− x

x2 + 6x
= lim

x→0

(
√
9 + x−

√
9− x)(

√
9 + x+

√
9− x)

x(x+ 6)(
√
9 + x+

√
9− x)

=

= lim
x→0

2x

x(x+ 6)(
√
9 + x+

√
9− x)

=
2

6(3 + 3)
=

1

18



Приклад

Знайти границю

lim
x→3

√
2x− 1−

√
5

x− 3



Розв’язання

Домножимо чисельник i знаменник на спряжене до чисельника значення.

lim
x→3

√
2x− 1−

√
5

x− 3

= lim
x→3

(
√
2x− 1−

√
5) · (

√
2x− 1 +

√
5)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

=

= lim
x→3

2(x− 3)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

= lim
x→3

2
√
2x− 1 +

√
5
=

√
5

5



Розв’язання

Домножимо чисельник i знаменник на спряжене до чисельника значення.

lim
x→3

√
2x− 1−

√
5

x− 3
= lim

x→3

(
√
2x− 1−

√
5) · (
√
2x− 1 +

√
5)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

=

= lim
x→3

2(x− 3)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

= lim
x→3

2
√
2x− 1 +

√
5
=

√
5

5



Розв’язання

Домножимо чисельник i знаменник на спряжене до чисельника значення.

lim
x→3

√
2x− 1−

√
5

x− 3
= lim

x→3

(
√
2x− 1−

√
5) · (
√
2x− 1 +

√
5)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

=

= lim
x→3

2(x− 3)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

= lim
x→3

2
√
2x− 1 +

√
5
=

√
5

5



Розв’язання

Домножимо чисельник i знаменник на спряжене до чисельника значення.

lim
x→3

√
2x− 1−

√
5

x− 3
= lim

x→3

(
√
2x− 1−

√
5) · (
√
2x− 1 +

√
5)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

=

= lim
x→3

2(x− 3)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

= lim
x→3

2
√
2x− 1 +

√
5

=

√
5

5



Розв’язання

Домножимо чисельник i знаменник на спряжене до чисельника значення.

lim
x→3

√
2x− 1−

√
5

x− 3
= lim

x→3

(
√
2x− 1−

√
5) · (
√
2x− 1 +

√
5)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

=

= lim
x→3

2(x− 3)

(x− 3) · (
√
2x− 1 +

√
5)

= lim
x→3

2
√
2x− 1 +

√
5
=

√
5

5



Приклад

Знайти границю lim
x→0

tg x

sinx2
.



Розв’язання

Скористаємося еквiвалентностями.

lim
x→0

tg x

sinx2
= lim

x→0

x

x2

=∞.



Розв’язання

Скористаємося еквiвалентностями.

lim
x→0

tg x

sinx2
= lim

x→0

x

x2
=∞.



Приклад

Знайти границю lim
x→0

tgmx

sinnx
.



Розв’язання

lim
x→0

tgmx

sinnx
= lim

x→0

mx

nx

=
m

n



Розв’язання

lim
x→0

tgmx

sinnx
= lim

x→0

mx

nx
=
m

n



Приклад

Знайти границю lim
x→x0

tg x− tg x0
x− x0

.



Розв’язання

lim
x→x0

tg x− tg x0
x− x0

= lim
x→x0

sin(x− x0)
(x− x0) cosx cosx0

=

= lim
x→x0

sin(x− x0)
x− x0

· lim
x→x0

1

cosx cosx0
= 1 · 1

cos2 x0
=

1

cos2 x0



Розв’язання

lim
x→x0

tg x− tg x0
x− x0

= lim
x→x0

sin(x− x0)
(x− x0) cosx cosx0

=

= lim
x→x0

sin(x− x0)
x− x0

· lim
x→x0

1

cosx cosx0
= 1 · 1

cos2 x0
=

1

cos2 x0



Розв’язання

lim
x→x0

tg x− tg x0
x− x0

= lim
x→x0

sin(x− x0)
(x− x0) cosx cosx0

=

= lim
x→x0

sin(x− x0)
x− x0

· lim
x→x0

1

cosx cosx0

= 1 · 1

cos2 x0
=

1

cos2 x0



Розв’язання

lim
x→x0

tg x− tg x0
x− x0

= lim
x→x0

sin(x− x0)
(x− x0) cosx cosx0

=

= lim
x→x0

sin(x− x0)
x− x0

· lim
x→x0

1

cosx cosx0
= 1 · 1

cos2 x0

=
1

cos2 x0



Розв’язання

lim
x→x0

tg x− tg x0
x− x0

= lim
x→x0

sin(x− x0)
(x− x0) cosx cosx0

=

= lim
x→x0

sin(x− x0)
x− x0

· lim
x→x0

1

cosx cosx0
= 1 · 1

cos2 x0
=

1

cos2 x0



Приклад

Знайти границю lim
x→π/4

sinx− cosx

π − 4x
.



Розв’язання

lim
x→π/4

sinx− cosx

π − 4x

= lim
x→π/4

− 2√
2
sin
(π
4
− x
)

π − 4x
= lim

x→π/4

− sin
(π
4
− x
)

2
√
2
(π
4
− x
) = − 1

2
√
2



Розв’язання

lim
x→π/4

sinx− cosx

π − 4x
= lim

x→π/4

− 2√
2
sin
(π
4
− x
)

π − 4x

= lim
x→π/4

− sin
(π
4
− x
)

2
√
2
(π
4
− x
) = − 1

2
√
2



Розв’язання

lim
x→π/4

sinx− cosx

π − 4x
= lim

x→π/4

− 2√
2
sin
(π
4
− x
)

π − 4x
= lim

x→π/4

− sin
(π
4
− x
)

2
√
2
(π
4
− x
)

= − 1

2
√
2



Розв’язання

lim
x→π/4

sinx− cosx

π − 4x
= lim

x→π/4

− 2√
2
sin
(π
4
− x
)

π − 4x
= lim

x→π/4

− sin
(π
4
− x
)

2
√
2
(π
4
− x
) = − 1

2
√
2



Приклад

Знайти границю lim
x→π

2

cosx

π − 2x
.



Розв’язання

lim
x→π

2

cosx

π − 2x
=


y = π/2− x
x = π/2− y
π − 2x = π − π + 2y

 = lim
y→0

cos
(π
2
− y
)

2y
= lim

y→0

sin y

2y
=

1

2



Приклад

Знайти границю

lim
x→−1

x3 + 1

sin (x+ 1)



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→−1

x3 + 1

sin (x+ 1)

= |sin (x+ 1) ∼ (x+ 1), x→ −1| = lim
x→−1

(x+ 1)(x2 − x+ 1)

x+ 1
= 3



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→−1

x3 + 1

sin (x+ 1)
= |sin (x+ 1) ∼ (x+ 1), x→ −1|

= lim
x→−1

(x+ 1)(x2 − x+ 1)

x+ 1
= 3



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→−1

x3 + 1

sin (x+ 1)
= |sin (x+ 1) ∼ (x+ 1), x→ −1| = lim

x→−1

(x+ 1)(x2 − x+ 1)

x+ 1

= 3



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→−1

x3 + 1

sin (x+ 1)
= |sin (x+ 1) ∼ (x+ 1), x→ −1| = lim

x→−1

(x+ 1)(x2 − x+ 1)

x+ 1
= 3



Приклад

Знайти границю

lim
x→0

tg2 x5
x2



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→0

tg2 x5
x2

= lim
x→0

(
x
5

)2
x2

=
1

25



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→0

tg2 x5
x2

= lim
x→0

(
x
5

)2
x2

=
1

25



Розв’язання

Скористаймося еквiвалентнiстю.

lim
x→0

tg2 x5
x2

= lim
x→0

(
x
5

)2
x2

=
1

25


