
Числовi послiдовностi



Числова послiдовнiсть

Означення. Якщо кожному натуральному числу n поставлено у вiдповiднiсть
число xn, то кажуть, що задано послiдовнiсть

x1, x2, . . . , xn · · · = {xn}



Загальний елемент послiдовностi

Загальний елемент послiдовностi є залежним вiд n.

xn = f(n)



Приклад

{xn} = {(−1)n}

або
{xn} = −1; 1;−1; 1; . . .

{xn} = {sinπn/2}

або
{xn} = 1; 0;−1; 0; . . .
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або
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Дiї з послiдовностями

1. Множення послiдовностi на число m: m{xn} = {mxn}, тобто mx1, mx2, . . .

2. Додавання (вiднiмання) послiдовностей: {xn} ± {yn} = {xn ± yn}.
3. Добуток послiдовностей: {xn} · {yn} = {xn · yn}.

4. Дiлення послiдовностей:
{xn}
{yn}

=

{
xn
yn

}
при {yn} 6= 0.
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Обмежена послiдовнiсть

Означення. Послiдовнiсть {xn} називається обмеженою, якщо iснує таке
число M > 0, що для будь-якого n виконується нерiвнiсть:

|xn| < M

тобто всi члени послiдовностi належать промiжку (−M ;M).



Обмежена згори послiдовнiсть

Означення. Послiдовнiсть {xn} називається обмеженою згори, якщо для
будь-якого n iснує таке число M , що

xn6M.



Обмежена знизу послiдовнiсть

Означення. Послiдовнiсть {xn} називається обмеженою знизу, якщо для
будь-якого n iснує таке число M , що

xn>M.



Приклад

{xn} = n – обмежена знизу {1, 2, 3, . . . }.



Границя послiдовностi

Означення. Число a називається границею послiдовностi {xn}, якщо для
будь-якого додатного ε > 0 iснує такий номер N , що для всiх n > N
виконується умова:

|a− xn| < ε.

lim
n→∞

xn = a.

У цьому випадку говорять, що послiдовнiсть {xn} збiгається до a при n→∞.
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Властивiсть збiжних послiдовностей

Властивiсть: Якщо вiдкинути якусь скiнченну кiлькiсть членiв послiдовностi,
то виходить нова послiдовнiсть, при цьому якщо збiгається одна з них, то
збiгається i iнша.



Приклад

Довести, що границя послiдовностi lim
n→∞

(−1)n

n
= 0.

Доведення

Нехай при n > N виконується
∣∣∣∣0− (−1)n

n

∣∣∣∣ < ε, тобто
1

n
< ε.

Це вiрно при n >
1

ε
, таким чином, якщо за N взяти цiлу частину вiд

1

ε
, то

твердження, наведене вище, виконується.
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Приклад

Показати, що при n→∞ послiдовнiсть 3, 2
1

2
, 2

1

3
, 2

1

4
, ..., 2 +

1

n
має границею

число 2.

Доведення
Маємо: {xn} = {2 + 1/n}; 1/n = xn − 2.

Очевидно, що iснує таке число n, що |xn − 2| =
∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ < ε, тобто lim

n→∞
xn = 2.
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Єдинiсть границi

Теорема. Послiдовнiсть не може мати бiльше однiєї границi.

Доведення. Припустимо, що послiдовнiсть {xn} має двi границi a i b, не рiвнi
одна однiй.

xn → a;xn → b; a 6= b.

Тодi за означенням для будь-якого ε > 0 iснує таке число N , що для
будь-якого n > N :

|a− xn| <
ε

2
|b− xn| <

ε

2

Запишемо вираз: |a− b| = |(a− xn) + (xn − b)|6 |a− xn|+ |xn − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε

А оскiльки ε – будь-яке число, |a− b| = 0, тобто a = b. Теорему доведено.
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Границя послiдовностi з модулiв

Теорема. Якщо xn → a, то |xn| → |a|.

Доведення. З xn → a слiдує, що |xn − a| < ε.
У той же час:
||xn| − |a|| 6 |xn − a|,тобто ||xn| − |a|| < ε,тобто |xn| → |a|. Теорему доведено.
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Обмеженiсть збiжних послiдовностей

Теорема. Якщо xn → a, то послiдовнiсть {xn} обмежена.

Обернене твердження не є правильним, тобто з обмеженостi послiдовностi не
випливає її збiжнiсть.
Приклад:

xn =

{
1 + 1

n , при парному n
2− 1

n , при непарному n

Немає границi, хоча |xn|62.
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Теорема про трьох собачок

Теорема. Якщо xn → a i zn → a i xn 6 yn 6 zn, то yn → a.



Монотоннi послiдовностi

Означення.
1. Якщо xn+1 > xn для всiх n, то послiдовнiсть зростаюча.

2. Якщо xn+1 > xn для всiх n, то послiдовнiсть неспадна.
3. Якщо xn+1 < xn для всiх n, то послiдовнiсть спадна.
4. Якщо xn+1 6 xn для всiх n, то послiдовнiсть незростаюча

Всi цi послiдовностi називаються монотонними. Зростаючi i спаднi
послiдовностi називаються строго монотонними.
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Приклад

{xn} = 1/n – спадна i обмежена

{xn} = n – зростаюча i необмежена.
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Приклад

Довести, що послiдовнiсть {xn} =
{

n

2n+ 1

}
– монотонна зростаюча.

Доведення

Знайдемо член послiдовностi xn+1 =
n+ 1

2n+ 2 + 1
=

n+ 1

2n+ 3
.

Знайдемо знак рiзницi:

xn − xn+1 =
n

2n+ 1
− n+ 1

2n+ 3
=

2n2 + 3n− 2n2 − 2n− n− 1

(2n+ 1)(2n+ 3)
=

=
−1

(2n+ 1)(2n+ 3)
< 0,

оскiльки при n ∈ N знаменник додатний при будь-якому n.
Таким чином, xn+1 > xn. Послiдовнiсть зростаюча, що i слiд було довести.
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Збiжнiсть монотонних обмежених послiдовностей

Теорема. Монотонна обмежена послiдовнiсть має границю.

Доведення. Розглянемо монотонну неспадну послiдовнiсть

x16x26x36 . . .6xn6xn+16 . . .

Ця послiдовнiсть обмежена згори: xn 6M , де M – деяке число.
Оскiльки будь-яка, обмежена згори, числова множина має точну верхню
грань, то для кожного ε > 0 iснує таке число N , що xN > a− ε, де a – деяка
верхня грань множини.
Оскiльки {xn} – неспадна послiдовнiсть, при n > N : a− ε < xN 6 xn,
xn > a− ε.
Звiдси a− ε < xn < a+ ε
−ε < xn − a < ε або xn − a < ε, тобто lim

n→∞
xn = a.

Для iнших монотонних послiдовностей доведення аналогiчне. Теорему
доведено.
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Число е

Покажемо, що послiдовнiсть {xn} – зростаюча.
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Кожний доданок у виразi xn+1 бiльше вiдповiдного значення xn, i, крiм того, в
xn+1 додається ще один додатний доданок. Таким чином, послiдовнiсть {xn}
зростаюча.
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Отже, послiдовнiсть
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– монотонно зростаюча i обмежена зверху,

тобто має скiнченну границю. Цю границю прийнято позначати лiтерою e.
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Число е

Таким чином, число e розмiщене мiж числами 2, 5 i 3. Якщо взяти бiльшу
кiлькiсть членiв послiдовностi, то можна одержати бiльш точну оцiнку
значення числа e.

Можна показати, що число e iррацiональне i його значення дорiвнює 2, 71828...

Аналогiчно можна показати, що lim
x→∞

(
1 +

1
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)x

= e, розширивши вимоги щодо

x до будь-якого дiйсного числа:
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Число е

Число e є основою натурального логарифма.

loge x = lnx = y, якщо ey = x.



Зв’язок натурального i десяткового логарифмiв

Нехай x = 10y, тодi lnx = ln 10y, отже lnx = y ln 10.

y = lg x =
lnx

ln 10
=M lnx; lnx =

1

M
lg x, де M =

1

ln 10
≈ 0, 43429 . . . – модуль

переходу.


