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Частиннi похiднi складених функцiй

Оскiльки диференцiал функцiї є головною лiнiйною вiдносно приростiв
змiнних частиною приросту функцiї декiлькох змiнних, за його допомогою
можна обчислювати похiднi вiд складених функцiй. Для цього достатньо
просто знайти вiдповiднi коефiцiєнти при приростах з використанням
виведених ранiше формул.



Повна похiдна z = z(x, y), якщо y = y(x)
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Приклад

Знайти повну похiдну dz
dt функцiї z = sin x

y , де x = et; y = t2.
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Похiдна у даному напрямi

Нехай маємо якусь вiсь (напрямок) l, на якiй розташовано двi точки, M0 та M .

Нехай також маємо деяку функцiю f(M), визначену у достатньо великому
околi точки M0, такому, щоб до нього потрапила точка M .
Тодi, взявши довжину вiдрiзка M0M iз належним знаком («+», якщо
напрямок руху вiд M0 до M збiгається iз напрямком l i «−», якщо навпаки),
будемо називати границю

lim
M→M0

f(M)− f(M0)

MM0

похiдною вiд функцiї f(M) за напрямком l у точцi M0.
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Позначення похiдної за напрямком

∂f(M0)

∂l
=
∂f(x0, y0, z0)

∂l
.



Похiдна за напрямком через частиннi похiднi

Якщо напрямними косинусами вiсi l (вектора
−−−→
M0M) у координатнiй системi

xyz тривимiрного простору є cosα, cosβ, cos γ, похiдну за напрямом можна
записати через частиннi похiднi:

∂f

∂l
=
∂f

∂x
cosα+

∂f

∂y
cosβ +

∂f

∂z
cos γ.



Градiєнт

Можна показати, що найбiльшого значення похiдна за напрямком досягає у
напрямку вектора, координатами якого є частиннi похiднi функцiї у точцi M0.

Цей вектор називається градiєнтом:

gradf =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
.
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Частинна похiдна у напрямку як проєкцiя градiєнта

Частинну похiдну можна розглядати як проєкцiю градiєнта на напрямок
вектора MM0:

∂f

∂l
=

(
gradf ;

−−−→
M0M

)
∣∣∣−−−→M0M

∣∣∣ .



Частиннi похiднi першого порядку

Якщо функцiя f(x, y) визначена в деякiй областi D, то її частиннi похiднi
f ′x(x, y) i f ′y(x, y) теж будуть визначенi у тiй же областi або її частинi.

Будемо називати цi похiднi частинними похiдними першого порядку
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Частиннi похiднi другого порядку

Похiднi цих функцiй будуть частинними похiдними другого порядку

∂2z

∂x2
= f ′′xx(x, y);

∂2z

∂y2
= f ′′yy(x, y);

∂2z

∂x∂y
= f ′′xy(x, y);

∂2z

∂y∂x
= f ′′yx(x, y);



Частиннi похiднi вищих порядкiв

Продовжуючи диференцiювати отриманi рiвностi, одержимо частиннi похiднi
вищих порядкiв.



Мiшанi похiднi

Означення Частиннi похiднi виду
∂2z

∂x∂y
;

∂2z

∂y∂x
;

∂3z

∂x∂y∂x
;

∂3z

∂x∂y∂y
i далi

називаються мiшаними похiдними
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Теорема Шварца

Теорема Якщо функцiя f(x, y) i ї ї частиннi похiднi f ′x, f ′y, f ′′xy, f ′′yx визначенi i
неперервнi у точцi M(x, y) i її околi, то виконується спiввiдношення:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
.

Тобто частиннi похiднi вищих порядкiв не залежать вiд порядку
диференцiювання (теорема Шварца1).

1Герман Шварц (Karl Hermann Amandus Schwarz) (1843–1921) – нiмецький математик.
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Диференцiали вищих порядкiв

dz = f ′x(x, y)dx+ f ′y(x, y)dy

d2z = d
[
f ′x(x, y)dx+ f ′y(x, y)dy

]
= f ′′x2(x, y)(dx)

2 +2f ′′xy(x, y)dxdy+ f ′′y2(x, y)(dy)
2

d3z = f ′′′x3(x, y)(dx)
3 + 3f ′′′x2y(x, y)(dx)

2dy + 3f ′′′xy2(x, y)dx(dy)
2 + f ′′′y3(x, y)(dy)

3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dnz =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n

f(x, y)

Тут n – символiчний степiнь похiдної, на який замiняється дiйсний степiнь
пiсля пiднесення до нього виразу в дужках.
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Приклад

Знайти диференцiали 1-го та 2-го порядкiв функцiї z = e2x+y2x.



Розв’язання

z = e2x+y2x

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂x
dy

∂z

∂x
= 2e2x+y2x+ e2x+y2 = (2x+ 1)e2x+y2
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∂y
= e2x+y2x · 2y = 2xye2x+y2

dz = (2x+ 1)e2x+y2dx+ 2xye2x+y2dy
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