
Похiднi i диференцiали функцiй
декiлькох змiнних



Частиннi прирости

Означення Нехай у деякiй областi задана функцiя z = f(x, y). Вiзьмемо
довiльну точку M(x, y) i задамо прирiст ∆x до змiнної x. Тодi величина
∆xz = f(x+ ∆x, y)− f(x, y) називається частинним приростом функцiї за
x

Можна записати
∆xz

∆x
=
f(x+ ∆x, y)− f(x, y)

∆x
.
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Частиннi похiднi

lim
∆x→0

∆xz

∆x

називається частинною похiдною функцiї z = f(x, y) за x.

Позначення:
∂z

∂x
; z′x;

∂f(x, y)

∂x
; f ′x(x, y)

Аналогiчно визначається частинна похiдна функцiї за y.

∂z

∂y
= lim

∆y→0

f(x, y + ∆y)− f(x, y)

∆y
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Геометричний змiст

Геометричним змiстом частинної похiдної (наприклад
∂z

∂x
) є тангенс кута

нахилу дотичної, проведеної у точцi N0(x0, y0, z0) до перетину поверхнi
площиною y = y0.



Повний прирiст

Означення Для функцiї f(x, y) вираз ∆z = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y)
називається повним приростом.

Якщо функцiя f(x, y) має неперервнi частиннi похiднi, то

∆z = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y) + f(x, y + ∆y)− f(x, y + ∆y) =

= [f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y + ∆y)] + [f(x, y + ∆y)− f(x, y)]

Застосуємо теорему Лагранжа до виразiв, що стоять у квадратних дужках.

f(x, y + ∆y)− f(x, y) = ∆y
∂f(x, y)

∂y

f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y + ∆y) = ∆x
∂f(x, y + ∆y)

∂x

тут y ∈ (y, y + ∆y); x ∈ (x, x+ ∆x)
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Повний диференцiал

Тодi одержуємо

∆z = ∆x
∂f(x, y + ∆y)

∂x
+ ∆y

∂f(x, y)

∂y

Оскiльки частиннi похiднi неперервнi, то можна записати рiвностi:

lim
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∂f(x, y + ∆y)
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=
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∂x
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Повний прирiст функцiї двох змiнних

Означення Вираз ∆z =
∂f(x, y)

∂x
∆x+

∂f(x, y)

∂y
∆y + α1∆x+ α2∆y називається

повним приростом функцiї f(x, y) у деякiй точцi (x, y), де α1 i α2 –
нескiнченно малi функцiї при ∆x→ 0 i ∆y → 0 вiдповiдно.



Диференцiал функцiї двох змiнних

Означення: Повним диференцiалом функцiї z = f(x, y) називається
головна лiнiйна вiдносно ∆x i ∆y частина приросту функцiї ∆z у точцi (x, y).

dz = f ′x(x, y)dx+ f ′y(x, y)dy



Диференцiал функцiї довiльної кiлькостi змiнних

Для функцiї довiльного числа змiнних:

df(x, y, z, ..., t) =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy + ...+

∂f

∂t
dt



Приклад

Знайти повний диференцiал функцiї u = xy
2z.



Розв’язання

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy +

∂u

∂z
dz

∂u

∂x
= y2zxy

2z−1;
∂u

∂y
= xy

2z lnx · 2yz; ∂u

∂z
= xy

2z lnx · y2;

du = y2zxy
2z−1dx+ 2xy

2zyz lnxdy + y2xy
2z lnxdz



Розв’язання
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∂x
dx+
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du =
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∂x
dx+

∂u

∂y
dy +

∂u

∂z
dz

∂u

∂x
= y2zxy

2z−1;
∂u

∂y
= xy

2z lnx · 2yz; ∂u

∂z
= xy

2z lnx · y2;

du = y2zxy
2z−1dx+ 2xy

2zyz lnxdy + y2xy
2z lnxdz



Приклад

Знайти повний диференцiал функцiї z =
y

x2 − y2
.



Розв’язання

∂z

∂x
=

−2yx

(x2 − y2)2

∂z

∂y
=
y′(x2 − y2)− y(−2y)

(x2 − y2)2
=
x2 − y2 + 2y2

(x2 − y2)2
=

x2 + y2

(x2 − y2)2

dz = − 2xy

(x2 − y2)
dx+

x2 + y2

(x2 − y2)2
dy



Розв’язання

∂z

∂x
=

−2yx

(x2 − y2)2

∂z

∂y
=
y′(x2 − y2)− y(−2y)

(x2 − y2)2
=
x2 − y2 + 2y2

(x2 − y2)2
=

x2 + y2

(x2 − y2)2

dz = − 2xy

(x2 − y2)
dx+

x2 + y2

(x2 − y2)2
dy



Розв’язання

∂z

∂x
=

−2yx

(x2 − y2)2

∂z

∂y
=
y′(x2 − y2)− y(−2y)

(x2 − y2)2
=
x2 − y2 + 2y2

(x2 − y2)2
=

x2 + y2

(x2 − y2)2

dz = − 2xy

(x2 − y2)
dx+

x2 + y2

(x2 − y2)2
dy



Дотична площина

Нехай N i N0 – точки даної поверхнi. Проведемо пряму NN0. Площина, що
проходить через точку N0, називається дотичною площиною до поверхнi,
якщо кут мiж сiчною NN0 i цiєю площиною прямує до нуля, коли прямує до
нуля вiдстань NN0.



Нормаль до поверхнi

Означення Нормаллю до поверхнi у точцi N0 називається пряма, що
проходить через точку N0 перпендикулярно дотичнiй площини до цiєї поверхнi.



Рiвняння дотичної площини

У будь-якiй точцi поверхня має або тiльки одну дотичну площину, або не має її
зовсiм.
Якщо поверхня задана рiвнянням z = f(x, y), де f(x, y) – функцiя,
диференцiйована у точцi N0(x0, y0), дотична площина у точцi N0(x0, y0) iснує i
має рiвняння:

z − f(x0, y0) = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0).



Рiвняння нормалi

Рiвняння нормалi до поверхнi у цiй точцi:

x− x0

f ′x(x0, y0)
=

y − y0

f ′y(x0, y0)
=
z − z0

−1



Рiвняння дотичної площини i нормалi для нерозв’язного щодо z
рiвняння поверхнi

Нехай поверхню задано рiвнянням F (x, y, z) = 0.

Рiвняння дотичної площини у точцi M(x0; y0; z0):

F ′x(x0, y0, z0)(x− x0) + F ′y(x0, y0, z0)(y − y0) + F ′z(x0, y0, z0)(z − z0) = 0.
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F ′y(x0, y0, z0)
=

z − z0

F ′z(x0, y0, z0)
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Геометричний змiст повного диференцiала

Геометричним змiстом повного диференцiала функцiї двох змiнних f(x, y) у
точцi (x0, y0) є прирiст аплiкати (координати z) дотичної площини до поверхнi
при переходi вiд точки (x0, y0) до точки (x0 + ∆x, y0 + ∆y).

Як видно, геометричний змiст повного диференцiала функцiї двох змiнних є
просторовим аналогом геометричного змiсту диференцiала функцiї однiєї
змiнної.



Геометричний змiст повного диференцiала
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просторовим аналогом геометричного змiсту диференцiала функцiї однiєї
змiнної.



Приклад

Знайти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi

z = x2 − 2xy + y2 − x+ 2y

у точцi M(1, 1, 1).



Розв’язання

∂z

∂x
= 2x− 2y − 1;

∂z

∂y
= −2x+ 2y + 2

∂z

∂x

∣∣∣∣
M

= −1;
∂z

∂y

∣∣∣∣
M

= 2;

Рiвняння дотичної площини:

z − 1 = −(x− 1) + 2(y − 1); x− 2y + z = 0;

Рiвняння нормалi:
x− 1

−1
=
y − 1

2
=
z − 1

−1
;



Розв’язання
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∂y

∣∣∣∣
M
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−1
=
y − 1

2
=
z − 1

−1
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∣∣∣∣
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∣∣∣∣
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;



Наближенi обчислення за допомогою повного диференцiала

Нехай функцiя f(x, y) диференцiйована у точцi (x, y). Знайдемо повний
прирiст цiєї функцiї:

∆z = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y)

f(x+ ∆x, y + ∆y) = f(x, y) + ∆z

Якщо пiдставити у цю формулу вираз

∆z ≈ dz =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y

то одержимо наближену формулу:

f(x+ ∆x, y + ∆y) ≈ f(x, y) +
∂f(x, y)

∂x
∆x+

∂f(x, y)

∂y
∆y
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f(x+ ∆x, y + ∆y) = f(x, y) + ∆z

Якщо пiдставити у цю формулу вираз

∆z ≈ dz =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y
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Наближенi обчислення за допомогою повного диференцiала
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Приклад

Обчислити приблизно значення
√

1, 041,99 + ln 1, 02, виходячи зi значення
функцiї u =

√
xy + ln z при x = 1, y = 2, z = 1.
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Розв’язання

Повний диференцiал функцiї u дорiвнює:

du = 0, 04·∂u
∂x
−0, 01·∂u

∂y
+0, 02·∂u

∂z

= 1·0, 04−0·0, 01+
1

2
·0, 02 = 0, 04+0, 01 = 0, 05

√
1, 041,99 + ln 1, 02 ≈ u(1, 2, 1) + du = 1 + 0, 05 = 1, 05

Точнiше значення цього виразу: 1, 049275225687319176.
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