
Теореми про середнє. Правило
Лопiталя



Теорема Ферма (Fermat)

Якщо функцiя f(x) має на iнтервалi (a; b) деяку точку x0 таку, що
f(x0) = min

x∈(a;b)
f(x) або f(x0) = max

x∈(a;b)
f(x) i iснує f ′(x0), то f ′(x0) = 0.



Доведення

Оскiльки випадки аналогiчнi, нехай f(x0) = max
x∈(a;b)

f(x).

Iснування f ′(x0) рiвносильне тому, що iснують однобiчнi похiднi f ′−(x0) та
f ′+(x0) i f ′−(x0) = f ′+(x0).
Тодi,

f ′−(x0) = lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0
> 0;

f ′+(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0
6 0;

i
f ′−(x0) = f ′+(x0).

Звiдси слiдує, що f ′(x0) = 0.
Теорему доведено.
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Теорема Ролля (Rolle)

Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a; b], диференцiйована на iнтервалi
(a; b) i значення функцiї на кiнцях вiдрiзка рiвнi f(a) = f(b), то на iнтервалi
(a; b) iснує точка ε, a < ε < b, у якiй похiдна функцiя f(x) рiвна нулю,
f ′(ε) = 0.



Геометричний змiст

Геометричний змiст теореми Ролля полягає у тому, що при виконаннi умов
теореми на iнтервалi (a; b) iснує точка ε така, що у вiдповiднiй точцi кривої
y = f(x) дотична паралельна осi Ox.

Таких точок на iнтервалi може бути i декiлька, але теорема стверджує
iснування принаймнi однiєї такої точки.
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Доведення

За властивiстю функцiй, неперервних на вiдрiзку (другою теоремою
Веєрштраса), функцiя f(x) на вiдрiзку [a; b] приймає найбiльше i найменше
значення.

Позначимо цi значення M i m вiдповiдно. Можливi два рiзних випадки M = m
i M 6= m.
Нехай M = m. Тодi функцiя f(x) на вiдрiзку [a; b] зберiгає постiйне значення i
у будь-якiй точцi iнтервалу її похiдна дорiвнює нулю. У цьому випадку за ε
можна прийняти будь-яку точку iнтервалу.
Нехай M 6= m. Тодi значення на кiнцях вiдрiзка рiзнi, i хоча б одне зi значень,
M або m, функцiя приймає усерединi вiдрiзка [a; b].Позначимо ε, a < ε < b
точку, у якiй f(ε) = M .
Оскiльки M – найбiльше значення функцiї, то для кожного ∆x (будемо
вважати, що точка ε+ ∆x перебуває усерединi розглянутого iнтервалу)
виконується нерiвнiсть:

∆f (ε) = f (ε+ ∆x)− f (ε) 6 0
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Доведення

При цьому
∆f(ε)

∆x
=

{
6 0, при ∆x > 0

> 0, при ∆x < 0

Але оскiльки за умовою похiдна у точцi ε iснує, то iснує i границя lim
∆x→0

∆f(ε)

∆x
.

Оскiльки lim
∆x→0+0

∆f(ε)

∆x
6 0 i lim

∆x→0−0

∆f(ε)

∆x
> 0, то можна зробити висновок:

lim
∆x→0

∆f(ε)

∆x
= 0, при f ′(ε) = 0.

Теорему доведено.
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Наслiдки теорема Ролля

1. Якщо функцiя f(x) на вiдрiзку [a; b] задовольняє умови теореми Ролля,
причому f(a) = f(b) = 0, то iснує принаймнi одна точка ε, a < ε < b, така,
що f ′(ε) = 0. Тобто мiж двома нулями функцiї знайдеться хоча б одна
точка, у якiй похiдна функцiї дорiвнює нулю.

2. Якщо на розглянутому iнтервалi (a; b) функцiя f(x) має похiдну (n− 1)-го
порядку i n раз обертається в нуль, то iснує принаймнi одна точка
iнтервалу, у якiй похiдна (n− 1)-го порядку дорiвнює нулю.
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Залишковий член формули Тейлора у формi Лагранжа

g(t) := f(x)− Pn(x, t)− L

(n+ 1)!
(x− t)n+1, L ∈ R, t ∈< x0;x >

Pn(x, t) = f(t)−
n∑

k=1

f (k)(t)(x− t)k

k!

1. g(t) неперервна мiж x0 та x як сума неперервних.
2. g(t) диференцiйована мiж x0 та x

g′(t) = (f(x))′−f ′(t)−
n∑

k=1

(
f (k+1)(t)(x− t)k

k!
− f (k)(t)(x− t)k−1

(k − 1)!

)
+
L

n!
(x−t)n
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Залишковий член формули Тейлора у формi Лагранжа

= −f
(n+1)(t)(x− t)n

n!
+
L

n!
(x− t)n

3. g(x) = 0. Виберемо L = L0 так, щоб g(x0) = 0:

g(x0) = f(x)− f(x0)−
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Залишковий член формули Тейлора у формi Лагранжа
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Звiдси, розглядаючи g(x0), отримуємо формулу Тейлора iз залишковим членом
у формi Лагранжа.
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Теорема Лагранжа

Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a; b] i диференцiйована на
iнтервалi (a; b), то на цьому iнтервалi знайдеться принаймнi одна точка c,

a < c < b, така, що
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

Це означає, що якщо на деякому промiжку виконуються умови теореми, то
вiдношення приросту функцiї до приросту аргументу на цьому вiдрiзку
дорiвнює значенню похiдної у деякiй промiжнiй точцi.
Розглянута вище теорема Ролля є частковим випадком теореми Лагранжа.

Вiдношення
f(b)− f(a)

b− a
дорiвнює кутовому коефiцiєнту сiчної AB.
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Креслення до теореми Лагранжа

Якщо функцiя f(x) задовольняє умовам теореми, то на iнтервалi (a; b) iснує
точка c така, що у вiдповiднiй точцi кривої y = f(x) дотична паралельна
сiчнiй, що з’єднує точки A i B. Таких точок може бути i декiлька, але одна
iснує точно.
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Доведення

Розглянемо деяку допомiжну функцiю

F (x) = f(x)− yсiчн АВ

Рiвняння сiчної AB можна записати у виглядi:

y − f(a) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a);

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Функцiя F (x) задовольняє умови теореми Ролля. Дiйсно, вона неперервна на
вiдрiзку [a; b] i диференцiйована на iнтервалi (a; b). За теоремою Ролля iснує
хоча б одна точка c, a < c < b, така що F ′(c) = 0.
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Доведення

Оскiльки F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
, то F ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0, отже

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

Теорему доведено.



Формула Лагранжа

Означення Вираз
f(a)− f(b) = f ′(ε)(b− a)

називається формулою Лагранжа або формулою скiнчених приростiв

Надалi ця формула буде дуже часто застосовуватися для доведення
найрiзноманiтнiших теорем.
Iнодi формулу Лагранжа записують у трохи iншому виглядi:

∆y = f ′(x+ θ∆x)∆x,

де 0 < θ < 1, ∆x = b− a, ∆y = f(b)− f(a).
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Теорема Кошi

Якщо функцiї f(x) i g(x) неперервнi на вiдрiзку [a; b] i диференцiйованi на
iнтервалi (a; b) i g′(x) 6= 0 на iнтервалi (a; b), то iснує принаймнi одна точка
ε, a < ε < b, така, що

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ε)

g′(ε)
.

Тобто вiдношення приростiв функцiй на даному вiдрiзку дорiвнює вiдношенню
похiдних у точцi ε.
Для доведення цiєї теореми на перший погляд дуже зручно скористатися
теоремою Лагранжа. Записати формулу скiнченних рiзниць для кожної
функцiї, а потiм роздiлити їхнiй одну на одну. Однак, це враження помилкове,
оскiльки точка ε для кожної з функцiй в загальному випадку рiзна. Звичайно,
у деяких окремих випадках ця точка iнтервалу може виявитися однаковою для
обох функцiй, але це – дуже рiдкiсний збiг, а не правило, тому вiн не може
бути використаний для доведення теореми.
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=
f ′(ε)

g′(ε)
.

Теорему доведено.



Доведення
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Правило Лопiталя

До розряду невизначеностей прийнято включати наступнi спiввiдношення:

0

0
;
∞
∞

; ∞ · 0; ∞0; 1∞; ∞−∞



Теорема (правило Лопiталя)1

Якщо функцiї f(x) i g(x) диференцiйованi поблизу точки a, неперервнi у
точцi a, g′(x) вiдмiнна вiд нуля поблизу a i f(a) = g(a) = 0, то границя
частки функцiй при x→ a дорiвнює границi частки їхнiх похiдних, якщо ця
границя (скiнченна або нескiнченна) iснує.

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

1Гiйом де Лопiталь (Guillaume François Antoine de L’Hôpital) (1661–1704) – французький
математик
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Доведення

Застосувавши формулу Кошi, одержимо:
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=
f ′(ε)

g′(ε)

де ε – точка, що перебуває мiж a i x. З огляду на те, що f(a) = g(a) = 0:

f(x)

g(x)
=
f ′(ε)

g′(ε)

Нехай при x→ a вiдношення
f ′(x)

g′(x)
прямує до деякої границi.Оскiльки точка ε

лежить мiж точками a та x, то при x→ a одержимо ε → a, а отже i

вiдношення
f ′(ε)

g′(ε)
прямує до тiєї ж границi.Таким чином, можна записати:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Теорему доведено.
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Приклад

Знайти границю lim
x→1

x2 − 1 + lnx

ex − e
.



Розв’язання

lim
x→1

x2 − 1 + lnx

ex − e
.

Функцiї, що входять у чисельник i знаменник дробу, задовольняють вимогам
теореми Лопiталя.

f ′(x) = 2x+
1

x
; g′(x) = ex;

lim
x→1

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→1

2x+
1

x
ex

=
2 + 1

e
=

3

e
;
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Розв’язання
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;



Приклад

Знайти границю lim
x→∞

π − 2 arctg x

e
3
x − 1

.



Розв’язання

f ′(x) = − 2

1 + x2
; g′(x) = −e

3
x · 3

x2
;

lim
x→∞

[
− 2x2

(1 + x2)e
3
x (−3)

]
=

−2

(0 + 1) · 1 · (−3)
=

2

3
.



Розв’язання

f ′(x) = − 2

1 + x2
; g′(x) = −e

3
x · 3

x2
;

lim
x→∞

[
− 2x2

(1 + x2)e
3
x (−3)

]
=

−2

(0 + 1) · 1 · (−3)
=

2

3
.



Повторне застосування правила Лопiталя

Якщо при розв’язаннi прикладу пiсля застосування правила Лопiталя спроба
обчислити границю знову приводить до невизначеностi, то правило Лопiталя
може бути застосовано другий раз, третiй тощо поки не буде отриманий
результат.

Природно, це можливо тiльки у тому випадку, якщо знову отриманi функцiї у
свою чергу задовольняють вимогам теореми Лопiталя.



Повторне застосування правила Лопiталя

Якщо при розв’язаннi прикладу пiсля застосування правила Лопiталя спроба
обчислити границю знову приводить до невизначеностi, то правило Лопiталя
може бути застосовано другий раз, третiй тощо поки не буде отриманий
результат.
Природно, це можливо тiльки у тому випадку, якщо знову отриманi функцiї у
свою чергу задовольняють вимогам теореми Лопiталя.



Приклад

Знайти границю lim
x→∞

xe
x
2

x+ ex
.



Розв’язання

f ′(x) = e
x
2

(
1 +

1

2
x

)
; g′(x) = 1 + ex;

f ′′(x) =
1

2
e

x
2 +

1

2
e

x
2 +

x

4
e

x
2 =

1

4
e

x
2 (4 + x); g′′(x) = ex;

lim
x→∞

1

4
e

x
2 (4 + x)

ex
= lim

x→∞

1

4
(4 + x)

e
x
2

f ′1(x) =
1

4
; g′1(x) =

1

2
e

x
2 ; lim

x→∞

1

2e
x
2

= 0;
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Зауваження

Слiд зазначити, що правило Лопiталя – всього лише один зi способiв
обчислення границь. Часто в конкретному прикладi поряд iз правилом
Лопiталя може бути використаний i якийсь iнший метод (замiна змiнних,
домноження тощо).



Приклад

Знайти границю lim
x→0

ex − e−x − 2x

x− sinx
.



Розв’язання

f ′(x) = ex + e−x − 2; g′(x) = 1− cosx;

lim
x→0

ex + e−x − 2

1− cosx
=

1 + 1− 2

1− 1
=

0

0

Знову вийшла невизначенiсть. Застосуємо правило Лопiталя ще раз.

f ′′(x) = ex − e−x; g′′(x) = sinx;

lim
x→0

ex − e−x

sinx
=

1− 1

0
=

0

0
.
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Розв’язання

Застосовуємо правило Лопiталя ще раз.

f ′′′(x) = ex + e−x; g′′′(x) = cosx;

lim
x→0

ex + e−x

cosx
=

2

1
= 2.



Розв’язання

Застосовуємо правило Лопiталя ще раз.

f ′′′(x) = ex + e−x; g′′′(x) = cosx;

lim
x→0

ex + e−x

cosx
=

2

1
= 2.



Розкриття iнших невизначеностей

Невизначеностi вигляду 00; 1∞; ∞0 можна розкрити за допомогою
логарифмування. Такi невизначеностi зустрiчаються при знаходженнi меж
функцiй вигляду y = [f(x)]g(x), f(x) > 0 поблизу точки a при x→ a. Для
знаходження границi такої функцiї досить знайти границю функцiї
ln y = g(x) ln f(x).



Приклад

Знайти границю lim
x→0+0

xx.



Розв’язання

lim
x→0+0

xx

Тут y = xx, ln y = x lnx.

Тодi

lim
x→0+0

ln y = lim
x→0+0

x lnx = lim
x→0+0

lnx
1

x

=

{
правило
Лопiталя

}
=

= lim
x→0+0

1/x

−1/x2
= − lim

x→0+0
x = 0.

Отже lim
x→0+0

ln y = ln lim
x→0+0

y = 0; ⇒ lim
x→0+0

y = lim
x→0+0

xx = 1
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Приклад

Знайти границю lim
x→∞

x2

e2x
.



Розв’язання
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