
Схема дослiдження функцiй



Порядок дослiдження

Процес дослiдження функцiї складається з декiлькох етапiв. Для отримання
якнайповнiших даних щодо поводження функцiї i характеру її графiка
необхiдно визначити такi данi:

1. Область iснування функцiї. Це поняття мiстить у собi i область значень i
область визначення функцiї.

2. Точки розриву. (Якщо вони є).
3. Iнтервали зростання i спадання.
4. Точки максимуму i мiнiмуму.
5. Максимальне i мiнiмальне значення функцiї на її областi визначення.
6. Областi опуклостi i увiгнутостi.
7. Точки перегину. (Якщо вони є).
8. Асимптоти. (Якщо вони є).
9. Побудова графiка.
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Приклад

Дослiдити функцiю y =
x3

x2 − 1
i побудувати її графiк.



Область iснування (визначення) i точки розриву

Знаходимо область iснування функцiї. Очевидно, що областю визначення
функцiї є область (−∞;−1) ∪ (−1; 1) ∪ (1;∞). У свою чергу, видно, що прямi
x = 1, x = −1 є вертикальними асимптотами кривої.

Областю значень даної функцiї є iнтервал (−∞;∞).
Точками розриву функцiї є точки x = 1, x = −1.
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Критичнi точки

Знаходимо критичнi точки.

Знайдемо похiдну функцiї

y′ =
3x2(x2 − 1)− 2x · x3

(x2 − 1)2
=

3x4 − 3x2 − 2x4

(x2 − 1)2
=

x4 − 3x2

(x2 − 1)2

Критичнi точки: x = 0; x = −
√
3; x =

√
3; x = −1; x = 1.
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Друга похiдна

Знайдемо другу похiдну функцiї

y′′ =
(4x3 − 6x)(x2 − 1)2 − (x4 − 3x2)4x(x2 − 1)

(x2 − 1)4
=

=
(4x3 − 6x)(x4 − 2x2 + 1)− (x4 − 3x2)(4x3 − 4x)

(x2 − 1)4
=

=
4x7 − 8x5 + 4x3 − 6x5 + 12x3 − 6x− 4x7 + 4x5 + 12x5 − 12x3

(x2 − 1)4
=

=
2x5 + 4x3 − 6x

(x2 − 1)4
=

2x(x4 + 2x2 − 3)

(x2 − 1)4
=

2x(x2 + 3)(x2 − 1)

(x2 − 1)4
=

2x(x2 + 3)

(x2 − 1)3
.
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Опуклiсть i увiгнутiсть

Визначимо опуклiсть i увiгнутiсть кривої на промiжках.

−∞ < x < −
√
3, y′′ < 0, крива опукла

−
√
3 < x < −1, y′′ < 0, крива опукла

−1 < x < 0, y′′ > 0, крива увiгнута
0 < x < 1, y′′ < 0, крива опукла
1 < x <

√
3, y′′ > 0, крива увiгнута√

3 < x <∞, y′′ > 0, крива увiгнута
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Зростання i спадання

Знаходимо промiжки зростання i спадання функцiї. Для цього визначаємо
знаки похiдної функцiї на промiжках.

−∞ < x < −
√
3, y′ > 0, функцiя зростає

−
√
3 < x < −1, y′ < 0, функцiя спадає

−1 < x < 0, y′ < 0, функцiя спадає
0 < x < 1, y′ < 0, функцiя спадає
1 < x <

√
3, y′ < 0, функцiя спадає√

3 < x <∞, y′ > 0, функцiя зростає
Видно, що точка x = −

√
3 є точкою максимуму, а точка x =

√
3 є точкою

мiнiмуму.
Значення функцiї у цих точках рiвнi вiдповiдно 3/2

√
3 i −3/2

√
3.
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Похилi асимптоти

k = lim
x→∞
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Графiк функцiї



Приклад

Методами диференцiального числення дослiдити функцiю y = 3
√
1− x3 i

побудувати її графiк.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є всi дiйснi числа (−∞;∞).

2. Функцiя є функцiєю загального виду в сенсi парностi i непарностi.
3. Точки перетину з координатними осями: з вiссю Oy: x = 0; y = 1; з вiссю

Ox: y = 0; x = 1;
4. Точки розриву i асимптоти: Вертикальних асимптот немає.
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Похилi асимптоти

Похилi асимптоти: загальне рiвняння y = kx+ b;

k = lim
x→∞

f(x)

x
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x→∞

3
√
1− x3
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= lim

x→∞
3

√
1− x3

x3
= lim

x→∞
3

√
1

x3
− 1 = −1;

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
3
√
1− x3 + x) =

= lim
x←∞

(1− x3 + x3)[(
3
√
1− x3

)2
− x · 3

√
1− x3 + x2

] = 0;

Отже: y = −x – похила асимптота.
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За пунктами

5. Зростання i спадання функцiї, точки екстремуму.

y′ =
1

3
(1− x3)−2/3 ·

(
−3x2

)
.

Видно, що y′ < 0 при будь-якому x 6= 0, отже, функцiя спадає на всiй
областi визначення i не має екстремумiв.
У точцi x = 0 перша похiдна функцiї дорiвнює нулю, однак у цiй точцi
спадання не змiнюється на зростання, отже, у точцi x = 0 функцiя
швидше за все має перегин.



За пунктами

5. Зростання i спадання функцiї, точки екстремуму.

y′ =
1

3
(1− x3)−2/3 ·

(
−3x2

)
.

Видно, що y′ < 0 при будь-якому x 6= 0, отже, функцiя спадає на всiй
областi визначення i не має екстремумiв.

У точцi x = 0 перша похiдна функцiї дорiвнює нулю, однак у цiй точцi
спадання не змiнюється на зростання, отже, у точцi x = 0 функцiя
швидше за все має перегин.



За пунктами

5. Зростання i спадання функцiї, точки екстремуму.

y′ =
1

3
(1− x3)−2/3 ·

(
−3x2

)
.

Видно, що y′ < 0 при будь-якому x 6= 0, отже, функцiя спадає на всiй
областi визначення i не має екстремумiв.
У точцi x = 0 перша похiдна функцiї дорiвнює нулю, однак у цiй точцi
спадання не змiнюється на зростання, отже, у точцi x = 0 функцiя
швидше за все має перегин.



Точки перегину

6. Для знаходження точок перегину, знаходимо другу похiдну функцiї.

y′′ =
−2x

3
√
(1− x3)5

y′′ = 0 при x = 0 i y′′ =∞ при x = 1.
Точки (0, 1) i (1, 0) є точками перегину, оскiльки y′′(1− h) < 0;
y′′(1 + h) > 0; y′′(−h) > 0; y′′(h) < 0 для будь-якого h > 0.
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Графiк функцiї



Приклад

Дослiдити функцiю y =
x3 + 4

x2
i побудувати її графiк.
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2. Функцiя є функцiєю загального виду в сенсi парностi i непарностi.
3. Точки перетину з координатними осями: c вiссю Ox: y = 0; x = − 3

√
4 з

вiссю Oy: x = 0; y – не iснує.
4. Точка x = 0 є точкою розриву lim

x→0
y =∞, отже, пряма x = 0 є

вертикальною асимптотою.
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За пунктами

1. Областю визначення функцiї є всi значення x, крiм x = 0.
2. Функцiя є функцiєю загального виду в сенсi парностi i непарностi.
3. Точки перетину з координатними осями: c вiссю Ox: y = 0; x = − 3

√
4 з

вiссю Oy: x = 0; y – не iснує.
4. Точка x = 0 є точкою розриву lim

x→0
y =∞, отже, пряма x = 0 є

вертикальною асимптотою.



Похилi асимптоти

Похилi асимптоти шукаємо у виглядi: y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x3 + 4

x3
= lim

x→∞

(
1 +

4

x3

)
= 1

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3 + 4

x2
− x

)
= lim

x→∞

4

x3
= 0.

Похила асимптота — y = x.



Екстремуми

5. Знаходимо точки екстремуму функцiї.

y′ = 1− 8

x3
; y′ = 0 при x = 2, y′ =∞ при x = 0.

y′ > 0 при x ∈ (−∞, 0) – функцiя зростає,
y′ < 0 при x ∈ (0, 2) – функцiя спадає,
y′ > 0 при x ∈ (2,∞) – функцiя зростає.
Таким чином, точка (2, 3) є точкою мiнiмуму.
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Опуклiсть, увiгнутiсть i точки перегину

6. y′′ = 24
x4 > 0 при будь-якому x 6= 0, отже, функцiя увiгнута на всiй областi

визначення.



Графiк функцiї



Приклад

Дослiдити функцiю y = x(x− 1)3 i побудувати її графiк.



За пунктами

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (−∞,∞).

2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є функцiєю загального вигляду.
3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0;

з вiссю Ox: y = 0, x = 0, x = 1.
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За пунктами
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Асимптоти кривої

4. Вертикальних асимптот немає. Спробуємо знайти похилi асимптоти у
виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x(x− 1)3

x
=∞ – похилих асимптот не iснує.



Асимптоти кривої

4. Вертикальних асимптот немає. Спробуємо знайти похилi асимптоти у
виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞
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x
=∞ – похилих асимптот не iснує.



Точки екстремуму

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =
[
x(x3 − 3x2 + 3x− 1

]′
=
[
x4 − 3x3 + 3x2 − x

]′
= 4x3 − 9x2 + 6x− 1

Рiвняння для критичних точок:

4x3 − 9x2 + 6x− 1 = 0

Один iз коренiв – x = 1. Тодi:(
4x3 − 9x2 + 6x− 1

)
÷
(
x− 1

)
= 4x2 − 5x+ 1

− 4x3 + 4x2

− 5x2 + 6x
5x2 − 5x

x− 1
− x+ 1

0

(x− 1)(4x2 − 5x+ 1) = 0.

Тому x = 1 i x = 1/4.
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Точки перегину

6. Знайдемо другу похiдну функцiї: 12x2 − 18x+ 6. Прирiвнюючи до нуля,
знаходимо:
x = 1, x = 1

2 .



Таблиця

( −∞ ; 1
4)

1
4 (14 ; 1

2)
1
2 ( 1

2 ; 1) 1 (1 ; ∞)
f ′(x) – 0 + + + 0 +
f ′′(x) + + + 0 – 0 +

f(x)
спадає,
увiгнута min зростає,

увiгнута перегин зростає,
опукла перегин зростає,

увiгнута



Графiк функцiї


