
Розривнi функцiї. Властивостi
неперервних функцiй
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Точки розриву i їхня класифiкацiя

Якщо однобiчна границя lim
x→x0+0

f (x) = f (x0), то функцiя називається
неперервною праворуч.
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Точки розриву

Означення. Точка x0 називається точкою розриву функцiї f(x), якщо f(x)
не визначена у точцi x0 або не є неперервною у цiй точцi.



Точки розриву першого роду

Означення. Точка x0 називається точкою розриву 1-го роду, якщо у цiй
точцi функцiя f(x) має скiнченнi, але не рiвнi мiж собою лiву i праву границi.

lim
x→x0+0

f(x) 6= lim
x→x0−0

f(x)



Усувна точка розриву

З визначення можна зробити висновок, що у точцi розриву 1-го роду функцiя
може мати тiльки скiнченний стрибок.



Точка розриву другого роду

Означення. Точка x0 називається точкою розриву 2-го роду, якщо у цiй
точцi функцiя f(x) не має хоча б одної з однобiчних границь або хоча б одна з
них нескiнченна.



Приклад

Функцiя Дiрiхле1

f(x) =

{
1, x− рацiональне
0, x− не є рацiональним

не є неперервною у будь-якiй точцi x0.

1Петер Густав Дiрiхле (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet) (1805–1859) – нiмецький
математик.



Приклад

Функцiя f(x) =
1

x
має у точцi x0 = 0 точку розриву 2-го роду, оскiльки

lim
x→0+0

f(x) = +∞; lim
x→0−0

f(x) = −∞.



Приклад

f (x) =
sinx

x

Функцiя не визначена у точцi x = 0, але має в нiй скiнченну границю
lim
x→0

f(x) = 1, тобто у точцi x = 0 функцiя має точку розриву 1-го роду.
Це усувна точка розриву, оскiльки якщо довизначити функцiю:

f(x) =


sinx

x
, при x 6= 0

1, при x = 0
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Графiк цiєї функцiї:



Приклад

f (x) =
x

|x|
=

{
1, при x > 0

−1, при x < 0



Приклад

Ця функцiя також позначається sign(x) – знак x.

У точцi x = 0 функцiя не визначена.

Оскiльки лiва i права границi функцiї рiзнi, то точка розриву – 1-го роду.

Якщо довизначити функцiю у точцi x = 0, поклавши f(0) = 1, то функцiя буде
неперервна праворуч, якщо покласти f(0) = −1, то функцiя буде неперервною
лiворуч, якщо покласти f(x) рiвне якому-небудь числу, вiдмiнному вiд 1 або
−1, то функцiя не буде неперервна нi лiворуч, нi праворуч, але у всiх випадках
проте буде мати у точцi x = 0 розрив 1-го роду.

У цьому прикладi точка розриву 1-го роду не є усувною.

Таким чином, для того, щоб точка розриву 1-го роду була усувною, необхiдно,
щоб однобiчнi границi праворуч i лiворуч були скiнченнi i рiвнi, а функцiя
була б у цiй точцi не визначена.
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Неперервнiсть функцiї на iнтервалi i на вiдрiзку

Означення. Функцiя f(x) називається неперервною на iнтервалi
(вiдрiзку), якщо вона неперервна в будь-якiй точцi iнтервалу (вiдрiзка).

При цьому не потрiбна неперервнiсть функцiї на кiнцях вiдрiзка або iнтервалу,
необхiдна тiльки однобiчна неперервнiсть на кiнцях вiдрiзка або iнтервалу.



Неперервнiсть функцiї на iнтервалi i на вiдрiзку

Означення. Функцiя f(x) називається неперервною на iнтервалi
(вiдрiзку), якщо вона неперервна в будь-якiй точцi iнтервалу (вiдрiзка).

При цьому не потрiбна неперервнiсть функцiї на кiнцях вiдрiзка або iнтервалу,
необхiдна тiльки однобiчна неперервнiсть на кiнцях вiдрiзка або iнтервалу.



Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку. Перша теорема
Веєрштраса

Властивiсть 1: (Перша теорема Веєрштраса2). Функцiя, неперервна на
вiдрiзку, обмежена на цьому вiдрiзку, тобто на вiдрiзку [a, b] виконується
умова −M 6 f (x)6M .

Доведення цiєї властивостi засноване на тому, що функцiя, неперервна у точцi
x0, обмежена у деякому її околi, а якщо розбивати вiдрiзок [a, b] на скiнченну
кiлькiсть вiдрiзкiв, якi «стягаються» до точок x0, то, вибравши найбiльше
серед значень M , отримаємо найбiльше значення, яке обмежить функцiю на
усьому вiдрiзку.

2Карл Веєрштрас (Karl Theodor Wilhelm Weierstraß) (1815–1897) – нiмецький математик
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умова −M 6 f (x)6M .
Доведення цiєї властивостi засноване на тому, що функцiя, неперервна у точцi
x0, обмежена у деякому її околi, а якщо розбивати вiдрiзок [a, b] на скiнченну
кiлькiсть вiдрiзкiв, якi «стягаються» до точок x0, то, вибравши найбiльше
серед значень M , отримаємо найбiльше значення, яке обмежить функцiю на
усьому вiдрiзку.

2Карл Веєрштрас (Karl Theodor Wilhelm Weierstraß) (1815–1897) – нiмецький математик



Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку. Друга теорема
Веєрштраса

Властивiсть 2: (Друга теорема Веєрштраса) Функцiя, неперервна на вiдрiзку
[a, b], приймає на ньому найбiльше i найменше значення.

Тобто iснують такi значення x1 i x2, що f(x1) = m, f(x2) = M , причому
m6f (x)6M .
Вiдзначимо, що цi найбiльшi i найменшi значення функцiя може приймати на
вiдрiзку i кiлька разiв (наприклад – f(x) = sinx).
Рiзниця мiж найбiльшим i найменшим значенням функцiї на вiдрiзку
називається коливанням функцiї на вiдрiзку.
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Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку. Друга теорема
Веєрштраса

Властивiсть 2: (Друга теорема Веєрштраса) Функцiя, неперервна на вiдрiзку
[a, b], приймає на ньому найбiльше i найменше значення.
Тобто iснують такi значення x1 i x2, що f(x1) = m, f(x2) = M , причому
m6f (x)6M .
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Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку. Перша теорема Кошi

Властивiсть 3: (Перша теорема Кошi). Якщо функцiя f(x) – неперервна на
вiдрiзку [a, b] i має на кiнцях вiдрiзка значення протилежних знакiв, то iснує
така точка усерединi цього вiдрiзка, де f(x) = 0. Тобто, якщо
sign(f(a)) 6= sign(f(b)), то ∃x0: f(x0) = 0.



Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку. Друга теорема Кошi

Властивiсть 4: (Друга теорема Кошi). Функцiя, неперервна на вiдрiзку [a, b],
приймає на цьому вiдрiзку всi значення мiж найменшим i найбiльшим
значеннями.



Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку

Властивiсть 5: Якщо функцiя f(x) неперервна у точцi x = x0, то iснує
деякий окiл точки x0, у якiй функцiя зберiгає знак.



Рiвномiрна неперервнiсть

Означення. Функцiя f(x) називається рiвномiрно неперервною на
вiдрiзку [a, b], якщо для кожного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для будь-яких
точок x1 ∈ [a, b] i x2 ∈ [a, b] таких, що |x2 − x1| < δ, виконується нерiвнiсть
|f(x2)− f(x1)| < ε.

Вiдмiннiсть рiвномiрної неперервностi вiд «звичайної» у тому, що для кожного
ε iснує своє δ, що не залежить вiд x, а при «звичайнiй» неперервностi ∆
залежить вiд ε i x.



Рiвномiрна неперервнiсть

Означення. Функцiя f(x) називається рiвномiрно неперервною на
вiдрiзку [a, b], якщо для кожного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для будь-яких
точок x1 ∈ [a, b] i x2 ∈ [a, b] таких, що |x2 − x1| < δ, виконується нерiвнiсть
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залежить вiд ε i x.



Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку. Теорема Кантора

Властивiсть 6: Теорема Кантора3. Функцiя, неперервна на вiдрiзку,
рiвномiрно неперервна на ньому.

(Ця властивiсть справедлива тiльки для вiдрiзкiв, а не для iнтервалiв i
напiвiнтервалiв.)

3Георг Кантор (Georg Cantor) (1845–1918) – нiмецький математик.



Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку. Теорема Кантора

Властивiсть 6: Теорема Кантора3. Функцiя, неперервна на вiдрiзку,
рiвномiрно неперервна на ньому.
(Ця властивiсть справедлива тiльки для вiдрiзкiв, а не для iнтервалiв i
напiвiнтервалiв.)

3Георг Кантор (Georg Cantor) (1845–1918) – нiмецький математик.



Приклад

f(x) = sin
1

x



Приклад

Функцiя f(x) = sin
1

x
неперервна на iнтервалi (0, a), але не є на ньому

рiвномiрно неперервною, оскiльки iснує таке число δ > 0 таке, що iснують
значення x1 i x2 такi, що |f(x1)− f(x2)| > ε, ε – будь-яке число за умови, що x1
i x2 близькi до нуля.



Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку

Властивiсть 7: Якщо функцiя f(x) визначена, монотонна i неперервна на
деякому промiжку, то i обернена їй функцiя x = g(y) теж однозначна,
монотонна i неперервна.



Приклад

Дослiдити на неперервнiсть функцiю i визначити тип точок розриву, якщо
вони є.

f(x) =


x+ 4, x < −1

x2 + 2, −16x61

2x, x > 1



Розв’язання

lim
x→−1−0

f(x) = 3

lim
x→−1+0

f(x) = 3

lim
x→1−0

f(x) = 3

lim
x→1+0

f(x) = 2

у точцi x = −1 функцiя неперервна; у точцi x = 1 точка розриву 1-го роду
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