
Рiвняння прямої у просторi



Рiвняння лiнiї у просторi

Нехай F (x, y, z) = 0 i Φ(x, y, z) = 0 – рiвняння поверхонь, що перетинаються
уздовж лiнiї L.

{
F (x, y, z) = 0

Φ(x, y, z) = 0

є рiвнянням лiнiї у просторi.
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Рiвняння прямої у просторi за точкою та напрямним вектором

Розгляньмо довiльну пряму i вектор ~S = (m,n, p), паралельний данiй прямiй.
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Вектор ~S називається напрямним вектором прямої.
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Рiвняння прямої у просторi за точкою та напрямним вектором

На прямiй вiзьмемо двi довiльнi точки M0(x0, y0, z0) i M(x, y, z).

Позначимо радiус-вектори цих точок як −→r0 i ~r, тодi ~r −−→r0 =
−−−→
M0M .

Оскiльки вектори
−−−→
M0M i ~S колiнеарнi, має виконуватися спiввiдношення−−−→

M0M = ~St, де t – деякий параметр.
Разом, можна записати: ~r = −→r0 + ~St.
Оскiльки цьому рiвнянню задовольняють координати будь-якої точки прямої,
то отримане рiвняння – параметричне рiвняння прямої.
Це векторне рiвняння може бути представлене в координатнiй формi:

x = x0 +mt

y = y0 + nt

z = z0 + pt



Рiвняння прямої у просторi за точкою та напрямним вектором

На прямiй вiзьмемо двi довiльнi точки M0(x0, y0, z0) i M(x, y, z).
Позначимо радiус-вектори цих точок як −→r0 i ~r, тодi ~r −−→r0 =

−−−→
M0M .

Оскiльки вектори
−−−→
M0M i ~S колiнеарнi, має виконуватися спiввiдношення−−−→

M0M = ~St, де t – деякий параметр.
Разом, можна записати: ~r = −→r0 + ~St.
Оскiльки цьому рiвнянню задовольняють координати будь-якої точки прямої,
то отримане рiвняння – параметричне рiвняння прямої.
Це векторне рiвняння може бути представлене в координатнiй формi:

x = x0 +mt

y = y0 + nt

z = z0 + pt



Рiвняння прямої у просторi за точкою та напрямним вектором

На прямiй вiзьмемо двi довiльнi точки M0(x0, y0, z0) i M(x, y, z).
Позначимо радiус-вектори цих точок як −→r0 i ~r, тодi ~r −−→r0 =

−−−→
M0M .

Оскiльки вектори
−−−→
M0M i ~S колiнеарнi, має виконуватися спiввiдношення−−−→

M0M = ~St, де t – деякий параметр.

Разом, можна записати: ~r = −→r0 + ~St.
Оскiльки цьому рiвнянню задовольняють координати будь-якої точки прямої,
то отримане рiвняння – параметричне рiвняння прямої.
Це векторне рiвняння може бути представлене в координатнiй формi:

x = x0 +mt

y = y0 + nt

z = z0 + pt



Рiвняння прямої у просторi за точкою та напрямним вектором

На прямiй вiзьмемо двi довiльнi точки M0(x0, y0, z0) i M(x, y, z).
Позначимо радiус-вектори цих точок як −→r0 i ~r, тодi ~r −−→r0 =

−−−→
M0M .

Оскiльки вектори
−−−→
M0M i ~S колiнеарнi, має виконуватися спiввiдношення−−−→

M0M = ~St, де t – деякий параметр.
Разом, можна записати: ~r = −→r0 + ~St.

Оскiльки цьому рiвнянню задовольняють координати будь-якої точки прямої,
то отримане рiвняння – параметричне рiвняння прямої.
Це векторне рiвняння може бути представлене в координатнiй формi:

x = x0 +mt

y = y0 + nt

z = z0 + pt



Рiвняння прямої у просторi за точкою та напрямним вектором

На прямiй вiзьмемо двi довiльнi точки M0(x0, y0, z0) i M(x, y, z).
Позначимо радiус-вектори цих точок як −→r0 i ~r, тодi ~r −−→r0 =

−−−→
M0M .

Оскiльки вектори
−−−→
M0M i ~S колiнеарнi, має виконуватися спiввiдношення−−−→

M0M = ~St, де t – деякий параметр.
Разом, можна записати: ~r = −→r0 + ~St.
Оскiльки цьому рiвнянню задовольняють координати будь-якої точки прямої,
то отримане рiвняння – параметричне рiвняння прямої.

Це векторне рiвняння може бути представлене в координатнiй формi:
x = x0 +mt

y = y0 + nt

z = z0 + pt



Рiвняння прямої у просторi за точкою та напрямним вектором

На прямiй вiзьмемо двi довiльнi точки M0(x0, y0, z0) i M(x, y, z).
Позначимо радiус-вектори цих точок як −→r0 i ~r, тодi ~r −−→r0 =

−−−→
M0M .

Оскiльки вектори
−−−→
M0M i ~S колiнеарнi, має виконуватися спiввiдношення−−−→

M0M = ~St, де t – деякий параметр.
Разом, можна записати: ~r = −→r0 + ~St.
Оскiльки цьому рiвнянню задовольняють координати будь-якої точки прямої,
то отримане рiвняння – параметричне рiвняння прямої.
Це векторне рiвняння може бути представлене в координатнiй формi:

x = x0 +mt

y = y0 + nt

z = z0 + pt



Канонiчнi рiвняння прямої

Перетворивши цю систему i дорiвнявши значення параметра t одне до одного,
одержуємо канонiчнi рiвняння прямої у просторi:

x− x0
m

=
y − y0
n

=
z − z0
p

.



Напрямнi косинуси прямої

Означення. Напрямними косинусами прямої називаються напрямнi
косинуси вектора ~S, якi можуть бути обчисленi за формулами:

cosα =
m√

m2 + n2 + p2
; cosβ =

n√
m2 + n2 + p2

; cos γ =
p√

m2 + n2 + p2
.



Напрямнi косинуси прямої

Звiдси одержимо: m : n : p = cosα : cosβ : cos γ.

Числа m, n, p називаються кутовими коефiцiєнтами прямої.

Оскiльки ~S – ненульовий вектор, то m, n i p не можуть дорiвнювати нулю
одночасно, але одне або два iз цих чисел можуть дорiвнювати нулю. У цьому
випадку в рiвняннi прямої варто прирiвняти до нуля вiдповiднi чисельники.
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Рiвняння прямої у просторi, що проходить через двi точки

Якщо на прямiй у просторi позначити двi довiльнi точки M1(x1, y1, z1) i
M2(x2, y2, z2), то координати цих точок повиннi задовольняти отриманому
вище рiвнянню прямої:

x2 − x1
m

=
y2 − y1
n

=
z2 − z1
p

.

Крiм того, для точки M1 можна записати:
x− x1
m

=
y − y1
n

=
z − z1
p

.

Розв’язуючи спiльно цi рiвняння, одержимо:
x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

.

Це рiвняння прямої, що проходить через двi точки у просторi.
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Загальнi рiвняння прямої у просторi

Рiвняння прямої може бути розглянуте як рiвняння лiнiї перетину двох
площин.

Площина у векторнiй формi може бути задана рiвнянням ~N · ~r +D = 0, де ~N –
нормаль площини; ~r – радiус-вектор довiльної точки площини.
Нехай у просторi заданi двi площини:

−→
N1 · ~r +D1 = 0 i

−→
N2 · ~r +D2 = 0, вектори

нормалi мають координати:
−→
N1(A1, B1, C1),

−→
N2(A2, B2, C2); ~r = (x, y, z).

Тодi загальнi рiвняння прямої у векторнiй формi:{ −→
N1 · ~r +D1 = 0
−→
N2 · ~r +D2 = 0

Загальнi рiвняння прямої в координатнiй формi:{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0
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Перетворення рiвнянь прямої у загальному видi до канонiчного виду

Для перетворення треба знайти довiльну точку прямої i числа m, n, p.

Напрямний вектор прямої може бути знайдений як векторний добуток
векторiв нормалi до заданих площин:

~S =
−→
N1 ×

−→
N2 =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣∣−~j
∣∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣ =

= m~i+ n~j + p~k.

Довiльну точку можна знайти з рiвнянь прямої надаючи однiй з координат
точки визначеного довiльного значення.
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Приклад

Знайти канонiчне рiвняння, якщо пряма задана у виглядi:{
2x− y + 3z − 1 = 0

5x+ 4y − z − 7 = 0



Розв’язання

Для знаходження довiльної точки прямої, приймемо її координату x = 0, а
потiм пiдставимо це значення в задану систему рiвнянь.

{
y = 3z − 1

4y − z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

12z − 4− z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

z = 1
,

{
y = 2

z = 1
,

тобто A(0, 2, 1).



Розв’язання

Для знаходження довiльної точки прямої, приймемо її координату x = 0, а
потiм пiдставимо це значення в задану систему рiвнянь.{

y = 3z − 1

4y − z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

12z − 4− z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

z = 1
,

{
y = 2

z = 1
,

тобто A(0, 2, 1).



Розв’язання

Для знаходження довiльної точки прямої, приймемо її координату x = 0, а
потiм пiдставимо це значення в задану систему рiвнянь.{

y = 3z − 1

4y − z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

12z − 4− z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

z = 1
,

{
y = 2

z = 1
,

тобто A(0, 2, 1).



Розв’язання

Для знаходження довiльної точки прямої, приймемо її координату x = 0, а
потiм пiдставимо це значення в задану систему рiвнянь.{

y = 3z − 1

4y − z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

12z − 4− z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

z = 1
,

{
y = 2

z = 1
,

тобто A(0, 2, 1).



Розв’язання

Для знаходження довiльної точки прямої, приймемо її координату x = 0, а
потiм пiдставимо це значення в задану систему рiвнянь.{

y = 3z − 1

4y − z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

12z − 4− z − 7 = 0
,

{
y = 3z − 1

z = 1
,

{
y = 2

z = 1
,

тобто A(0, 2, 1).



Розв’язання

Знаходимо компоненти напрямного вектора прямої.

m =

∣∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −1 3

4 −1

∣∣∣∣∣ = −11;

n = −

∣∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ 2 3

5 −1

∣∣∣∣∣ = 17; p =

∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 2 −1

5 4

∣∣∣∣∣ = 13.

Тодi канонiчнi рiвняння прямої:

− x

11
=
y − 2

17
=
z − 1

13
.
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Приклад

Привести до канонiчного виду рiвняння прямої, задане у виглядi:{
2x+ 3y − 16z − 7 = 0

3x+ y − 17z = 0



Розв’язання

Для знаходження довiльної точки прямої, що є лiнiєю перетину зазначених
вище площин, приймемо z = 0.

Тодi: {
2x+ 3y − 16z − 7 = 0

3x+ y − 17z = 0
; y = −3x;

2x− 9x− 7 = 0;x = −1; y = 3.

Одержуємо: A(−1; 3; 0).

Напрямний вектор прямої: ~S = −→n1 ×−→n2 =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

2 3 −16

3 1 −17

∣∣∣∣∣∣∣ = −35~i− 14~j − 7~k.

Отже:
x+ 1

−35
=
y − 3

−14
=

z

−7
;
x+ 1

5
=
y − 3

2
=
z

1
.
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Кут мiж площинами

Кут мiж двома площинами у просторi ϕ пов’язаний з кутом мiж нормалями до
цих площин ϕ1 спiввiдношенням: ϕ = ϕ1 або ϕ = 180◦ − ϕ1, тобто
cosϕ = ± cosϕ1.



Кут мiж площинами

Визначимо кут ϕ1. Вiдомо, що площини можуть бути заданi

спiввiдношеннями:

{ −→
N1 · ~r +D1 = 0
−→
N2 · ~r +D2 = 0

, де
−→
N1 = (A1, B1, C1),

−→
N2 = (A2, B2, C2).

Кут мiж векторами нормалi знайдемо з їхнього скалярного добутку:

cosϕ1 =

−→
N1 ·
−→
N2∣∣∣−→N1

∣∣∣ ∣∣∣−→N2

∣∣∣ .
Таким чином, кут мiж площинами знаходиться за формулою:

cosϕ = ± A1A2 +B1B2 + C1C2√
A2

1 +B2
1 + C2

1

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

Вибiр знака косинуса залежить вiд того, який кут мiж площинами слiд знайти
– гострий, або сумiжний з ним тупий.
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Умови паралельностi i перпендикулярностi площин

На основi отриманої вище формули для знаходження кута мiж площинами
можна знайти умови паралельностi i перпендикулярностi площин.

Для того, щоб площини були перпендикулярнi, необхiдно i достатньо, щоб
косинус кута мiж площинами дорiвнював нулю. Ця умова виконується, якщо:

A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0.

Площини паралельнi, вектори нормалей колiнеарнi:
−→
N1||
−→
N2. Ця умова

виконується, якщо:
A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
.
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Кут мiж прямими у просторi

Нехай у просторi заданi двi прямi. Їхнi параметричнi рiвняння:

l1 : ~r = −→r1 +
−→
S1t

l2 : ~r = −→r2 +
−→
S2t

~r = (x, y, z); −→r1 = (x1, y1, z1);
−→r2 = (x2, y2, z2);

−→
S1 = (m1, n1, p1);

−→
S2 = (m2, n2, p2).

Кут мiж прямими ϕ i кут мiж напрямними векторами ϕ цих прямих пов’язанi
спiввiдношенням: ϕ = ϕ1 або ϕ = 180◦ − ϕ1.
Кут мiж напрямними векторами знаходиться зi скалярного добутку у такий
спосiб:

cosϕ = ±
−→
S1 ·
−→
S2∣∣∣−→S1∣∣∣ ∣∣∣−→S2∣∣∣ = ± m1m2 + n1n2 + p1p2√

m2
1 + n21 + p21

√
m2

2 + n22 + p22
.
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Умови паралельностi i перпендикулярностi прямих у просторi

Щоб двi прямi були паралельнi, необхiдно i достатньо, щоб напрямнi вектори
цих прямих були колiнеарнi, тобто їхнi вiдповiднi координати були пропорцiйнi.

m1

m2
=
n1
n2

=
p1
p2

Щоб двi прямi були перпендикулярнi, необхiдно i достатньо, щоб напрямнi
вектори цих прямих були перпендикулярнi, тобто косинус кута мiж ними
дорiвнював нулю.

m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0
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Кут мiж прямою i площиною

Означення. Кутом мiж прямою i площиною називається будь-який кут
мiж прямою та її проєкцiєю на цю площину.



Кут мiж прямою i площиною

Нехай площина задана рiвнянням ~N · ~r +D = 0, а пряма – ~r = −→r0 + ~St. З
геометричних мiркувань видно, що шуканий кут α = 90◦ − ϕ, де α – кут мiж
векторами ~N i ~S. Цей кут може бути знайдений за формулою:

cosα =
~N · ~S∣∣∣ ~N ∣∣∣ ∣∣∣~S∣∣∣

sinϕ = ± cosα = ±
~N · ~S∣∣∣ ~N ∣∣∣ ∣∣∣~S∣∣∣

У координатнiй формi:

sinϕ = ± Am+Bn+ Cp
√
A2 +B2 + C2

√
m2 + n2 + p2

.



Умови паралельностi i перпендикулярностi прямої i площинi у
просторi

Для того, щоб пряма i площина були паралельнi, необхiдно i достатньо, щоб
вектор нормалi до площини i напрямний вектор прямої були перпендикулярнi.
Для цього необхiдно, щоб їхнiй скалярний добуток був рiвний нулевi.

~N⊥~S, ~N · ~S = 0, sinϕ = 0, Am+Bn+ Cp = 0.

Для того, щоб пряма i площина були перпендикулярнi, необхiдно i достатньо,
щоб вектор нормалi до площини i напрямний вектор прямої були колiнеарнi.
Ця умова виконується, якщо векторний добуток цих векторiв дорiвнює нулю.

~N × ~S = 0;
A

m
=
B

n
=
C

p
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