
Похiдна оберненої функцiї та заданої
параметрично функцiї. Диференцiал

функцiї однiєї змiнної



Похiдна оберненої функцiї

Нехай функцiя y = f(x) така, що обернена їй функцiя x = g(y) має похiдну,
вiдмiнну вiд нуля у вiдповiднiй точцi.

Маємо:
x = g(y)

Диференцiюємо за x:

1 = g′(y)y′

Оскiльки g′(y) 6= 0, y′ =
1

g′(y)

dy

dx
=

1

dx

dy
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Приклад

Знайти формулу для похiдної функцiї arctg.



Розв’язання

Функцiя arctg є функцiєю, оберненою до функцiї tg, тобто її похiдна може
бути знайдена у такий спосiб:

y = tg x; x = arctg y;

y′ = (tg x)′ =
1

cos2 x

За наведеною вище формулою одержуємо:

y′ =
1

d(arctg y)/dx
;

d(arctg y)

dy
=

1

1/ cos2 x

Оскiльки
1

cos2 x
= 1 + tg2 x = 1 + y2,

(arctg y)′ =
1

1 + y2
;
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Похiдна функцiї, заданої параметрично

Нехай

{
x = ϕ(t)

y = ψ(t)
, t0 6 t 6 T .

Припустiмо, що цi функцiї мають похiднi i функцiя x = ϕ(t) має обернену
функцiю t = Φ(x).
Тодi функцiя y = ψ(t) може бути розглянута як складена функцiя y = ψ[Φ(x)].

dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
=

dψ(t)

dt

dΦ(x)

dx

Оскiльки Φ(x) – обернена функцiя, то
dΦ(x)

dx
=

1

dϕ(t)

dt

Остаточно одержуємо:
dy

dx
=

dψ(t)

dt
dϕ(t)

dt

=
ψ′(t)

ϕ′(t)
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Приклад

Знайти похiдну функцiї
x2

a2
+
y2

b2
= 1



Розв’язання

Спосiб 1:
Виразимо одну змiнну через iншу y = ± b

a

√
a2 − x2

, тодi

dy

dx
= ± b(−2x)

2a
√
a2 − x2

= ± bx

a
√
a2 − x2
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Диференцiал функцiї

Нехай функцiя y = f(x) має похiдну у точцi x:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x)

Тодi можна записати:
∆y

∆x
= f ′(x) + α, де α→ 0, при ∆x→ 0.

Отже:
∆y = f ′(x) ·∆x+ α ·∆x.

Величина α∆x – нескiнченно мала бiльш високого порядку, чим f ′(x)∆x, тобто
f ′(x)∆x – головна частина приросту ∆y.
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Диференцiал функцiї

Означення Диференцiалом функцiї f(x) у точцi x називається головна
лiнiйна частина приросту функцiї.



Позначення диференцiала функцiї

Позначається dy або df(x).

З визначення випливає, що dy = f ′(x)∆x або

dy = f ′ (x) dx.

Можна також записати: f ′(x) =
dy

dx
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Геометричний змiст диференцiала

Iз трикутника ∆MKL: KL = dy = tgα ·∆x = y′ ·∆x.
Таким чином, диференцiал функцiї f(x) у точцi x дорiвнює приросту ординати
дотичної до графiка цiєї функцiї у розглянутiй точцi.
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Диференцiал складеної функцiї. Iнварiантнiсть форми запису
диференцiала

Нехай y = f(x), x = g(t), тобто y – складена функцiя.

Тодi dy = f ′(x)g′(t)dt = f ′(x)dx.
Видно, що форма запису диференцiала dy не залежить вiд того, чи буде x
незалежної змiнної або функцiєю якоїсь iншої змiнної, у зв’язку iз чим ця
форма запису називається iнварiантною формою запису диференцiала.
Однак, якщо x – незалежна змiнна, то dx = ∆x, але якщо x залежить вiд t, то
∆x 6= dx.
У такий спосiб форма запису dy = f ′(x)∆x не є iнварiантною.
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Застосування диференцiала до наближених обчислень

Диференцiал функцiї y = f(x) залежить вiд ∆x i є головною частиною
приросту ∆x.

Також можна скористатися формулою

dy = f ′(x)dx

Тодi абсолютна похибка
|∆y − dy|

Вiдносна похибка ∣∣∣∣∆y − dy

dy

∣∣∣∣
Формула наближення (Лагранжа):

f(x+ ∆x) ≈ f(x) + f ′(x)∆x
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Приклад

Знайти наближене значення функцiї y =
√

1 + x при x = 0, 02.



Розв’язання

I Вибираємо опорну точку x0 = 0, тодi прирiст, потрiбний для отримання
значення x, дорiвнює ∆x = 0, 02.

I Знаходимо значення функцiї та її похiдної в опорнiй точцi:

f(0) =
√

1 + 0 = 1

y′ =
1

2
√

1 + x
⇒ f ′(0) =

1

2
√

1 + 0
=

1

2

I Застосовуємо наближання за формулою Лагранжа:√
1, 02 ≈ 1 +

1

2
· 0, 02 = 1, 01
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