
Похiднi i диференцiали вищих
порядкiв



Друга похiдна

Нехай функцiя f(x) – диференцiйована на деякому iнтервалi. Тодi,
диференцiюючи її, одержуємо першу похiдну

y′ = f ′(x) =
df(x)

dx

Якщо знайти похiдну функцiї f ′(x), одержимо другу похiдну функцiї f(x).

y′′ = f ′′(x) =
d2f(x)

dx2

тобто y′′ = (y′)′ або
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
.
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Похiдна n-го порядку

Цей процес можна продовжити i далi, знаходячи похiднi порядку n.

dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)
.



Позначення

Похiднi до третього порядку включно:

y′

, y′′, y′′′

Похiднi четвертого та вищих порядкiв:

yIV , yV , yV I , . . .

Похiдна n-го порядку:
dny

dxn
= f (n)(x)
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Загальнi правила знаходження похiдних вищих порядкiв

Якщо функцiї u = f(x) i v = g(x) диференцiйованi, то

1. (Cu)(n) = Cu(n);

2. (u± v)(n) = u(n) ± v(n);
3. (u · v)(n) =

vu(n)+nu(n−1)v′+
n(n− 1)

2!
u(n−2)v′′+...+

n(n− 1)...[n− (k − 1)]

k!
u(n−k)v(k)+...

...+ uv(n).

Цей вираз називається формулою Ляйбнiца
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Коефiцiєнти формули Ляйбнiца (трикутник Паскаля)

n = 0: 1

n = 1: 1 1

n = 2: 1 2 1

n = 3: 1 3 3 1

n = 4: 1 4 6 4 1
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Приклад

Знайти третю похiдну функцiї y = 5x4.



Розв’язання

Маємо:
y = 5x4

y′ = 5 · 4x3 = 20x3

y′′ = 20 · 3x2 = 60x2

y′′′ = 60 · 2x = 120x
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Диференцiал n-го порядку

dny = f (n)(x)dxn



Порушення iнварiантностi форми запису для диференцiалiв вищих
порядкiв

Нехай функцiї y = f(x) та x = x(t) є двiчi диференцiйованими на вiдповiдних
промiжках (мають другу похiдну на них). Тодi

y = f(x(t))⇒ dy = f ′(x)dx;

d2y = f ′′(x)dx2;

y = f(x(t))⇒ dy = f ′(x)dx = f ′ (x(t))x′(t)dt2;

d2y =
(
f ′(x(t))x′(t)

)′
dt2 =

(
f ′′ (x(t))

(
x′(t)

)2
+ f ′ (x(t))x′′(t)

)
dt2 =

= f ′′(x(t))
(
x′(t)dt

)2
+ f ′(x(t))x′′(t)dt2 = f ′′(x)(dx)2 + f ′(x)d2x.
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Порушення iнварiантностi форми запису для диференцiалiв вищих
порядкiв

Остання рiвнiсть вказує на порушення iнварiантностi форми запису
диференцiала другого порядку, а значить, i на порушення iнварiантностi для
усiх диференцiалiв вищих порядкiв.



Знаходження похiдної другого порядку для функцiї, яку задано
параметрично

Нехай маємо функцiю, яку задано параметрично:{
x = x(t)

y = y(t)

Тодi, якщо x(t) та y(t) мають в околi точки, де слiд знайти другу похiдну вiд
функцiї y(x), другi похiднi,

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′(t)

x′(t)

d2y

dx2
=

d

dx

[
dy

dx

]
=

d
dx
dt · dt

[
y′(t)

x′(t)

]
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Знаходження похiдної другого порядку для функцiї, яку задано
параметрично

d2y

dx2
=

1

x′(t)
· d
dt

[
y′(t)

x′(t)

]



Приклад

Знайти другу похiдну функцiї y = y(x), якщо{
x = t2et

3
;

y =
(
1− t2

)
e−t.



Розв’язання

Маємо:
x = t2et

3

⇒ x′(t) = 2tet
3
+ t2 · et3 · 3t2 = et

3
(2t+ 3t4)

y =
(
1− t2

)
e−t ⇒ y′(t) = −2t · e−t + (1− t2) · e−t · (−1) = e−t(t2 − 2t− 1)

d

dt
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d
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3
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2t+ 3t4
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3 ·(2t− 2)(2t+ 3t4)− (t2 − 2t− 1)(2 + 12t3)

(2t+ 3t4)2
=

= −
(
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)
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Знаходження похiдної другого порядку для функцiї, яку задано
неявним чином

Нехай змiнна x i ї ї функцiя y = y(x) пов’язанi мiж собою рiвнянням

F (x, y) = 0



Алгоритм знаходження

Знаходження похiдної другого порядку для функцiї, заданої неявним чином,
виконують у три кроки:

I Диференцiюють обидвi частини виразу F (x, y) = 0 за x, враховуючи
правила диференцiювання складеної функцiї i те, що y = y(x).

I Знаходять з отриманого рiвняння y′(x).
I Диференцiюють рiвняння для y′(x) i пiдставляють до нього значення y′(x).
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Приклад

y = x+ ln y. Знайти y′′ =
d2y

dx2
.



Розв’язання

Знаходимо y′(x):

(y)′ = (x)′ + (ln y)′

⇒ y′ = 1 +
y′

y
⇒
[
1− 1

y

]
y′ = 1⇒ y′ =

y

y − 1

Диференцiюємо рiвняння для y′(x):

y′′ =
d2y

dx2
= (y′)′ =

(
y

y − 1

)′
=

y′ · (y − 1)− y · y′

(y − 1)2
=

= − y′

(y − 1)2
= −

y
y−1

(y − 1)2
= − y

(y − 1)3
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