
Похiдна функцiї однiєї змiнної



Означення похiдної функцiї

Означення Похiдною функцiї f(x) у точцi x називається границя, якщо
вона iснує, вiдношення приросту функцiї у цiй точцi до приросту аргументу
при прямування приросту аргументу до нуля.

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x

= lim
∆x→0

∆f

∆x

Функцiя, яка має у точцi похiдну, називається диференцiйованою у цiй точцi.
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Геометричний змiст похiдної

Нехай f(x) визначена на деякому промiжку (a, b). Тодi tg β =
∆f

∆x
– тангенс

кута нахилу сiчної MP до графiка функцiї.

lim
∆x→0

tg β = lim
∆x→0

∆f

∆x
= f ′(x0) = tgα,

де α – кут нахилу дотичної до графiка функцiї f(x) у точцi (x0, f(x0)).
Кут мiж кривими може бути визначений як кут мiж дотичними, проведеними
до цих кривих у якiйсь точцi.
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Дотична та нормаль до кривої

Рiвняння дотичної до кривої: y − y0 = f ′(x0)(x− x0)

Рiвняння нормалi до кривої: y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0).

Фактично, похiдна функцiї показує швидкiсть змiни функцiї, як змiнюється
функцiя при змiнi змiнної.
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Фiзичний змiст похiдної

Фiзичний змiст похiдної функцiї f(t), де t – час, а f(t) – закон руху (змiни
координат) – миттєва швидкiсть руху.

vсер =
∆f

∆t
=
f(t+ ∆t)− f(t)

∆t

v = lim
∆t→0

vсер = lim
∆t→0

∆f

∆t

Вiдповiдно, друга похiдна функцiї – швидкiсть змiни швидкостi, тобто
прискорення.
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Позначення Ляйбнiца (Leibniz)

v = f ′ =
df

dt

Корисне, оскiльки у багатьох випадках похiдна поводиться подiбно до
звичайного дробу.
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Однобiчнi похiднi функцiї у точцi

Означення Правою (лiвою) похiдною функцiї f(x) у точцi x = x0 називається

праве (лiве) значення границi вiдношення
∆f

∆x
за умови, що це вiдношення

iснує.

f ′+(x0) = lim
∆x→0+0

∆f

∆x
;

f ′−(x0) = lim
∆x→0−0

∆f

∆x
.



Однобiчнi похiднi функцiї у точцi

Якщо функцiя f(x) має похiдну в деякiй точцi x = x0, то вона має у цiй точцi
однобiчнi похiднi. Однак, зворотне твердження невiрне. По-перше, функцiя
може мати розрив у точцi x0, а по-друге, навiть якщо функцiя неперервна у
точцi x0, вона може бути у нiй недиференцiйована.



Приклад

f(x) = |x| – має у точцi x = 0 i лiву i праву похiдну, неперервна у цiй точцi,
однак, не має в нiй похiдної.



Необхiдна умова iснування похiдної

Теорема Якщо функцiя f(x) має похiдну у точцi x0, то вона неперервна у
цiй точцi.

Зрозумiло, що ця умова не є достатньою.
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Основнi правила диференцiювання

Позначимо f(x) = u, g(x) = v – функцiї, диференцiйованi у точцi x.

1. (u± v)′ = u′ ± v′

2. (u · v)′ = uv′ + u′v

3.
(u
v

)′
=
u′v − v′u

v2
, якщо v 6= 0.

Цi правила можуть бути легко доведенi на основi теорем про границi.
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Похiднi основних елементарних функцiй

C ′ = 0 (xm)′ = mxm−1

(
√
x)
′
=

1

2
√
x

(
1

x

)′
= − 1

x2

(ex)′ = ex (ax)′ = ax ln a

(lnx)′ =
1

x
(loga x)′ =

1

x ln a
(sinx)′ = cosx (cosx)′ = − sinx

(tg x)′ =
1

cos2 x
(ctg x)′ = − 1

sin2 x

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
(arccosx)′ = − 1√

1− x2

(arctg x)′ =
1

1 + x2
(arcctg x)′ = − 1

1 + x2



Похiдна складеної функцiї

Теорема. Нехай y = f(u); u = g(x) диференцiйованi у вiдповiдних точках
функцiї, причому область значень функцiї u входить в область визначення
функцiї f . Тодi y′ = f ′(u) · g′.

Доведення

∆y

∆x
=

∆y

∆g
· ∆g

∆x
⇒ lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆g→0

∆y

∆g
· lim

∆x→0

∆g

∆x

(з врахуванням того, що якщо ∆x→ 0, то ∆u→ 0, оскiльки u = g(x) –
неперервна функцiя)

Тодi
dy

dx
=

dy

dg
· dg

dx
. Теорему доведено.
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Приклад

Знайти похiдну функцiї y = ln tg
x

2

Розв’язання.

y′ =
(

ln tg
x

2

)′
=

1

tg
x

2

· 1

cos2
x

2

· 1

2
=

1

2 sin
x

2
· cos

x

2

=
1

sinx
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Приклад

Знайти похiдну функцiї y = x cosx sinx+
1

2
cos2 x.



Розв’язання

Спочатку перетворимо дану функцiю:

y =
x

2
sin 2x+

1

2
cos2 x

y′ =
1

2
sin 2x+

1

2
x2 cos 2x+

1

2
2 cosx(− sinx) =

=
1

2
sin 2x+ x cos 2x− sinx cosx = x cos 2x.
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Знайти похiдну функцiї y = ln tg
x

2
− x

sinx



Розв’язання

y′ =
1

tg
x

2

· 1

cos2
x

2

· 1

2
− sinx− x cosx

sin2 x

=

=
1

2 sin
x

2
cos

x

2

− sinx− x cosx

sin2 x
=

sinx− sinx+ x cosx

sin2 x
=
x cosx

sin2 x



Розв’язання

y′ =
1

tg
x

2

· 1

cos2
x

2

· 1

2
− sinx− x cosx

sin2 x
=

=
1

2 sin
x

2
cos

x

2

− sinx− x cosx

sin2 x

=
sinx− sinx+ x cosx

sin2 x
=
x cosx

sin2 x



Розв’язання

y′ =
1

tg
x

2

· 1

cos2
x

2

· 1

2
− sinx− x cosx

sin2 x
=

=
1

2 sin
x

2
cos

x

2

− sinx− x cosx

sin2 x
=

sinx− sinx+ x cosx

sin2 x

=
x cosx

sin2 x



Розв’язання

y′ =
1

tg
x

2

· 1

cos2
x

2

· 1

2
− sinx− x cosx

sin2 x
=

=
1

2 sin
x

2
cos

x

2

− sinx− x cosx

sin2 x
=

sinx− sinx+ x cosx

sin2 x
=
x cosx

sin2 x



Логарифмiчна похiдна

Розгляньмо функцiю y = ln |x| =

{
lnx, при x > 0

ln(−x), при x < 0
.

Маємо: (lnx)′ =
1

x
; (ln(−x))′ =

(−x)′

−x
=

1

x
.

Тодi (ln |x|)′ = 1

x
.

З огляду на отриманий результат, можна записати

(ln |f(x)|)′ = f ′(x)

f(x)
.

Вiдношення
f ′(x)

f(x)
називається логарифмiчною похiдною функцiї f(x).
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Логарифмiчне диференцiювання

Логарифмiчне диференцiювання: спочатку знаходять логарифмiчну
похiдну функцiї, а потiм похiдну самої функцiї за формулою

f ′(x) = (ln |f(x)|)′ · f(x)
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Властивостi натурального логарифма

ln 1 = 0, ln e = 1,

ln a · b = ln a+ ln b;

ln
a

b
= ln a− ln b;

ln ab = b ln a.
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Логарифмiчне диференцiювання: Приклад

Знайти похiдну вiд функцiї f(x) =
4

√
x2 + 1

x2 − 1
.

Розв’язання

I Вiзьмемо натуральний логарифм вiд обох частин виразу для f . Маємо:

ln f(x) = ln
4

√
x2 + 1

x2 − 1
=

1

4
ln
x2 + 1

x2 − 1
=

=
1

4
ln(x2 + 1)− 1

4
ln(x2 − 1).
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I Диференцiюємо обидвi частини виразу за x:

(ln f(x))′ =
1

4
(ln(x2 + 1))′ − 1

4
(ln(x2 − 1))′ =

=
1

4
· 1

x2 + 1
· 2x− 1

4
· 1

x2 − 1
· 2x.

I Користуємося формулою логарифмiчного диференцiювання:

f ′(x) = (ln |f(x)|)′ · f(x) =

=
4

√
x2 + 1

x2 − 1

[
x

2(x2 + 1)
− x

2(x2 − 1)

]
.
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Похiдна показниково-степеневої функцiї

I Функцiя називається показниковою, якщо незалежна змiнна входить у
показник степеня, i степеневою, якщо змiнна є основою. Якщо ж i основа i
показник степеня залежать вiд змiнної, то така функцiя буде
показниково-степеневою.

I Нехай u = f(x) i v = g(x) – функцiї, що мають похiднi у точцi x, f(x) > 0.
I Знайдемо похiдну функцiї y = uv.

Логарифмуючи, одержимо:
ln y = v lnu

y′

y
= v′ lnu+ v

u′

u

y′ = uv
(
v
u′

u
+ v′ lnu

)
(uv)′ = vuv−1u′ + uvv′ lnu
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Похiдна показниково-степеневої функцiї: Приклад

Знайти похiдну функцiї f(x) = (x2 + 3x)x cosx.

Розв’язування

Маємо: u = x2 + 3x; v = x cosx.

Похiднi цих функцiй:

u′ = 2x+ 3; v′ = cosx− x sinx.

За отриманою вище формулою

f ′(x) = x cosx · (x2 + 3x)x cosx−1 · (2x+ 3)+

+(x2 + 3x)x cosx(cosx− x sinx) ln(x2 + 3x)
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Функцiї, якi задано неявним чином

Означення

Якщо змiнна x i її функцiя y = y(x) пов’язанi мiж собою рiвнянням

F (x, y) = 0,

то функцiю y(x) називають заданою неявним чином.

Приклад

y3 − 3 sinxy + tg x− 4 = 0
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Диференцiювання функцiї, заданої неявним чином

Диференцiювання функцiї, заданої неявним чином, виконують у два кроки:
I Диференцiюють обидвi частини виразу F (x, y) = 0 за x, враховуючи

правила диференцiювання складеної функцiї i те, що y = y(x).

I Знаходять з отриманого рiвняння y′(x).
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