
Поверхнi другого порядку



Загальне рiвняння поверхнi другого порядку

a11x
2 + a22y

2+a33z
2+2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2a14x+ 2a24y + 2a34z + a44 = 0



Класифiкацiя поверхонь другого порядку

Подiбно до кривих другого порядку, загальне рiвняння поверхнi другого
порядку можна за допомогою повороту осей координатної системи на
перенесення початку координат привести до канонiчного вигляду.



Цилiндри

x2

a2
+
y2

b2
= 1 — елiптичний цилiндр;

x2

a2
− y2

b2
= 1 — гiперболiчний цилiндр;

y2 = 2px — параболiчний цилiндр.
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Елiпсоїд

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1



Однопорожнинний гiперболоїд

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1



Двопорожнинний гiперболоїд

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1



Елiптичний параболоїд

x2

a2
+
y2

b2
= 2z



Гiперболiчний параболоїд

x2

a2
− y2

b2
= 2z



Конус

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0



Прямолiнiйнi твiрнi поверхонь другого порядку

Однопорожнинний гiперболоїд:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
.

Застосовуємо формулу рiзницi квадратiв:(x
a
− z

c

)(x
a
+
z

c

)
=
(
1− y

b

)(
1 +

y

b

)
.

Два сiмейства прямих, заданих у формi перетину двох площин:{
x
a −

z
c = u

(
1 + y

b

)
;

x
a + z

c = 1
u

(
1− y

b

)
;

та

{
x
a + z

c = 1
v

(
1 + y

b

)
;

x
a −

z
c = v

(
1− y

b

)
,

де u та v – довiльнi числа.
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Прямолiнiйнi твiрнi поверхонь другого порядку

Цi прямi повнiстю належать поверхнi, називаються прямолiнiйними твiрними
i мають такi властивостi: усi прямi одного сiмейства є мимобiжними, усi прямi
рiзних сiмейств перетинаються.



Прямолiнiйнi твiрнi поверхонь другого порядку

Рiвняння гiперболiчного параболоїда:
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Прямолiнiйнi твiрнi поверхонь другого порядку

Прямолiнiйнi твiрнi гiперболiчного параболоїда мають такi властивостi: усi
прямi одного сiмейства є мимобiжними, усi прямi рiзних сiмейств
перетинаються, усi прямi одного сiмейства паралельнi до однiєї спiльної
площини.

Розташовуючи силовi елементи конструкцiй (прямолiнiйнi стандартнi балки)
за прямолiнiйними напрямними можна побудувати ефектнi та дешевi
iнженернi конструкцiї, розрахунок яких стандартними методами не
викликатиме нiяких проблем.
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Класифiкацiя поверхонь другого порядку за допомогою iнварiантiв

Iнварiантами рiвнянь поверхонь другого порядку є

I1 = a11 + a22 + a33;

I2 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ a11 a13

a13 a33

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ a22 a23

a23 a33

∣∣∣∣∣ ;

I3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣ ; I4 =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

a12 a22 a23 a24

a13 a23 a33 a34

a14 a24 a34 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Класифiкацiя поверхонь другого порядку за допомогою iнварiантiв

Для аналiзу належностi поверхнi до певного типу використовується матриця з
коефiцiєнтiв квадратичної форми загального рiвняння поверхнi:

A =

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33


та її власнi числа, λ1, λ2 та λ3 (власнi вектори задають напрямки повернутих
осей координатної системи). Нижче наведено результати такої класифiкацiї.



Класифiкацiя поверхонь другого порядку за допомогою iнварiантiв

Умова Рiвняння Назва поверхнi

I4 6= 0; I3 6= 0 λ1x
2
1+λ2y

2
1+λ3z

2
1+

I4
I3

=

0

Елiпсоїд, однопоро-
жнинний
або двопорожнинний
гiперболоїд

I4 6= 0; I3 = 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 ±√

− I4
λ1λ2

z1 = 0

Елiптичний або гiпербо-
лiчний параболоїд

I4 = 0; I3 6= 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + λ3z

2
1 = 0 Конус або точка (0; 0; 0)

I4 = 0; I3 = 0;
λ1 6= 0;λ2 6= 0;λ3 = 0 λ1x

2
1 + λ2y

2
1 + a′44 = 0

a′44 6= 0 — елiптичний
або гiперболiчний ци-
лiндр
a′44 = 0 — пара площин
або пряма

I4 = 0; I3 = 0;
λ1 6= 0;λ2 = λ3 = 0

λ1x
2
1 + a′44z = 0 або Параболiчний цилiндр

λ1x
2
1 + a′44 = 0 Пара площин
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Приклад

Намалювати ескiз поверхнi другого порядку

x2

16
+
y2

9
− z2

25
= 1.



Розв’язання

Скористаємося методом перерiзiв.

Перерiз поверхнi площиною xOy знайдемо пiдставивши до рiвняння поверхнi

z = 0:
x2

16
+
y2

9
= 1. Це рiвняння елiпса.

Для перерiзу площиною площиною xOz (y = 0) маємо
x2

16
− z2

25
= 1 —

гiпербола.

Для перерiзу площиною yOz (x = 0) —
y2

9
− z2

25
= 1 — теж гiпербола.
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Розв’язання

Малюємо вiдповiднi кривi другого порядку на координатних площинах i за
ними будуємо ескiз поверхнi.
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Приклад

Знайти точки перетину поверхнi
x2

9
− y2

4
= z та прямої

x

3
=
y − 2

−2
=
z + 1

2
.



Розв’язання

Перепишемо рiвняння прямої у параметричному виглядi:
x = 3t;

y = 2− 2t;

z = −1 + 2t.

Якщо точка M (x; y; z) належить є точкою перетину поверхнi та прямої, її
координати мають одночасно задовольняти вказану вище систему рiвнянь для
прямої та рiвняння поверхнi. Отже, пiдставивши вирази для x, y та z до
рiвняння поверхнi, матимемо:

(3t)2

9
− (2− 2t)2

4
= −1 + 2t

або
0 = 0.
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Розв’язання

Отже, рiвняння задовольняється за будь-яких значень t, тобто пряма повнiстю
належить поверхнi (є прямолiнiйною твiрною).



Приклад

Визначити за рiвнянням 3x2 + 3y2 + z2 + 4xz − 4yz + 6x+ 4y − 8z + 10 = 0 тип
поверхнi другого порядку, яка задається цим рiвнянням, та вектори-напрямки
осей у перетворенiй системi координат.



Розв’язання

Скористаємося iнварiантами квадратичної форми рiвняння. Вiдповiдна
матриця квадратичної форми у цьому випадку матиме вигляд

A =

 3 0 2

0 3 −2
2 −2 1

 .

Власнi значення i власнi вектори цiєї матрицi можна знайти за допомогою
системи комп’ютерної алгебри (наприклад Maxima). λ1 = 5 (одиничний

власний вектор —
(

1√
3
;− 1√

3
;
1√
3

)
); λ1 = 3 (одиничний власний вектор —(

1√
2
;
1√
2
; 0

)
) та λ3 = −1 (одиничний власний вектор —

(
1√
6
;− 1√

6
;− 2√

6

)
).

I3 = −15; I4 = −281.
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Розв’язання

Отже, за таблицею маємо справу з двопорожнинним гiперболоїдом з
рiвнянням у перетворенiй системi координат

5x′
2
1 + 3y′

2
1 − z′

2
1 +

281

15
= 0.

Напрями осей повернутої системи координат визначаються знайденими
власними векторами.
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