
Рiвняння площини у просторi



Загальне рiвняння площини

Означення. Площиною називається поверхня, всi точки якої задовольняють
загальному рiвнянню:

Ax+By + Cz +D = 0,

де A, B, C – координати вектора
−→
N = A~i+B~j + C~k – вектор нормалi до

площини.



Окремi випадки

I A = 0 – площина паралельна осi Ox

I B = 0 – площина паралельна осi Oy
I C = 0 – площина паралельна осi Oz
I D = 0 – площина проходить через початок координат
I A = B = 0 – площина паралельна площинi xOy
I A = C = 0 – площина паралельна площинi xOz
I B = C = 0 – площина паралельна площини yOz
I A = D = 0 – площина проходить через вiсь Ox
I B = D = 0 – площина проходить через вiсь Oy
I C = D = 0 – площина проходить через вiсь Oz
I A = B = D = 0 – площина збiгається iз площиною xOy

I A = C = D = 0 – площина збiгається iз площиною xOz

I B = C = D = 0 – площина збiгається iз площиною yOz
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Рiвняння площини, що проходить через три точки

Нехай M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3) лежать в однiй площинi.

Щоб довiльна точка M(x, y, z) лежала в однiй площинi iз точками M1, M2, M3,
необхiдно, щоб вектори

−−−−→
M1M2,

−−−−→
M1M3,

−−−→
M1M були компланарнi.

(
−−−−→
M1M2,

−−−−→
M1M3,

−−−→
M1M) = 0

−−−→
M1M = {x− x1; y − y1; z − z1}−−−−→
M1M2 = {x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1}−−−−→
M1M3 = {x3 − x1; y3 − y1; z3 − z1}∣∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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Рiвняння площини за двома точками i вектором, паралельним до
площини

Нехай маємо M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2) i вектор ~a = (a1, a2, a3).

Вектори
−−−→
M1M = {x− x1; y − y1; z − z1}−−−−→
M1M2 = {x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1}

i вектор ~a = (a1, a2, a3) мають

бути компланарнi, тобто
(
−−−→
M1M,

−−−−−→
M1M2,~a) = 0

∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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Рiвняння площини за однiєю точкою i двома векторами,
колiнеарними площинi

Нехай заданi два вектори ~a = (a1, a2, a3) i ~b = (b1, b2, b3), колiнеарнi площинi.
Тодi для довiльної точки M(x, y, z), що належить площинi, вектори ~a,~b,

−−−→
MM1

повиннi бути компланарнi.

Рiвняння площини:∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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−−−→
MM1

повиннi бути компланарнi. Рiвняння площини:∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0



Рiвняння площини за точкою та вектором нормалi

Теорема. Якщо у просторi задана точка M0(x0, y0, z0), то рiвняння площини,
що проходить через точку M0 перпендикулярно вектору нормалi−→
N = (A,B,C) має вигляд:

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Доведення. Для довiльної точки M(x, y, z), що належить площинi, складемо
вектор

−−−→
M0M = (x− x0, y − y0, z − z0). Оскiльки вектор

−→
N – вектор нормалi, то

вiн перпендикулярний площинi, а отже, перпендикулярний i вектору
−−−→
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−→
N = 0
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Рiвняння площини за точкою та вектором нормалi
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Тодi скалярний добуток −−−→
M0M ·

−→
N = 0

Таким чином, одержуємо рiвняння площини
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Рiвняння площини у вiдрiзках

Загальне рiвняння
Ax+By + Cz +D = 0

Дiлимо на −D:

−A
D
x− B

D
y − C

D
z − 1 = 0

Позначаємо −D
A

= a, −D
B

= b, −D
C

= c, одержуємо рiвняння площини у
вiдрiзках:

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1

Числа a, b, c є координатами точок перетину площини вiдповiдно з осями x, y,
z.
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Рiвняння площини у векторнiй формi

~r · ~n = p,

де ~r = x~i+ y~j + z~k – радiус-вектор поточної точки M(x, y, z),
~n =~i cosα+~j cosβ + ~k cos γ – одиничний вектор, що має напрямок
перпендикуляра, опущеного на площину з початку координат.

α, β i γ – кути, утворенi цим вектором з осями x, y, z.
p – довжина цього перпендикуляра.
У координатах це рiвняння має вигляд:

x cosα+ y cosβ + z cos γ − p = 0.

Останнє рiвняння називається нормальним рiвнянням площини.
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Вiдстань вiд точки до площини

Вiдстань вiд довiльної точки M0(x0, y0, z0) до площини Ax+By + Cz +D = 0
дорiвнює:

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2



Приклад

Знайти рiвняння площини, знаючи, що точка P (4;−3; 12) – основа
перпендикуляра, опущеного з початку координат на цю площину.



Розв’язання

−−→
OP = (4;−3; 12);

∣∣∣−−→OP ∣∣∣ = √16 + 9 + 144 =
√
169 = 13;

−→
N =

(
4

13
;− 3

13
;
12

13

)

Таким чином, A = 4/13; B = −3/13; C = 12/13, скористаємося формулою:

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

4

13
(x− 4)− 3

13
(y + 3) +

12

13
(z − 12) = 0

4

13
x− 16

13
− 3

13
y − 9

13
+

12

13
z − 144

13
= 0

4

13
x− 3

13
y +

12

13
z − 169

13
= 0

4x− 3y + 12z − 169 = 0.
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Приклад

Знайти рiвняння площини, що проходить через двi точки P (2; 0;−1) i
Q(1;−1; 3) перпендикулярно площини 3x+ 2y − z + 5 = 0.



Розв’язання

Вектор нормалi до площини 3x+ 2y − z + 5 = 0,
−→
N = (3; 2;−1) паралельний до

шуканої площини.

Одержуємо: ∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 y − 0 z + 1

1− 2 −1− 0 3 + 1

3 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 y z + 1

−1 −1 4

3 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(x− 2)(1− 8)− y(1− 12) + (z + 1)(−2 + 3) = 0

−7(x− 2) + 11y + (z + 1) = 0

−7x+ 14 + 11y + z + 1 = 0

−7x+ 11y + z + 15 = 0



Розв’язання

Вектор нормалi до площини 3x+ 2y − z + 5 = 0,
−→
N = (3; 2;−1) паралельний до

шуканої площини.
Одержуємо: ∣∣∣∣∣∣∣
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−7x+ 14 + 11y + z + 1 = 0

−7x+ 11y + z + 15 = 0



Приклад

Знайти рiвняння площини, що проходить через точки A(2,−1, 4) i B(3, 2,−1)
перпендикулярно площини x+ y + 2z − 3 = 0.



Розв’язання

Шукане рiвняння площини має вигляд: Ax+By + Cz +D = 0, вектор нормалi
до цiєї площини −→n1 = (A,B,C). Вектор

−−→
AB = (1, 3,−5) належить площинi.

Задана нам площина, перпендикулярна шуканої має вектор нормалi
−→n2 = (1, 1, 2). Оскiльки точки A та B належать обом площинам, а площини
взаємно перпендикулярнi, то

−→n1 =
−−→
AB×−→n2 =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

1 3 −5
1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ =~i
∣∣∣∣∣ 3 −5
1 2

∣∣∣∣∣−~j
∣∣∣∣∣ 1 −5
1 2

∣∣∣∣∣+~k
∣∣∣∣∣ 1 3

1 1

∣∣∣∣∣ = 11~i−7~j−2~k.

Таким чином, вектор нормалi ~n1 = (11,−7,−2). Оскiльки точка A належить
шуканiй площинi, то її координати повиннi задовольняти рiвнянню цiєї
площини, тобто 11 · 2 + 7 · 1− 2 · 4 +D = 0; D = −21.
Отже, одержуємо рiвняння площини: 11x− 7y − 2z − 21 = 0.
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Приклад

Знайти рiвняння площини, знаючи, що точка P (4,−3, 12) – основа
перпендикуляра, опущеного з початку координат на цю площину.



Розв’язання

Знаходимо координати вектора нормалi
−−→
OP= (4, –3, 12). Шукане рiвняння

площини має вигляд: 4x− 3y + 12z +D = 0. Для знаходження коефiцiєнта D
пiдставимо в рiвняння координати точки P :

16 + 9 + 144 +D = 0

D = −169

Разом, одержуємо шукане рiвняння: 4x− 3y + 12z − 169 = 0.
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Приклад

Дано координати вершин пiрамiди A1(1; 0; 3), A2(2;−1; 3), A3(2; 1; 1), A4(1; 2; 5).
I Знайти довжину ребра A1A2.

−−−→
A1A2 = {2− 1;−1− 0; 3− 3} = {1;−1; 0} ;

∣∣∣−−−→A1A2

∣∣∣ = √1 + 1 + 0 =
√
2(од).

I Знайти кут мiж ребрами A1A2 i A1A4.
−−−→
A1A4 = {1− 1; 2− 0; 5− 3} = {0; 2; 2}∣∣∣−−−→A1A4

∣∣∣ = 2
√
2(од)

−−−→
A1A2 ·

−−−→
A1A4 = (1;−1; 0)(0; 2; 2) = −2;

−−−→
A1A2 ·

−−−→
A1A4 =

∣∣∣−−−→A1A2

∣∣∣ ∣∣∣−−−→A1A4

∣∣∣ cosα = 2
√
2
√
2 cosα = 4 cosα

cosα =

−−−→
A1A2 ·

−−−→
A1A4∣∣∣−−−→A1A2

∣∣∣ ∣∣∣−−−→A1A4

∣∣∣ = −2

4
= −1

2
; α = 120◦
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4
√
6
=

2√
6
=

√
6

3
.γ = arcsin

√
6
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Приклад

I Знайти площу гранi A1A2A3.

S =
1

2

∣∣∣−−−→A1A2 ×
−−−→
A1A3

∣∣∣ = 1

2

∣∣∣ ~N ∣∣∣ = √3(од2)
I Знайти об’єм пiрамiди.

V =
1

6

∣∣∣((−−−→A1A2 ×
−−−→
A1A3

)
·
−−−→
A1A4

)∣∣∣ = ∣∣∣∣16 ~N · −−−→A1A4

∣∣∣∣ = 4

3
(од3).
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Приклад

I Знайти рiвняння площини A1A2A3.

Скористаємося формулою рiвняння
площини, що проходить через три точки.∣∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 0 z − 3

2− 1 −1− 0 3− 3

2− 1 1− 0 1− 3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
x− 1 y z − 3

1 −1 0

1 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ =

= (x− 1) · 2− y(−2) + (z − 3)(1 + 1) =

= 2x− 2 + 2y + 2z − 6 = 0

2x+ 2y + 2z − 8 = 0;

x+ y + z − 4 = 0;
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