
Опуклiсть i увiгнутiсть графiкiв
функцiй. Асимптоти



Опуклiсть i увiгнутiсть кривої

Означення Крива звернена опуклiстю догори на iнтервалi (a, b), якщо всi її
точки лежать нижче будь-якої її дотичної на цьому iнтервалi.

Крива, звернена
опуклiстю нагору, називається опуклою (concave), а крива, звернена
опуклiстю вниз – називається увiгнутою (convex).
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Достатня умова опуклостi

Теорема 1 Якщо у всiх точках iнтервалу (a, b) друга похiдна функцiї f(x)
вiд’ємна, то крива y = f(x) звернена опуклiстю нагору (опукла).



Доведення

Нехай x0 ∈ (a, b). Проведемо дотичну до кривої у цiй точцi.

Рiвняння кривої: y = f(x). Рiвняння дотичної: y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).
Слiд довести, що y − y = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0).
За теоремою Лагранжа для f(x)− f(x0): y − y = f ′(c)(x− x0)− f ′(x0)(x− x0),
x0 < c < x. Отже, y − y = (x− x0) [f ′ (c)− f ′ (x0)].
За теоремою Лагранжа для f ′(c)− f ′(x0) :
y − y = f ′′(c1)(c− x0)(x− x0), x0 < c1 < c.
Нехай x > x0 тодi x0 < c1 < c < x. Оскiльки x− x0 > 0 i c− x0 > 0, i крiм того
за умовою f ′′(c1) < 0, отже, y − y < 0.
Нехай x < x0 тодi x < c < c1 < x0 i x− x0 < 0, c− x0 < 0, оскiльки за умовою
f ′′(c1) < 0, тому y −−→y < 0.
Аналогiчно доводиться, що якщо f ′′(x) > 0 на iнтервалi (a, b), то крива
y = f(x) увiгнута на iнтервалi (a, b).
Теорему доведено.
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Точки перегину

Означення Точка, що вiдокремлює опуклу частину кривої вiд увiгнутої,
називається точкою перегину.

Очевидно, що у точцi перегину дотична перетинає криву.
Теорема 2 Нехай крива визначається рiвнянням y = f(x). Якщо друга
похiдна f ′′(a) = 0 або f ′′(a) не iснує i при переходi через точку x = a f ′′(x)
мiняє знак, то точка кривої з абсцисою x = a є точкою перегину
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Доведення

1) Нехай f ′′(x) < 0 при x < a i f ′′(x) > 0 при x > a. Тодi при x < a крива
опукла, а при x > a крива увiгнута, тобто точка x = a – точка перегину.

2) Нехай f ′′(x) > 0 при x < b i f ′′(x) < 0 при x > b. Тодi при x < b крива
звернена опуклiстю вниз, а при x > b – опуклiстю нагору. Тодi x = b – точка
перегину.
Теорему доведено.



Доведення

1) Нехай f ′′(x) < 0 при x < a i f ′′(x) > 0 при x > a. Тодi при x < a крива
опукла, а при x > a крива увiгнута, тобто точка x = a – точка перегину.
2) Нехай f ′′(x) > 0 при x < b i f ′′(x) < 0 при x > b. Тодi при x < b крива
звернена опуклiстю вниз, а при x > b – опуклiстю нагору. Тодi x = b – точка
перегину.

Теорему доведено.



Доведення

1) Нехай f ′′(x) < 0 при x < a i f ′′(x) > 0 при x > a. Тодi при x < a крива
опукла, а при x > a крива увiгнута, тобто точка x = a – точка перегину.
2) Нехай f ′′(x) > 0 при x < b i f ′′(x) < 0 при x > b. Тодi при x < b крива
звернена опуклiстю вниз, а при x > b – опуклiстю нагору. Тодi x = b – точка
перегину.
Теорему доведено.



Нерiвнiсть Єнсена (Jensen)

Теорема Нехай f – увiгнута (опукла донизу) на (a; b) функцiя. Тодi для
будь-яких {x1, x2, . . . , xn} ⊂ (a; b) i для будь-яких {α1, α2, . . . , αn} ⊂ (0; 1),

таких, що
n∑
i=1

= 1 виконується нерiвнiсть

f (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn) 6 α1f(x1) + α2f(x2) + . . . αnf(xn)

Нерiвнiсть перетворюється на строгу, якщо функцiя є строго увiгнутою, а усi
xi, i = 1, 2, . . . n – рiзнi.
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Доведення

Для n = 2, очевидно, виконується (функцiя опукла).

Скористаємося iндукцiєю.
Нехай нерiвнiсть виконується для n− 1:

f

(
n−1∑
i=1

αixi

)
6

n−1∑
i=1

αif(xi)



Доведення

Для n = 2, очевидно, виконується (функцiя опукла).
Скористаємося iндукцiєю.

Нехай нерiвнiсть виконується для n− 1:

f

(
n−1∑
i=1

αixi

)
6

n−1∑
i=1

αif(xi)



Доведення

Для n = 2, очевидно, виконується (функцiя опукла).
Скористаємося iндукцiєю.
Нехай нерiвнiсть виконується для n− 1:

f

(
n−1∑
i=1

αixi

)
6

n−1∑
i=1

αif(xi)



Доведення

Для n:

f

(
n∑
i=1

αixi

)
= f

(
n−1∑
i=1

αixi + αnxn

)

= f

(
(1− αn)

n−1∑
i=1

αi
1− αn

xi + αnxn

)
6

6 (1− αn)f

(
n−1∑
i=1

αi
1− αn

xi

)
+ αnf(xn)

Оскiльки
n−1∑
i=1

αi
1−αn

= 1,

f

(
n∑
i=1

αixi

)
6 (1− αn)

n−1∑
i=1

αi
1− αn

f(xi) + αnf(xn) =

n∑
i=1

αif(xi)

Доведення завершено.
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Застосування: Розподiл мас уздовж кривої

M =
n∑

k=1

mk

, Sx =
n∑

k=1

mkyk

αk =
mk

M
⇒

n∑
k=1

αk = 1

f

(
n∑

k=1

mk

M
xk

)
6

n∑
k=1

mk

M
f(xk)

Центр мас:
n∑

k=1

mkf(xk) =My0,
n∑

k=1
mkxk =Mx0,

Отже,

y0 = f (x0) 6
n∑

k=1

mk

M
f(xk)
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Асимптоти

Означення Пряма називається асимптотою кривої, якщо вiдстань вiд
змiнної точки кривої до цiєї прямої при вiддаленнi точки в нескiнченнiсть
прямує до нуля.



Рiзновиди асимптот

Слiд зазначити, що не будь-яка крива має асимптоту. Асимптоти можуть бути
вертикальнi i похилi.



Приклад

Загалом кажучи, крива, необмежено наближаючись до своєї асимптоти, може i
перетинати її, причому не в однiй точцi, як показано на наведеному нижче
графiку функцiї y = x+ e−

x
3 sinx. Її похила асимптота – y = x.



Вертикальнi асимптоти

З визначення асимптоти слiдує, що якщо lim
x→a+0

f(x) =∞ або lim
x→a−0

f(x) =∞
або lim

x→a
f(x) =∞, то пряма x = a – асимптота кривої y = f(x).

Наприклад, для функцiї f(x) =
2

x− 5
пряма x = 5 є вертикальною

асимптотою.



Похилi асимптоти

Припустiмо, що крива y = f(x) має похилу асимптоту y = kx+ b.



Визначення параметрiв рiвняння асимптоти

Тодi MQ = y – ордината точки кривої, NQ = y – ордината точки N на
асимптотi.

За умовою: lim
x→∞

|MP | = 0, ∠NMP = ϕ, |NM | = |MP |
cosϕ

.

Кут ϕ – сталий i не рiвний 90◦, тому

lim
x→∞

|MP | = lim
x→∞

|NM | cosϕ = lim
x→∞

|NM | = 0

|NM | = ||MQ| − |QN || = |y − y| = |f(x)− (kx+ b)|

Тодi lim
x→∞

[f(x)− (kx+ b)] = 0.
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Визначення параметрiв рiвняння асимптоти

Отже, пряма y = kx+ b – асимптота кривої. Для точного визначення цiєї
прямої необхiдно знайти спосiб обчислення коефiцiєнтiв k i b.

В отриманому виразi виносимо за дужки x:

lim
x→∞

x

[
f(x)

x
− k − b

x

]
= 0

Оскiльки x→∞, то lim
x→∞

[
f(x)

x
− k − b

x

]
= 0.

Оскiльки b = const, то lim
x→∞

b

x
= 0; lim

x→∞
k = k.

Тодi

lim
x→∞

f(x)

x
− k − 0 = 0.
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Отже,

k = lim
x→∞

f(x)

x
.

Оскiльки lim
x→∞

[f(x)− (kx+ b)] = 0, то lim
x→∞

[f(x)− kx]− lim
x→∞

b = 0, отже,

b = lim
x→∞

[f(x)− kx]

Зазначимо, що горизонтальнi асимптоти є частковим випадком похилих
асимптот при k = 0.
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Приклад

Знайти асимптоти i побудувати графiк функцiї

y =
x2 + 2x− 1

x
.



Розв’язання

1) Вертикальнi асимптоти: y → +∞ при x→ 0− 0; y → −∞ при x→ 0 + 0,
отже, x = 0 – вертикальна асимптота.

2) Похилi асимптоти:

k = lim
x→∞

x2 + 2x− 1

x2
= lim

x→∞

(
1 +

2

x
− 1

x2

)
= 1.

b = lim
x→∞

(f(x)− x) = lim
x→∞

(
x2 + 2x− 1

x
− x
)

= lim
x→∞

(
x2 + 2x− 1− x2

x

)
=

= lim
x→∞

(
2x− 1

x

)
= lim

x→∞

(
2− 1

x

)
= 2

Таким чином, пряма y = x+ 2 є похилою асимптотою.
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