
Обернена матриця. Системи лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь (СЛАР)



Обернена матриця

Означення. Якщо iснують квадратнi матрицi X i A одного порядку, що
задовольняють умовi:

XA = AX = I,

де I – одинична матриця того ж самого порядку, що i матриця A, то матриця
X називається оберненою до матрицi A i позначається A−1.



Обернена матриця

AX = I ⇒
n∑

k=1

aik · xkj = eij , i = (1, n), j = (1, n),

eij = 0, i 6= j,

eij = 1, i = j.

Звiдси 

a11x1j + a12x2j + ... + a1nxnj = 0

................................................

aj1x1j + aj2x2j + ... + ajnxnj = 1

................................................

an1x1j + an2x2j + ... + annxnj = 0

,

Розв’язавши цю систему, знаходимо елементи матрицi X.



Обернена матриця

AX = I ⇒
n∑

k=1

aik · xkj = eij , i = (1, n), j = (1, n),

eij = 0, i 6= j,

eij = 1, i = j.

Звiдси 

a11x1j + a12x2j + ... + a1nxnj = 0

................................................

aj1x1j + aj2x2j + ... + ajnxnj = 1

................................................

an1x1j + an2x2j + ... + annxnj = 0

,

Розв’язавши цю систему, знаходимо елементи матрицi X.



Приклад

Дано матрицю A =

(
1 2

3 4

)
, знайти A−1.



Розв’язання

(
a11 a12

a21 a22

)
·

(
x11 x12

x21 x22

)
=

(
1 0

0 1

)
.


a11x11 + a12x21 = e11 = 1

a11x12 + a12x22 = e12 = 0

a21x11 + a22x21 = e21 = 0

a21x12 + a22x22 = e22 = 1


x11 + 2x21 = 1

x12 + 2x22 = 0

3x11 + 4x21 = 0

3x12 + 4x22 = 1


x11 = −2

x12 = 1

x21 = 3/2

x22 = −1/2

Таким чином, A−1 =

(
−2 1

3/2 −1/2

)
.
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.
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.
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.
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)
.



Спряжена матриця

xij =
Aji

detA
,

де Aji – алгебраїчне доповнення елемента aji матрицi A.

Цей метод знаходження оберненої матрицi називається методом спряженої
матрицi, а матриця з алгебраїчних доповнень — спряженою матрицею
(позначають Ã).

A−1 =
1

detA
ÃT



Спряжена матриця

xij =
Aji

detA
,

де Aji – алгебраїчне доповнення елемента aji матрицi A.
Цей метод знаходження оберненої матрицi називається методом спряженої
матрицi, а матриця з алгебраїчних доповнень — спряженою матрицею
(позначають Ã).

A−1 =
1

detA
ÃT
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ÃT



Приклад

Дано матрицю A =

(
1 2

3 4

)
, знайти A−1.



Розв’язання

detA = 4− 6 = −2.

M11 = 4;M12 = 3;M21 = 2;M22 = 1.

x11 = −2;x12 = 1;x21 = 3/2;x22 = −1/2.

A−1 =

(
−2 1

3/2 −1/2

)
.



Розв’язання

detA = 4− 6 = −2.

M11 = 4;M12 = 3;M21 = 2;M22 = 1.

x11 = −2;x12 = 1;x21 = 3/2;x22 = −1/2.

A−1 =

(
−2 1

3/2 −1/2

)
.



Розв’язання

detA = 4− 6 = −2.

M11 = 4;M12 = 3;M21 = 2;M22 = 1.

x11 = −2;x12 = 1;x21 = 3/2;x22 = −1/2.

A−1 =

(
−2 1

3/2 −1/2

)
.



Розв’язання

detA = 4− 6 = −2.

M11 = 4;M12 = 3;M21 = 2;M22 = 1.

x11 = −2;x12 = 1;x21 = 3/2;x22 = −1/2.

A−1 =

(
−2 1

3/2 −1/2

)
.



Властивостi обернених матриць

1. (A−1)−1 = A;

2. (AB)−1 = B−1A−1

3. (AT )−1 = (A−1)T .



Властивостi обернених матриць

1. (A−1)−1 = A;
2. (AB)−1 = B−1A−1

3. (AT )−1 = (A−1)T .



Властивостi обернених матриць

1. (A−1)−1 = A;
2. (AB)−1 = B−1A−1

3. (AT )−1 = (A−1)T .



Поелементний запис системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь


a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

...............................................

an1x1 + an2x2 + ... + annxn = bn

Позначимо

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 ; b =


b1

b2

...

bn

 ;x =


x1

x2

...

xn

 .



Поелементний запис системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
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an1x1 + an2x2 + ... + annxn = bn

Позначимо

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 ; b =


b1

b2

...

bn

 ;

x =


x1

x2

...

xn

 .
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Матрична форма запису системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

A · x = b



Розв’язування СЛАР матричним способом

A−1 ·A · x = A−1 · b

A−1 ·A = I

I · x = A−1 · b,

x = A−1 · b.



Розв’язування СЛАР матричним способом

A−1 ·A · x = A−1 · b

A−1 ·A = I

I · x = A−1 · b,

x = A−1 · b.



Розв’язування СЛАР матричним способом

A−1 ·A · x = A−1 · b

A−1 ·A = I

I · x = A−1 · b,

x = A−1 · b.



Приклад

Розв’язати систему рiвнянь: 
5x− y − z = 0

x + 2y + 3z = 14

4x + 3y + 2z = 16



Розв’язання


5x− y − z = 0

x + 2y + 3z = 14

4x + 3y + 2z = 16

A =

 5 −1 −1

1 2 3

4 3 2

 , x =

 x

y

z

 , b =

 0

14

16



Обернена матриця A−1: ∆ = detA =

∣∣∣∣∣∣∣
5 −1 −1

1 2 3

4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ =

5 · 2 · 2 + 1 · 3 · (−1)− (−1) · 3 · 4− ((−1) · 2 · 4 + 5 · 3 · 3 + 1 · (−1) · 2) = 5− 35 = −30.



Розв’язання


5x− y − z = 0

x + 2y + 3z = 14

4x + 3y + 2z = 16

A =

 5 −1 −1

1 2 3

4 3 2

 , x =

 x

y

z

 , b =

 0

14

16



Обернена матриця A−1: ∆ = detA =
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1 2 3

4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
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Розв’язання


5x− y − z = 0

x + 2y + 3z = 14

4x + 3y + 2z = 16

A =

 5 −1 −1

1 2 3

4 3 2

 , x =

 x

y

z

 , b =

 0

14

16



Обернена матриця A−1: ∆ = detA =

∣∣∣∣∣∣∣
5 −1 −1

1 2 3

4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣

=

5 · 2 · 2 + 1 · 3 · (−1)− (−1) · 3 · 4− ((−1) · 2 · 4 + 5 · 3 · 3 + 1 · (−1) · 2) = 5− 35 = −30.



Розв’язання


5x− y − z = 0

x + 2y + 3z = 14

4x + 3y + 2z = 16

A =

 5 −1 −1

1 2 3

4 3 2

 , x =

 x

y

z

 , b =

 0

14

16



Обернена матриця A−1: ∆ = detA =

∣∣∣∣∣∣∣
5 −1 −1

1 2 3

4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ =

5 · 2 · 2 + 1 · 3 · (−1)− (−1) · 3 · 4− ((−1) · 2 · 4 + 5 · 3 · 3 + 1 · (−1) · 2) = 5− 35 = −30.



Розв’язання

A11 =

∣∣∣∣∣ 2 3

3 2

∣∣∣∣∣ = −5; A21 = −

∣∣∣∣∣ −1 −1

3 2

∣∣∣∣∣ = −1; A31 =

∣∣∣∣∣ −1 −1

2 3

∣∣∣∣∣ = −1;

A12 = −

∣∣∣∣∣ 1 3

4 2

∣∣∣∣∣ = 10; A22 =

∣∣∣∣∣ 5 −1

4 2

∣∣∣∣∣ = 14; A32 = −

∣∣∣∣∣ 5 −1

1 3

∣∣∣∣∣ = −16;

A13 =

∣∣∣∣∣ 1 2

4 3

∣∣∣∣∣ = −5; A23 = −

∣∣∣∣∣ 5 −1

4 3

∣∣∣∣∣ = −19; A33 =

∣∣∣∣∣ 5 −1

1 2

∣∣∣∣∣ = 11;

A−1 =
1

detA
· ÃT = − 1

30

 −5 −1 −1

10 14 −16

−5 −19 11

 .
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Розв’язання

x =

 x

y

z

 = A−1B =


1
6

1
30

1
30

−1
3 − 7

15
8
15

1
6

19
30 −11

30

 ·
 0

14

16

 =

=


1
6 · 0 + 14

30 + 16
30

−1
3 · 0−

98
15 + 128

15
1
6 · 0 + 266

30 −
176
30

 =

 1

2

3


Отже розв’язок системи: x = 1; y = 2; z = 3.



Розв’язання

x =

 x

y

z

 = A−1B =


1
6

1
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30

 =
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3



Отже розв’язок системи: x = 1; y = 2; z = 3.



Розв’язання

x =

 x

y

z

 = A−1B =


1
6

1
30

1
30

−1
3 − 7

15
8
15

1
6

19
30 −11

30

 ·
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14

16

 =

=


1
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30 + 16
30

−1
3 · 0−

98
15 + 128
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1
6 · 0 + 266

30 −
176
30

 =

 1

2

3


Отже розв’язок системи: x = 1; y = 2; z = 3.



Метод Крамера

Теорема. (Правило Крамера (Cramer’s rule) Система з n рiвнянь iз n
невiдомими 

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

...............................................

an1x1 + an2x2 + ... + annxn = bn

у випадку, якщо detA 6= 0, має єдиний розв’язок i цей розв’язок знаходиться
за формулами xi = ∆i/∆, де ∆ = detA, а ∆i – визначник матрицi, одержаної
з матрицi системи замiною стовпця i стовпцем вiльних членiв bi.

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11...a1i−1 b1 a1i+1...a1n

a21...a2i−1 b2 a2i+1...a2n

... ... ...

an1...ani−1 bn ani+1...ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



Приклад


a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ;

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ ; ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣ ; ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣ ;
x1 = ∆1/ detA;x2 = ∆2/detA;x3 = ∆3/detA



Приклад


a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ;

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ ; ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣ ; ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣ ;

x1 = ∆1/ detA;x2 = ∆2/detA;x3 = ∆3/detA



Приклад


a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ;

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ ; ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣ ; ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣ ;
x1 = ∆1/ detA;x2 = ∆2/ detA;x3 = ∆3/ detA



Приклад

Знайти розв’язок системи рiвнянь:
5x− y − z = 0

x + 2y + 3z = 14

4x + 3y + 2z = 16



Розв’язання

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
5 −1 −1

1 2 3

4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ = −30;

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 −1

14 2 3

16 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ = −30; x1 = ∆1/∆ = 1;

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
5 0 −1

1 14 3
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Розв’язання довiльних систем лiнiйних рiвнянь

Означення. Система m рiвнянь iз n невiдомими в загальному видi
записується у такий спосiб:

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

...............................................

am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm

, (1)



Сумiснiсть системи

Означення. Якщо система має хоча б один розв’язок, то вона називається
сумiсною (compatible). Якщо система не має жодного розв’язку, то вона
називається несумiсною (incompatible).



Визначенiсть системи

Означення. Система називається визначеною (determined), якщо вона має
тiльки один розв’язок i невизначеною (undetermined), якщо бiльше одного.



Матриця системи i розширена матриця системи

Означення. Для системи лiнiйних рiвнянь матриця

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

am1 am2 ... amn

 називається матрицею системи, а матриця

A∗ =


a11 a12 ... a1n b1

a21 a22 ... a2n b2

... ... ... ... ...

am1 am2 ... amn bm

 називається розширеною матрицею системи



Однорiдна система

Означення. Якщо b1 = b2 = · · · = bm = 0, то система називається
однорiдною.

Однорiдна система завжди сумiсна, оскiльки завжди має
нульовий розв’язок.



Однорiдна система

Означення. Якщо b1 = b2 = · · · = bm = 0, то система називається
однорiдною. Однорiдна система завжди сумiсна, оскiльки завжди має
нульовий розв’язок.



Теорема Кронекера-Капеллi (умова сумiсностi системи)

Теорема Кронекера-Капеллi (Kronecker-Capelli):Система сумiсна (має
хоча б один розв’язок) тодi i тiльки тодi, коли ранг матрицi системи
дорiвнює рангу розширеної матрицi.

rankA = rankA∗.

Причому система має єдиний розв’язок, якщо ранг дорiвнює кiлькостi
невiдомих, i нескiнченно багато розв’язкiв, якщо ранг менше кiлькостi
невiдомих.
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Доведення

1) Якщо розв’язок iснує, то стовпець вiльних членiв є лiнiйною комбiнацiєю
стовпцiв матрицi A, а значить додавання цього стовпця у матрицю, тобто
перехiд A→ A∗ не змiнює рангу.

2) Якщо rankA = rankA∗, то це означає, що вони мають той самий базисний
мiнор. Стовпець вiльних членiв – лiнiйна комбiнацiя стовпцiв базисного
мiнора, тодi виконується рiвнiсть, наведена вище.
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Приклад

Перевiрити сумiснiсть лiнiйних рiвнянь:
x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 1

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 + 5x5 = 2

2x1 + 11x2 + 12x3 + 25x4 + 22x5 = 4



Розв’язання

A =

 1 3 5 7 9

1 −2 3 −4 5

2 11 12 25 22



R2−R1−−−−→
R3−2R1−−−−−→

 1 3 5 7 9

0 −5 −2 −11 −4

0 5 2 11 4



R3+R2−−−−→

 1 3 5 7 9

0 −5 −2 −11 −4

0 0 0 0 0

 .

rankA = 2.
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Розв’язання
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Система несумiсна.
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