
Границя i неперервнiсть функцiї
декiлькох змiнних у точцi



Функцiя двох змiнних

При розглядi функцiй декiлькох змiнних обмежимося докладним описом
функцiй двох змiнних, оскiльки всi отриманi результати будуть справедливi
для функцiй довiльної кiлькостi змiнних.

Означення: Якщо кожнiй парi незалежних одне вiд одного чисел (x, y) з
деякої множини за якимось правилом ставиться у вiдповiднiсть одне або
кiлька значень змiнної z, то змiнна z називається функцiєю двох змiнних

z = f(x, y)
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Однозначна i багатозначна функцiя двох змiнних

Означення: Якщо парi чисел (x, y) вiдповiдає одне значення z, то функцiя
називається однозначною, а якщо бiльше одного, то – багатозначною.



Область визначення функцiї

Означення: Областю визначення функцiї z називається сукупнiсть пар (x,
y), при яких функцiя z iснує.



Приклад

Знайти область визначення функцiї z =
1√
y2 − 1

+ e
xy
x−1 .



Розв’язання

Записуємо умови, якi обмежують можливостi обчислення функцiї:

y2 − 1 > 0

√
y2 − 1 6= 0

x− 1 6= 0

Спрощуємо: {
y2 > 1

x 6= 1
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Побудова областi визначення



Окiл точки

Означення: Околом точки M0(x0, y0) радiуса r називається сукупнiсть всiх

точок (x, y), якi задовольняють умовi
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < r.



Границя функцiї у точцi (кратна)

Означення: Число A називається границею функцiї f(x, y) при прямуваннi
точки M(x, y) до точки M0(x0, y0), якщо для кожного числа ε > 0 знайдеться
таке число r > 0, що для будь-якої точки M(x, y), для якої виконується умова

MM0 < r

також виконується i умова |f(x, y)−A| < ε.
Записують: lim

x→x0
y→y0

f(x, y) = A



Приклад

Знайти границю

lim
x→0
y→0

tg(x2 + y2)

ln(1 + 2x2 + 2y2)



Розв’язання

Покладемо x2 + y2 = t.

Тодi, при (x; y)→ (0; 0) можемо переписати границю як

lim
x→0
y→0

tg(x2 + y2)

ln(1 + 2x2 + 2y2)
= lim

t→0

tg t

ln(1 + 2t)

еквiвалентнiсть
= lim

t→0

t

2t
=

1

2
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Приклад

Довести, що границя

lim
x→0
y→0

x2 + 2y2

xy

не iснує за наведеним вище означенням.



Розв’язання

Нехай пiд час прямування (x; y)→ (0; 0) зберiгається спiввiдношення y = kx.

Тодi

lim
x→0
y→0

x2 + 2y2

xy
= lim

x→0

x2 + 2k2x2

x · kx
= lim

x→0

x2(1 + 2k2)

x2k
=

1 + 2k2

k

Таким чином, значення границi має залежати вiд кутового коефiцiєнта k. Але
це не вiдповiдає означенню, оскiльки за означенням границя не повинна
залежати вiд способу прямування (x; y)→ (0; 0).
Отже, границi у сенсi записаного означення не iснує.
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Повторнi границi

Нехай для довiльного y ∈ Y iснує границя функцiї f(x, y) при x→ x0.

У загальному випадку ця буде залежати вiд y:

lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y)

Якщо iснує границя
lim
y→y0

ϕ(y) = A,

то ця границя називається повторною границею.

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) = A

Iншу повторну границю можна отримати помiнявши мiсцями границi за x та y:

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = B
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Приклад нерiвностi повторних границь

Нехай
f(x, y) =

x− y
x+ y + x2 + y2

Тодi
ϕ(y) = lim

x→0
f(x, y) = − 1

y + 1
; lim

y→0
ϕ(y) = lim

y→0
lim
x→0

f(x, y) = −1

ψ(x) = lim
y→0

f(x, y) =
1

x+ 1
; lim

x→0
ψ(x) = lim

x→0
lim
y→0

f(x, y) = 1

Отже, повторнi границi є рiзними.
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Приклад, коли одна з повторних границь iснує, а iнша – нi

Нехай

f(x, y) =
x sin 1

x + y

x+ y

Тодi
ϕ(y) = lim

x→0
f(x, y) =

y

y
= 1; lim

y→0
ϕ(y) = lim

y→0
lim
x→0

f(x, y) = 1

ψ(x) = lim
y→0

f(x, y) =
x sin 1

x

x
= sin

1

x
; lim

x→0
ψ(x) = lim

x→0
lim
y→0

f(x, y) – не iснує

Отже, одна з повторних границь iснує, а iнша – нi.
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Зв’язок мiж повторною i кратною границями

Отже, можливiсть переставляння границь має бути обґрунтовано.

Теорема Якщо iснує (скiнченна або нi) подвiйна границя

lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = A

i для будь-якого y ∈ Y iснує (скiнченна) звичайна границя за x
lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y), iснує повторна границя lim
y→y0

ϕ(y) = A , яка дорiвнює

подвiйнiй границi.
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Доведення

Доведемо для випадку скiнченних A, x0 та y0.

За означенням ∀ε > 0 ∃r: |f(x, y)−A| < ε, тiльки-но MM0 < r.
Зафiксуємо y так, щоб |y − y0| < r, i перейдемо у |f(x, y)−A| < ε до границi
x→ x0.
Оскiльки lim

x→x0

f(x, y) = ϕ(y),

|ϕ(y)−A| 6 ε

Тодi
A = lim

y→y0
ϕ(y) = lim

y→y0
lim
x→x0

f(x, y)

Що i слiд було довести.
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Доведення

Якщо, окрiм умов, якi вказано у формулюваннi теореми, ∀x ∈ X iснує
(скiнченна) звичайна границя ψ(x) = lim

y→y0
f(x, y), то, як випливає з доведеного,

iснує також i друга повторна границя lim
x→x0

ψ(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y), що

дорiвнює також числу A (у цьому випадку обидвi повторнi границi є рiвними).



Неперервнiсть

Означення: Нехай точка M0(x0, y0) належить областi визначення функцiї
f(x, y). Тодi функцiя z = f(x, y) називається неперервною у точцi M0(x0, y0),
якщо

lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = f(x0, y0) (1)

причому точка M(x, y) прямує до точки M0(x0, y0) довiльним чином.



Точки розриву

Якщо в будь-якiй точцi умова (1) не виконується, то ця точка називається
точкою розриву функцiї f(x, y).

Це може бути у наступних випадках:

1. Функцiя z = f(x, y) не визначена у точцi M0(x0, y0).
2. Не iснує границя lim

x→x0
y→y0

f(x, y).

3. Ця границя iснує, але вона не дорiвнює f(x0, y0).
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Приклад

Дослiдити функцiю на неперервнiсть z =
1

x2 + y2
.



Розв’язання

Функцiя є суперпозицiєю (комбiнацiєю) неперервних функцiй, тому розрив
можливий лише там, де функцiю не визначено.

Функцiю не визначено там, де x2 + y2 = 0.
Звiдси x = y = 0.

lim
x→0
y→0

1

x2 + y2
не iснує

Отже, функцiя є неперервною усюди, окрiм точки (0; 0).
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Властивостi неперервних функцiй

Властивiсть Якщо функцiя f(x, y, ...) визначена i неперервна в замкнутiй i
обмеженiй областi D, то у цiй областi знайдеться принаймнi одна точка N(x0,
y0, . . . ), така, що для iнших точок виконується нерiвнiсть

f (x0, y0, . . .) > f (x, y, . . .)

а також точка N1(x01, y01, . . . ), така, що для всiх iнших точок виконується
нерiвнiсть

f (x01, y01, . . .) 6 f (x, y, . . .)

тодi f(x0, y0, . . . ) = M – найбiльше значення функцiї, а f(x01, y01, . . . ) = m –
найменше значення функцiї f(x, y, . . . ) в областi D.



Властивостi неперервних функцiй

Неперервна функцiя в замкнутiй i обмеженiй областi D досягає принаймнi
один раз найбiльшого значення i один раз найменшого.
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Властивiсть Якщо функцiя f(x, y, . . . ) визначена i неперервна в замкнутiй
обмеженiй областi D, а M i m – вiдповiдно найбiльше i найменше значення
функцiї у цiй областi, то для будь-якої точки µ ∈ [m,M ] iснує точка
N0(x0, y0, . . . ) така, що f(x0, y0, . . . ) = µ.

Простiше кажучи, неперервна функцiя приймає в областi D всi промiжнi
значення мiж M i m. Наслiдком цiєї властивостi може служити висновок, що
якщо числа M i m рiзних знакiв, то в областi D функцiя принаймнi один раз
обертається у нуль.
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N0(x0, y0, . . . ) така, що f(x0, y0, . . . ) = µ.
Простiше кажучи, неперервна функцiя приймає в областi D всi промiжнi
значення мiж M i m. Наслiдком цiєї властивостi може служити висновок, що
якщо числа M i m рiзних знакiв, то в областi D функцiя принаймнi один раз
обертається у нуль.



Властивостi неперервних функцiй

Властивiсть Функцiя f(x, y, . . . ), неперервна в замкнутiй обмеженiй областi
D, обмежена у цiй областi, якщо iснує таке число K, що для всiх точок
областi виконується нерiвнiсть |f(x, y, ...)| < K.



Властивостi неперервних функцiй

Властивiсть Якщо функцiя f(x, y, . . . ) визначена i неперервна в замкнутiй
обмеженiй областi D, то вона рiвномiрно неперервна у цiй областi, тобто
для будь-якого додатного числа ε iснує таке число ∆ > 0, що для будь-яких
двох точок (x1, y1) i (x2, y2) областi, що перебувають на вiдстанi, меншiй ∆,
виконується нерiвнiсть

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| < ε



Властивостi неперервних функцiй

Наведенi вище властивостi аналогiчнi властивостям функцiй однiєї змiнної,
неперервним на вiдрiзку.


