
СЛАР загального вигляду. Лiнiйний
простiр. Лiнiйнi оператори.



Метод Гауса (Gauss elimination)


a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2

...............................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

Роздiлимо обидвi частини 1-го рiвняння на a11 6= 0, потiм:
1) помножимо на a21 i вiднiмемо iз другого рiвняння
2) помножимо на a31 i вiднiмемо iз третього рiвняння тощо.



Метод Гауса (Gauss elimination)


a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2

...............................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

Роздiлимо обидвi частини 1-го рiвняння на a11 6= 0, потiм:

1) помножимо на a21 i вiднiмемо iз другого рiвняння
2) помножимо на a31 i вiднiмемо iз третього рiвняння тощо.



Метод Гауса (Gauss elimination)


a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2

...............................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

Роздiлимо обидвi частини 1-го рiвняння на a11 6= 0, потiм:
1) помножимо на a21 i вiднiмемо iз другого рiвняння

2) помножимо на a31 i вiднiмемо iз третього рiвняння тощо.



Метод Гауса (Gauss elimination)


a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2

...............................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

Роздiлимо обидвi частини 1-го рiвняння на a11 6= 0, потiм:
1) помножимо на a21 i вiднiмемо iз другого рiвняння
2) помножимо на a31 i вiднiмемо iз третього рiвняння

тощо.



Метод Гауса (Gauss elimination)
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Метод Гауса


x1 + d12x2 + ...+ d1nxn = d1

d22x2 + d23x3 + ...+ d2nxn = d2

..............................................

dm2x2 + dm3 + ...+ dmnxn = dm

, де d1j = a1j/a11, j = 2, 3, . . . , n+ 1...

dij = aij − ai1d1j , i = 2, 3, . . . , n; j = 2, 3, . . . , n+ 1...

Далi повторюємо цiєї ж дiї
для другого рiвняння системи, потiм – для третього тощо. Це прямий хiд
методу Гауса.
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Метод Гауса

Далi, останнє з рiвнянь системи пiсля завершення прямого ходу методу Гауса
мiститиме лише одну невiдому.
Визначивши її i пiдставивши отримане значення до усiх iнших рiвнянь
системи, зможемо визначити з передостаннього рiвняння ще одну невiдому.
Далi повторюємо дiю для усiх iнших рiвнянь системи i отримуємо остаточний
розв’язок.

Це зворотний хiд методу Гауса.



Метод Гауса

Далi, останнє з рiвнянь системи пiсля завершення прямого ходу методу Гауса
мiститиме лише одну невiдому.
Визначивши її i пiдставивши отримане значення до усiх iнших рiвнянь
системи, зможемо визначити з передостаннього рiвняння ще одну невiдому.
Далi повторюємо дiю для усiх iнших рiвнянь системи i отримуємо остаточний
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Приклад

Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь методом Гауса.
2x1 + x2 − x3 = 5

x1 − 2x2 + 3x3 = −3
7x1 + x2 − x3 = 10



Розв’язання

Розширена матриця системи:

A∗ =

 2 1 −1 5

1 −2 3 −3
7 1 −1 10

 ∼
 1 −2 3 −3

2 1 −1 5

7 1 −1 10



R2−2R1−−−−−→
R3−7R1−−−−−→

 1 −2 3 −3
0 5 −7 11

0 15 −22 31



R3−3R2−−−−−→

 1 −2 3 −3
0 5 −7 11

0 0 −1 −2


Запис у формi рiвнянь:

x1 − 2x2 + 3x3 = −3
5x2 − 7x3 = 11

−x3 = −2
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Запис у формi рiвнянь:

x1 − 2x2 + 3x3 = −3
5x2 − 7x3 = 11

−x3 = −2



Розв’язання

Зворотний хiд:

 1 −2 3 −3
0 5 −7 11

0 0 −1 −2



R1+3R3−−−−−→
R2−7R3−−−−−→

 1 −2 0 −9
0 5 0 25

0 0 −1 −2


R1+2/5R2−−−−−−→

R2/5−−−→
R3/(−1)−−−−−→

 1 0 0 1

0 1 0 5

0 0 1 2



Звiдки одержуємо: x1 = 1; x2 = 5; x3 = 2.
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Однорiднi СЛАР

Однорiдна система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = 0

...............................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = 0

1. якщо rankA = n, то система має єдиний (тривiальний) розв’язок.
2. якщо rankA < n, то система має безлiч розв’язкiв.
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Фундаментальна система розв’язкiв

Означення. Фундаментальною системою розв’язкiв системи однорiдних
лiнiйних рiвнянь називається така лiнiйно незалежна сукупнiсть її розв’язкiв,
для якої усякий розв’язок даної системи є якоюсь лiнiйною комбiнацiєю
розв’язкiв з цiєї сукупностi.



Фундаментальна система розв’язкiв

Теорема Для довiльної системи однорiдних лiнiйних рiвнянь з рангом
rankA < n iснує фундаментальна система розв’язкiв. Кiлькiсть розв’язкiв цiєї
системи дорiвнює n− rankA.



Базиснi i вiльнi невiдомi

Якщо базисний мiнор матрицi A може бути побудований на коефiцiєнтах до
певної групи невiдомих, то цi невiдомi називаються базисними. Решта
невiдомих називаються вiльними.



Визначення фундаментальної системи розв’язкiв

Надаючи вiльним невiдомим сталих ненульових (наприклад одиничних)
значень можна за допомогою методiв розв’язування неоднорiдних систем
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь знайти усi базиснi невiдомi. Використовуючи
замiсть вiльних невiдомих довiльнi сталi можемо знайти лiнiйно незалежну
систему з n− rankA розв’язкiв. Можна довести, що така система утворює
фундаментальну систему розв’язкiв.



Приклад:

Знайти фундаментальну систему розв’язкiв такої системи:
2x1 − 5x2 + 3x3 + 2x4 = 0

6x1 − 3x2 − x3 − 4x4 = 0

2x1 + x2 − 2x3 − 3x4 = 0

4x1 − 4x2 + x3 − x4 = 0



Розв’язання

Складемо матрицю системи i виконаємо елементарнi перетворення з метою
зведення матрицi до верхньої трапецеподiбної:


2 −5 3 2

6 −3 −1 −4
2 1 −2 −3
4 −4 1 −1


R2−3R1−−−−−→
R3−R1−−−−→
R4−2R1−−−−−→


2 −5 3 2

0 12 −10 −10
0 6 −5 −5
0 6 −5 −5


R2/2−−−→

R3−R2/2−−−−−−→
R4−R2/2−−−−−−→


2 −5 3 2

0 6 −5 −5
0 0 0 0

0 0 0 0



rankA = 2

Базисних невiдомих – 2
Вiльних невiдомих – 4− rankA = 4− 2 = 2.
Визначник мiнора, отриманого викреслюванням двох останнiх рядкiв i
стовпчикiв не дорiвнює нулевi ⇒ його можна вважати базисним, x1 та x2 –
базиснi. x3 та x4 – вiльнi. Позначимо x3 = C1, x4 = C2.
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Розв’язання
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2x1−5·
5

6
C1−5·
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C2+3C1+2C2 = 0;⇒ 2x1−

7

6
C1−

13

6
C2 = 0;⇒ x1 =

7

12
C1+

13

12
C2.
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+ C2


13
12
5
6

0

1
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Розв’язання

Записанi нами два стовпчики значень у дужках останньої рiвностi i є, згiдно з
вищевикладеними мiркуваннями, фундаментальною системою розв’язкiв
системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.



Представлення загального розв’язку неоднорiдної системи лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь
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Частинний розв’язок неоднорiдної системи можна отримати пiдставлянням до
неї замiсть вiльних невiдомих довiльних ненульових значень.
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Лiнiйний (векторний) простiр

Означення. Лiнiйним (векторним) простором називають множину елементiв
L, для яких визначенi операцiї додавання i множення на число iз такими
властивостями:

1. Комутативнiсть −→x+−→y = −→y +−→x
2. Асоцiативнiсть (−→x +−→y ) + −→z = −→x+ (−→y +−→z )

3. Iснує такий нульовий вектор
−→
O , що

−→
O +−→x = −→x для ∀−→x ∈ L

4. Для ∀−→x ∈ L iснує вектор −→y = −−→x , такий, що −→x +−→y =
−→
O

5. 1 · −→x = −→x
6. α(β−→x ) = (αβ)−→x
7. Розподiльний закон (α+ β)−→x = α−→x + β−→x
8. α(−→x +−→y ) = α−→x + α−→y
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Вектори

Означення: Елементи L називаються векторами.

Важливо не плутати поняття вектора, наведене вище з поняттям вектора як
направленого вiдрiзка на площинi або у просторi.
Направленi вiдрiзки є всього лише частинним випадком елементiв лiнiйного
(векторного) простору. Лiнiйний (векторний) простiр – поняття ширше.
Прикладами таких просторiв можуть слугувати множина дiйсних чисел,
множина векторiв на площинi i у просторi, матрицi тощо.
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Властивостi лiнiйних просторiв

1. У кожному лiнiйному просторi iснує тiльки один нульовий елемент (
−→
O ).

2. Для кожного елемента iснує тiльки один протилежний елемент.
3. Для кожного −→x ∈ L виконується 0 · −→x = 0

4. Для кожного α ∈ R i
−→
O виконується α ·

−→
O =

−→
O

5. Якщо α · −→x =
−→
O , то α = 0 або −→x =

−→
O

6. (−1)−→x = −−→x
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Лiнiйнi перетворення

Означення: Будемо вважати, що в лiнiйному просторi L задане деяке лiнiйне
перетворення (linear transform) A, якщо будь-якому елементу −→x ∈ L за деяким
правилом ставиться у вiдповiднiсть елемент A−→x ∈ L.

Означення: Перетворення A називається лiнiйним, якщо для будь-яких
векторiв −→x ∈ L i −→y ∈ L i кожного α виконується

A(−→x +−→y ) = A−→x +A−→y

A(α−→x ) = αA−→x



Лiнiйнi перетворення

Означення: Будемо вважати, що в лiнiйному просторi L задане деяке лiнiйне
перетворення (linear transform) A, якщо будь-якому елементу −→x ∈ L за деяким
правилом ставиться у вiдповiднiсть елемент A−→x ∈ L.
Означення: Перетворення A називається лiнiйним, якщо для будь-яких
векторiв −→x ∈ L i −→y ∈ L i кожного α виконується

A(−→x +−→y ) = A−→x +A−→y

A(α−→x ) = αA−→x



Тотожне лiнiйне перетворення

Означення: Лiнiйне перетворення називається тотожним (identity), якщо
воно перетворює елемент лiнiйного простору сам у себе.

I−→x = −→x



Приклад

Чи є A лiнiйним перетворенням. A−→x = −→x +−→x0; −→x0 6= 0.



Розв’язання

Запишемо перетворення A для якогось елемента −→y .

A−→y = −→y +−→x0.

Перевiримо, чи виконується правило операцiї додавання для цього
перетворення

A(−→x +−→y ) = −→y +−→x +−→x0;

A(−→x ) +A(−→y ) = −→x +−→x0 +−→y +−→x0.

Це виконується, лише якщо −→x0 = 0, тобто перетворення A нелiнiйне.
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Лiнiйна комбiнацiя

Означення: Якщо у просторi L є вектори лiнiйного перетворення −→a1,−→a2, ...,−→an,
то iнший вектор

−→
b = α−→a1 + β−→a2 + ...+ λ−→an є лiнiйною комбiнацiєю векторiв

−→ai .



Лiнiйна незалежнiсть

Означення: Якщо α−→a1 + β−→a2 + ...+ λ−→an = 0 тiльки при α = β = . . .= λ = 0, то
вектори −→ai називаються лiнiйно незалежними.



Вимiрнiсть простору. Базис

Означення: Якщо в лiнiйному просторi L є n лiнiйно незалежних векторiв,
але будь-якi n+ 1 векторiв лiнiйно залежнi, то простiр L називається
n-вимiрним, а сукупнiсть лiнiйно незалежних векторiв називається базисом
лiнiйного простору L.

Наслiдок: Будь-який вектор лiнiйного простору може бути представлений у
виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв базису.



Вимiрнiсть простору. Базис

Означення: Якщо в лiнiйному просторi L є n лiнiйно незалежних векторiв,
але будь-якi n+ 1 векторiв лiнiйно залежнi, то простiр L називається
n-вимiрним, а сукупнiсть лiнiйно незалежних векторiв називається базисом
лiнiйного простору L.

Наслiдок: Будь-який вектор лiнiйного простору може бути представлений у
виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв базису.



Матриця лiнiйного перетворення

Нехай в n-вимiрному лiнiйному просторi з базисом −→e1 ,−→e2 ,. . . ,−→en задано лiнiйне
перетворення A.

Вектори A−→e1 , A−→e2 ,. . . , A−→en – також вектори цього простору i їх можна
представити у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв базису:

A−→e1 = a11
−→e1 + a12

−→e2 + · · ·+ a1n
−→en

A−→e2 = a21
−→e1 + a22

−→e2 + · · ·+ an2
−→en

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A−→en = an1
−→e1 + an2

−→e2 + · · ·+ ann
−→en

Тодi матриця A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 називається матрицею лiнiйного

перетворення A.



Матриця лiнiйного перетворення

Нехай в n-вимiрному лiнiйному просторi з базисом −→e1 ,−→e2 ,. . . ,−→en задано лiнiйне
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−→e2 + · · ·+ a1n
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−→e2 + · · ·+ an2
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A−→en = an1
−→e1 + an2

−→e2 + · · ·+ ann
−→en

Тодi матриця A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 називається матрицею лiнiйного

перетворення A.



Матриця лiнiйного перетворення

Нехай в n-вимiрному лiнiйному просторi з базисом −→e1 ,−→e2 ,. . . ,−→en задано лiнiйне
перетворення A.
Вектори A−→e1 , A−→e2 ,. . . , A−→en – також вектори цього простору i їх можна
представити у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв базису:

A−→e1 = a11
−→e1 + a12

−→e2 + · · ·+ a1n
−→en

A−→e2 = a21
−→e1 + a22

−→e2 + · · ·+ an2
−→en

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A−→en = an1
−→e1 + an2

−→e2 + · · ·+ ann
−→en

Тодi матриця A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 називається матрицею лiнiйного

перетворення A.



Матриця лiнiйного перетворення

Якщо у просторi L взяти вектор −→x = x1
−→e1 + x2

−→e2 + · · ·+ xn
−→en, то A−→x ∈ L.

A−→x = x′1
−→e1 + x′2

−→e2 + ...+ x′n
−→en, де

x′1 = a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn

x′2 = a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′n = an1x1 + an2x2 + ...+ annxn

Цi рiвностi можна назвати лiнiйним перетворенням у базисi −→e1 ,−→e2 ,. . . ,−→en... У
матричному виглядi:

−→x = (−→e1 ,−→e2 , ...,−→en) ·


x1

x2

...

xn

, A ·


x1

x2

...

xn

 =


x′1
x′2
...

x′n

, A · −→x =
−→
x′



Приклад

Знайти матрицю лiнiйного перетворення, заданого у виглядi:

x′ = x+ y

y′ = y + z

z′ = z + x



Розв’язання

x′ = 1 · x+ 1 · y + 0 · z
y′ = 0 · x+ 1 · y + 1 · z
z′ = 1 · x+ 0 · y + 1 · z

A =

 1 1 0

0 1 1

1 0 1





Добуток лiнiйних перетворень

Означення: Якщо вектор −→x переводиться у вектор −→y лiнiйним
перетворенням з матрицею A, а вектор −→y у вектор −→z лiнiйним перетворенням
з матрицею B, то послiдовне застосування цих перетворень рiвносильне
лiнiйному перетворенню, що переводить вектор −→x у вектор −→z (воно
називається добутком складових перетворень).

C = B ·A



Власнi значення i власнi вектори лiнiйного перетворення

Означення: Нехай L – заданий n-вимiрний лiнiйний простiр. Ненульовий
вектор −→v ∈ L називається власним вектором (eigen vector) лiнiйного
перетворення A, якщо iснує таке число λ, що виконується рiвнiсть:

A−→v = λ−→v .

При цьому число λ називається власним значенням (характеристичним
числом, eigen value) лiнiйного перетворення A, що вiдповiдає вектору −→v .



Характеристичне рiвняння

Перетворимо рiвняння для власних векторiв, перенiсши його праву частину
лiворуч i винiсши спiльний множник:

A−→v − λ−→v = (A− λI)−→v = 0.

За теоремою Кронекера-Капеллi записана СЛАР має нетривiальний розв’язок,
лише якщо її визначник дорiвнює нулевi.
Означення: Рiвняння∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 ... a1n

a21 a22 − λ ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

називається характеристичним рiвнянням, а його лiва частина –
характеристичним многочленом лiнiйного перетворення A.



Характеристичне рiвняння

Перетворимо рiвняння для власних векторiв, перенiсши його праву частину
лiворуч i винiсши спiльний множник:

A−→v − λ−→v = (A− λI)−→v = 0.

За теоремою Кронекера-Капеллi записана СЛАР має нетривiальний розв’язок,
лише якщо її визначник дорiвнює нулевi.

Означення: Рiвняння∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 ... a1n

a21 a22 − λ ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

називається характеристичним рiвнянням, а його лiва частина –
характеристичним многочленом лiнiйного перетворення A.



Характеристичне рiвняння

Перетворимо рiвняння для власних векторiв, перенiсши його праву частину
лiворуч i винiсши спiльний множник:

A−→v − λ−→v = (A− λI)−→v = 0.

За теоремою Кронекера-Капеллi записана СЛАР має нетривiальний розв’язок,
лише якщо її визначник дорiвнює нулевi.
Означення: Рiвняння∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 ... a1n

a21 a22 − λ ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

називається характеристичним рiвнянням, а його лiва частина –
характеристичним многочленом лiнiйного перетворення A.



Приклад

Знайти характеристичнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення з

матрицею A =

(
5 4

2 3

)
.



Розв’язання

Запишемо лiнiйне перетворення у виглядi:
x′1 = λx1 = 5x1 + 4x2

x′2 = λx2 = 2x1 + 3x2
Складемо характеристичне рiвняння:∣∣∣∣∣ 5− λ 4

2 3− λ

∣∣∣∣∣ = (5− λ)(3− λ)− 8 = 15− 3λ− 5λ+ λ2 − 8 = 0

λ2 − 8λ+ 7 = 0;

Коренi характеристичного рiвняння: λ1 = 7; λ2 = 1;



Розв’язання

Для кореня λ1 = 7:

{
(5− 7)x1 + 4x2 = 0

2x1 + (3− 7)x2 = 0

{
−2x1 + 4x2 = 0

2x1 − 4x2 = 0

Таким чином, в однорiднiй СЛАР є лише одна базисна невiдома, а зв’язок мiж
невiдомими є таким: x1 − 2x2 = 0.
Будемо вважати вiльною змiнною x1.
Позначаємо x1 = C, тодi власнi вектори для другого кореня
характеристичного рiвняння будуть такими:

−→v1 =

(
x1

x2

)
=

(
C

C/2

)
,

де C – параметр.



Розв’язання

Для кореня λ1 = 7:

{
(5− 7)x1 + 4x2 = 0

2x1 + (3− 7)x2 = 0

{
−2x1 + 4x2 = 0

2x1 − 4x2 = 0
Таким чином, в однорiднiй СЛАР є лише одна базисна невiдома, а зв’язок мiж
невiдомими є таким: x1 − 2x2 = 0.

Будемо вважати вiльною змiнною x1.
Позначаємо x1 = C, тодi власнi вектори для другого кореня
характеристичного рiвняння будуть такими:

−→v1 =

(
x1

x2

)
=

(
C

C/2

)
,

де C – параметр.



Розв’язання

Для кореня λ1 = 7:

{
(5− 7)x1 + 4x2 = 0

2x1 + (3− 7)x2 = 0

{
−2x1 + 4x2 = 0

2x1 − 4x2 = 0
Таким чином, в однорiднiй СЛАР є лише одна базисна невiдома, а зв’язок мiж
невiдомими є таким: x1 − 2x2 = 0.
Будемо вважати вiльною змiнною x1.

Позначаємо x1 = C, тодi власнi вектори для другого кореня
характеристичного рiвняння будуть такими:

−→v1 =

(
x1

x2

)
=

(
C

C/2

)
,

де C – параметр.



Розв’язання

Для кореня λ1 = 7:

{
(5− 7)x1 + 4x2 = 0

2x1 + (3− 7)x2 = 0

{
−2x1 + 4x2 = 0

2x1 − 4x2 = 0
Таким чином, в однорiднiй СЛАР є лише одна базисна невiдома, а зв’язок мiж
невiдомими є таким: x1 − 2x2 = 0.
Будемо вважати вiльною змiнною x1.
Позначаємо x1 = C, тодi власнi вектори для другого кореня
характеристичного рiвняння будуть такими:

−→v1 =

(
x1

x2

)
=

(
C

C/2

)
,

де C – параметр.



Розв’язання

Для кореня λ2 = 1:

{
(5− 1)x1 + 4x2 = 0

2x1 + (3− 1)x2 = 0

{
4x1 + 4x2 = 0

2x1 + 2x2 = 0
Таким чином, в однорiднiй СЛАР є лише одна базисна невiдома, а зв’язок мiж
невiдомими є таким: x1 + x2 = 0.

Будемо вважати вiльною змiнною x1.
Позначаємо x1 = C, тодi власнi вектори для другого кореня
характеристичного рiвняння будуть такими:

−→v2 =

(
x1

x2

)
=

(
C

−C

)
,

де C – параметр.



Розв’язання

Для кореня λ2 = 1:

{
(5− 1)x1 + 4x2 = 0

2x1 + (3− 1)x2 = 0

{
4x1 + 4x2 = 0

2x1 + 2x2 = 0
Таким чином, в однорiднiй СЛАР є лише одна базисна невiдома, а зв’язок мiж
невiдомими є таким: x1 + x2 = 0.
Будемо вважати вiльною змiнною x1.

Позначаємо x1 = C, тодi власнi вектори для другого кореня
характеристичного рiвняння будуть такими:

−→v2 =

(
x1

x2

)
=

(
C

−C

)
,

де C – параметр.



Розв’язання

Для кореня λ2 = 1:

{
(5− 1)x1 + 4x2 = 0

2x1 + (3− 1)x2 = 0

{
4x1 + 4x2 = 0

2x1 + 2x2 = 0
Таким чином, в однорiднiй СЛАР є лише одна базисна невiдома, а зв’язок мiж
невiдомими є таким: x1 + x2 = 0.
Будемо вважати вiльною змiнною x1.
Позначаємо x1 = C, тодi власнi вектори для другого кореня
характеристичного рiвняння будуть такими:

−→v2 =

(
x1

x2

)
=

(
C

−C

)
,

де C – параметр.



Розв’язання

Отриманi власнi вектори можна записати у виглядi:

−→v1 = C

(
1

0, 5

)
; −→v2 = C

(
1

−1

)
.



Приклад

Знайти характеристичнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення A,

матриця лiнiйного перетворення A =

 1 1 3

1 5 1

3 1 1

.



Розв’язання

Складемо характеристичне рiвняння:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 3

1 5− λ 1

3 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(1− λ) ((5− λ) (1− λ)− 1)− (1− λ− 3) + 3 (1− 15 + 3λ) = 0

(1− λ)
(
5− 5λ− λ+ λ2 − 1

)
+ 2 + λ− 42 + 9λ = 0

(1− λ)
(
4− 6λ+ λ2

)
+ 10λ− 40 = 0

4− 6λ+ λ2 − 4λ+ 6λ2 − λ3 + 10λ− 40 = 0

−λ3 + 7λ2 − 36 = 0

Власнi значення: λ1 = −2; λ2 = 3; λ3 = 6;



Розв’язання

1) Для λ1 = −2:


3x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

{
x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

Маємо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь, у якiй двi базиснi невiдомi i одна
вiльна.

Якщо прийняти x1 = C, то

{
7x2 + x3 = −C
x2 + 3x3 = −3C

⇒ x2 = 0; x3 = −C;

Власнi вектори: −→v1 =

 1

0

−1

C.



Розв’язання

1) Для λ1 = −2:


3x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

{
x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

Маємо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь, у якiй двi базиснi невiдомi i одна
вiльна.

Якщо прийняти x1 = C, то

{
7x2 + x3 = −C
x2 + 3x3 = −3C

⇒ x2 = 0; x3 = −C;

Власнi вектори: −→v1 =

 1

0

−1

C.



Розв’язання

1) Для λ1 = −2:


3x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

{
x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

Маємо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь, у якiй двi базиснi невiдомi i одна
вiльна.

Якщо прийняти x1 = C, то

{
7x2 + x3 = −C
x2 + 3x3 = −3C

⇒ x2 = 0; x3 = −C;

Власнi вектори: −→v1 =

 1

0

−1

C.



Розв’язання

1) Для λ1 = −2:


3x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

{
x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

Маємо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь, у якiй двi базиснi невiдомi i одна
вiльна.

Якщо прийняти x1 = C, то

{
7x2 + x3 = −C
x2 + 3x3 = −3C

⇒ x2 = 0; x3 = −C;

Власнi вектори: −→v1 =

 1

0

−1

C.



Розв’язання

2) Для λ2 = 3:


−2x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 0

{
x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то

{
2x2 + x3 = −C
x2 − 2x3 = −3C

⇒ x2 = −C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v2 =

 1

−1
1

C.



Розв’язання

2) Для λ2 = 3:


−2x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 0

{
x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то

{
2x2 + x3 = −C
x2 − 2x3 = −3C

⇒ x2 = −C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v2 =

 1

−1
1

C.



Розв’язання

2) Для λ2 = 3:


−2x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 0

{
x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то

{
2x2 + x3 = −C
x2 − 2x3 = −3C

⇒ x2 = −C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v2 =

 1

−1
1

C.



Розв’язання

3) Для λ3 = 6:


−5x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

{
x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то

{
−x2 + x3 = −C
x2 − 5x3 = −3C

⇒ x2 = 2C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v3 =

 1

2

1

C.



Розв’язання

3) Для λ3 = 6:


−5x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

{
x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то

{
−x2 + x3 = −C
x2 − 5x3 = −3C

⇒ x2 = 2C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v3 =

 1

2

1

C.



Розв’язання

3) Для λ3 = 6:


−5x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

{
x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то

{
−x2 + x3 = −C
x2 − 5x3 = −3C

⇒ x2 = 2C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v3 =

 1

2

1

C.



Власнi вектори операторiв, заданих симетричними матрицями

Якщо матриця симетрична, власнi вектори є перпендикулярними. Зокрема,
перпендикулярними є власнi вектори для матриць, якi складено iз нормальних
i дотичних напружень або моментiв iнерцiї.


