
Кривi другого порядку
(продовження)



Гiпербола

Якщо a′11 i a′22 мають рiзнi знаки, перетворене рiвняння,
a′11x

2 + a′22y
2 + a′33 = 0, можна звести до такого вигляду:

x2

a2
− y2

b2
= ±1. (1)

Рiвняння (1) називають канонiчним рiвнянням гiперболи.

Для визначеностi, у подальшому в основному будемо розглядати випадок
рiвняння гiперболи, у якому у правiй частинi (1) стоїть 1 (основне рiвняння).
Випадок рiвняння з −1 у правiй частинi зводиться до цього випадку
переставлянням координат x та y. Гiпербола, яка вiдповiдає цьому випадку,
називається спряженою гiперболою.
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Класичне означення гiперболи

Гiперболою називається геометричне мiсце точок площини, модуль рiзницi
вiдстаней кожної з яких до двох наперед заданих точок, якi називаються
фокусами, є величиною сталою.



Виведення канонiчного рiвняння з класичного визначення

Нехай маємо гiперболу з фокусами F1 (−c; 0) та F2 (c; 0) та точку M (x; y), а
модуль рiзницi вiдстаней MF1 та MF2 дорiвнює 2a.



Виведення канонiчного рiвняння з класичного визначення

MF1 =

√
(x+ c)2 + y2;MF2 =

√
(x− c)2 + y2;

|MF1 −MF2| =
∣∣∣∣√(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2

∣∣∣∣ = 2a.

(x− c)2 + y2 = 4a2 − 4a

√
(x+ c)2 + y2 + (x+ c)2 + y2.

Пiсля зведення подiбних i скорочення на 4:

a

√
(x+ c)2 + y2 = a2 + cx.
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(
a2 − c2

)
x2 + a2y2 = a2

(
a2 − c2

)
.

x2

a2
− y2

b2
= 1,

де b2 = a2 − c2.

y2 =
b2

a2
(
x2 − a2

)
,

звiдки |x| > a.
Лiнiя гiперболи складається з двох частин, для x 6 −a та для x > a,
вiдповiдно. Цi частини називаються лiвою та правою гiлками гiперболи.
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Фокальнi радiуси гiперболи

F1M = r1;MF2 = r2.

 r1 = −a−
c

a
x;

r2 = a− c

a
x.
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Вершини i вiсi гiперболи

Так само, як i елiпс, гiпербола є симетричною вiдносно координатних осей i
має центр.

У випадку основного рiвняння гiперболи точки перетину лiнiї гiперболи з
осями координат, (−a; 0) та (a; 0) називаються вершинами гiперболи.
Вiдстань мiж ними, 2a, називається дiйсною вiссю гiперболи, а вiдстань мiж
вершинами спряженої гiперболи, (0;−b) та (0; b), 2b, називається уявною вiссю
гiперболи.
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Асимптоти гiперболи

Якщо у виразi для знаходження y з канонiчного рiвняння гiперболи:

y = ± b
a

√
x2 − a2,

припустити, що x є дуже великою величиною, можна вважати що a2 змiнює
вираз пiд коренем незначно. Тодi маємо

y = ± b
a
x. (2)

Рiвняння прямих (2), до яких гранично наближається лiнiя гiперболи при
вiддаленнi вiд початку координат, називаються рiвняннями асимптот
гiперболи. На рисунку асимптоти позначено штриховими лiнiями.
Побудову ескiзу гiперболи слiд розпочинати з побудови вершин та асимптот.
Гiпербола, у рiвняннi якої a = b, називається рiвнобiчною. Асимптотами такої
гiперболи є бiсектриси чвертей координатної системи.
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Побудова гiперболи



Ексцентриситет гiперболи

Ексцентриситетом гiперболи називають величину

e =
c

a
=

√
a2 + b2

a
.

Для гiперболи ексцентриситет e > 1.
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Директриси гiперболи

Прямi x = ±a
e
називаються директрисами(напрямними) гiперболи (на рисунку

директриси позначено D1 та D2. Особливiстю директриси є те, що вiдношення
фокального радiуса будь-якої точки гiперболи до вiдповiдної вiдстанi до
директриси є величиною сталою, що дорiвнює ексцентриситету.



Оптичнi властивостi гiперболи

∠AMF1 = ∠BMF2



Парабола

Якщо, наприклад, a′11 = 0 перетворене рiвняння, a′22y2 + 2a′13x = 0, можна
звести до такого вигляду:

y2 = 2px. (3)

Рiвняння (3) називається канонiчним рiвнянням параболи.



Класичне означення параболи

Параболою називається геометричне мiсце точок площини, рiвновiддалених вiд
фiксованої точки (фокуса) та фiксованої прямої (директриси), що не
проходить через цю точку.
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F (p/2; 0);M (x; y) ;MD =MF

x+
p

2
=

√(
x− p

2

)2
+ y2.
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Парабола – не центральна крива

Парабола є симетричною лише вiдносно вiсi y, тому не є центральною кривою
(не має центра).



Ексцентриситет параболи

Ексцентриситет параболи з мiркувань щодо вiдстанi точок параболи вiд
директриси та фокуса слiд прийняти рiвним одиницi: e = 1.



Оптична властивiсть параболи

∠AMF = ∠BML.

Оптичнi властивостi параболи використовують для концентрацiї хвиль у
фокусi (параболiчнi антени) або створення паралельного потоку хвиль, що
надходять вiд точкового джерела випромiнювання (прожектори i гучномовцi).
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Кривi другого порядку – конiчнi перерiзи

Оскiльки усi кривi другого порядку є конiчними перерiзами, проблеми,
пов’язанi з розрахунками на мiцнiсть та проєктувальними розрахунками
елементiв конструкцiй з граничними точками, що лежать на кривих другого
порядку є доволi важливими.



Полярне рiвняння кривих другого порядку

r =
p

1− e cosϕ
,

p — так званий фокальний параметр,
e — ексцентриситет.

Полярну систему координат при цьому буде розташовано так, що полюс
перебуватиме у фокусi, а полярну вiсь буде спрямовано у бiк, протилежний до
найближчої до цього фокуса директриси.
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Перетин кривої другого порядку з прямою

{
x = x0 + lt;

y = y0 +mt,
(4)

де виберемо компоненти напрямного вектора прямої, −→u = (l;m) так, щоб
|−→u | = 1. Пiдставивши (4) до загального рiвняння кривої другого порядку,
отримаємо таке квадратне рiвняння вiдносно t:

Lt2 + 2Mt+N = 0,

де
L = a11l

2 + 2a12lm+ a22m
2;

M = l (a11x0 + a12y0 + a13) +m (a12x0 + a22y0 + a23) ;

N = a11x
2
0 + 2a12x0y0 + a22y

2
0 + 2a13x0 + 2a23y0 + a33.



Можливi випадки перетину

Можливi точки перетину через M1 (t = t1) та M2 (t = t2).

Випадки для коренiв отриманого квадратного рiвняння:
1) Дискримiнант рiвняння, LN −M2, є бiльшим за нуль, а N 6= 0. Тодi
матимемо двi точки перетину прямої i кривої, якi не збiгаються з точкою
M0 (x0; y0), через яку проведено пряму. Вiдрiзок перетину, M1M2, у цьому
випадку називається хордою (подiбно до хорди при перетинi прямої i кола).
M1M0 = |t1|, а M2M0 = |t2|. Якщо крива другого порядку є центральною
(елiпс або гiпербола), хорди, що проходять через центр, називаються
дiаметрами кривої другого порядку.
Усi дiаметри подiлятимуться центром навпiл. M0 — центр ⇒ t1 + t2 = 0.
З теореми Вiєта M = 0.
Умови для пошуку центра:{

a11x0 + a12y0 + a13 = 0;

a12x0 + a22y0 + a23 = 0.
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Можливi точки перетину через M1 (t = t1) та M2 (t = t2).
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1) Дискримiнант рiвняння, LN −M2, є бiльшим за нуль, а N 6= 0. Тодi
матимемо двi точки перетину прямої i кривої, якi не збiгаються з точкою
M0 (x0; y0), через яку проведено пряму. Вiдрiзок перетину, M1M2, у цьому
випадку називається хордою (подiбно до хорди при перетинi прямої i кола).
M1M0 = |t1|, а M2M0 = |t2|. Якщо крива другого порядку є центральною
(елiпс або гiпербола), хорди, що проходять через центр, називаються
дiаметрами кривої другого порядку.
Усi дiаметри подiлятимуться центром навпiл. M0 — центр ⇒ t1 + t2 = 0.
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a11x0 + a12y0 + a13 = 0;

a12x0 + a22y0 + a23 = 0.
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Можливi випадки перетину
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Можливi випадки перетину
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Можливi випадки перетину

2) Дискримiнант рiвняння, LN −M2, є бiльшим за нуль, а N = 0. Тодi маємо
двi точки перетину, а точка M0 збiгається з точкою M1 або M2.



Можливi випадки перетину

3) M = N = 0, L 6= 0 — усi точки M0, M1 та M2 стягуються у одну точку.
Отже, маємо дотик кривої i прямої. Виразивши l та m з параметричного
рiвняння прямої, рiвняння дотичної у цьому випадку можна записати так:

Fx (x− x0) + Fy (y − y0) = 0,

де
Fx = a11x0 + a12y0 + a13;Fy = a12x0 + a22y0 + a23.



Можливi випадки перетину

4) N = L = 0 — одна точка перетину (пряма паралельна до вiсi симетрiї
параболи).



Можливi випадки перетину

5) L =M = 0, N 6= 0 — пряма i крива другого порядку не перетинаються. Таке
можливо, якщо ми маємо справу з прямою поза межами елiпса чи параболи
або асимптотою гiперболи. Тому зi спiввiдношення L = 0, можна отримати
умову асимптотичностi прямої:

a11l
2 + 2a12lm+ a22m

2 = 0.



Загальна схема зведення рiвняння кривої другого порядку до
канонiчного вигляду

З теорiї квадратичних форм вiдомо, що якщо записати коефiцiєнти при
старших степенях у загальному рiвняннi кривої другого порядку у формi
матрицi:

A =

(
a11 a12

a12 a22

)
,

то оскiльки матриця симетрична (елемент на другiй позицiї першого рядка
дорiвнює елементу на першiй позицiї другого рядка), власнi вектори лiнiйного
оператора, який вона задає, будуть перпендикулярнi.

λ1 та λ2 – коефiцiєнтами у канонiчному виглядi квадратичної форми
загального рiвняння. Замiна для канонiчного вигляду квадратичної форми:

x = b11x1 + b12y1 + x0;

y = b21x1 + b22y1 + y0.
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Загальна схема зведення рiвняння кривої другого порядку до
канонiчного вигляду

Якщо квадратична форма не є виродженою (задає криву саме другого
порядку), у випадку, якщо λ1 та λ2 одного знаку, матимемо елiпс, якщо рiзних
— гiперболу, якщо одне з власних значень рiвне нулю — параболу. Канонiчним
виглядом нашого рiвняння буде (елiпс або гiпербола):

λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + a

′
33 = 0

або (парабола)
y21 + a

′
13x1 = 0.

При цьому напрямок осей нової системи координат, x1O1y1 визначається
власними векторами, що вiдповiдають власним значенням λ1 та λ2 вiдповiдно.



Загальна схема зведення рiвняння кривої другого порядку до
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Загальна схема зведення рiвняння кривої другого порядку до
канонiчного вигляду

Отже схема зведення рiвняння кривої до канонiчного вигляду має бути такою:
I Записати матрицю A та знайти власнi значення та власнi вектори

лiнiйного оператора, який нею задається.

I За допомогою власних векторiв знайти пiдстановку, що повертає
координати до напрямкiв, що збiгаються з напрямками канонiчної системи
координат.

I Видiливши повнi квадрати вiдносно нових змiнних у перетвореному
рiвняннi, встановити положення початку координат канонiчної системи
координат та остаточний вигляд канонiчного рiвняння кривої другого
порядку.
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Загальна схема зведення рiвняння кривої другого порядку до
канонiчного вигляду

Отже схема зведення рiвняння кривої до канонiчного вигляду має бути такою:
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I За допомогою власних векторiв знайти пiдстановку, що повертає
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Iнварiанти загального рiвняння лiнiї другого порядку

Iнварiантом перетворення повороту координатної системи та перенесення
початку координат для загального рiвняння кривої другого порядку є функцiї
параметрiв цього рiвняння, якi не змiнюють свого значення пiсля
перетворення.

I1 = a11 + a22; I2 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣∣ ; I3 =
∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Класифiкацiя кривих другого порядку за iнварiантами

Умова Рiвняння Назва лiнiї

I2 6= 0; I3 6= 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 +

I3
I2

= 0

I2 > 0; I2I3 < 0 — елiпс
I2 > 0; I2I3 > 0 — уявний елiпс
I2 < 0 — гiпербола

I2 = 0; I3 6= 0 λ1y
2
1 ±

√
−I3
I1
x1 = 0 парабола

I3 = 0; I2 6= 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 = 0

I2 > 0 — точка
I2 < 0 — двi прямi, що перетинаються

I3 = 0; I2 = 0 λ1x
2
1 + a′33 = 0

a′33λ1 > 0 — двi уявнi прямi
a′33λ1 < 0 — двi паралельнi прямi
a′33 = 0 — одна пряма



Приклад

Дано гiперболу 16x2 − 9y2 = 25. Знайти: 1) напiввiсi a та b; 2) фокуси; 3)
ексцентриситет; 4) рiвняння асимптот; 5) рiвняння директрис.



Розв’язання

1) Для визначення a та b приведемо рiвняння до канонiчного вигляду,
подiливши обидвi його частини на 25 (так, щоб отримати у правiй частинi
рiвняння 1):

x2

25

16

− y2

25

9

= 1.

Порiвнюючи отриманий результат з загальною формою запису канонiчного
рiвняння, отримуємо

a =

√
25

16
=

5

4
; b =

√
25

9
=

5

3
.



Розв’язання

2) За вiдомою формулою напiввiдстань мiж фокусами, c, для гiперболи можна
знайти з рiвностi c2 = a2 + b2. Отже,

c =
√
a2 + b2 =

√
25

16
+

25

9
=

25

12
.

Оскiльки маємо справу з основним рiвнянням, фокуси буде розташовано у

точках F1

(
−25

12
; 0

)
та F2

(
25

12
; 0

)
.



Розв’язання

3) Значення ексцентриситету гiперболи обчислюється за формулою e =
c

a
.

Отже, у нашiй задачi e =
25

12

/
5

4
=

5

3
.



Розв’язання

4) Асимптоти гiперболи мають рiвняння y = ± b
a
x. Отже, у нашiй задачi

рiвняннями асимптот будуть такi рiвняння:

y = ±4

3
x.



Розв’язання

5) Директрисами будуть прямi x = ±a
e
. Отже, у нашiй задачi

x = ±5

4

/
5

3
= ±3

4
.



Приклад

Знайти рiвняння гiперболи, якщо її ексцентриситет e = 2 i фокуси збiгаються з
фокусами елiпса 9x2 + 25y2 = 225.



Розв’язання

Приводимо рiвняння елiпса до канонiчного вигляду дiленням обох його частин
на 225. Оскiльки 225/9 = 25, а 225/25 = 9, маємо

x2

25
+
y2

9
= 1.

Отже, велика напiввiсь дорiвнює
√
25 = 5, мала напiввiсь дорiвнює

√
9 = 3, а

фокуси елiпса розташовано на вiсi x. Для елiпса c =
√
52 − 32 = 4. Оскiльки

фокуси гiперболи за умовою збiгаються з фокусами елiпса, це значення є
напiввiдстанню мiж фокусами гiперболи.
Ексцентриситет гiперболи – e = c/a. Тому напiввiсь гiперболи можна знайти за
формулою a = c/e = 4/2 = 2.
Крiм того, iншу пiввiсь можна знайти з формули b2 = c2 − a2. Отже,
b =
√
42 − 22 =

√
12. Остаточно, рiвнянням шуканої гiперболи буде

x2

4
− y2

12
= 1.



Приклад

Використовуючи теорiю квадратичних форм, звести рiвняння кривої другого
порядку до канонiчного вигляду. Зобразити стару та нову системи координат
та накреслити криву.

x2 + y2 − 4xy − 2x+ 4y = 1



Розв’язання

У нашому випадку матриця A матиме вигляд (оскiльки коефiцiєнт при xy є

подвоєним значенням a12, в нашому випадку a12 =
−4
2

= −2):

A =

(
1 −2
−2 1

)
.

Власнi значення знаходимо з рiвняння

∣∣∣∣∣ 1− λ −2
−2 1− λ

∣∣∣∣∣ = 0 або, пiсля

розкриття визначника, λ2 − 2λ− 3 = 0.
Розв’язками цього рiвняння є, очевидно, λ1 = −1;λ2 = 3. Цi значення рiзних
знакiв, отже маємо рiвняння гiперболи.



Розв’язання

Почергово знайдемо власнi вектори, що вiдповiдають цим власним значенням:

λ1 = −1 :

(
1− (−1) −2
−2 1− (−1)

)(
a1

a2

)
= 0⇒ 2a1 − 2a2 = 0,⇒ a1 = a2.

Якщо тепер покласти a2 = C, то можна записати власний вектор ~u1, що
вiдповiдає власному значенню λ1 = −1, у виглядi

~u1 =

(
a1

a2

)
=

(
C

C

)
= C

(
1

1

)
.



Розв’язання

Аналогiчно знаходимо для власного значення λ2 = 3(
1− 3 −2
−2 1− 3

)(
a1

a2

)
= 0⇒ 2a1 + 2a2 = 0,⇒ a1 = −a2 = −C.

~u2 =

(
a1

a2

)
=

(
−C
C

)
= C

(
−1
1

)
.



Розв’язання

Для знаходження першої пiдстановки нам слiд знайти одиничнi вектори
напрямленi за власними векторами. Для цього слiд роздiлити кожну
компоненту власного вектора на його модуль отриманi значення будуть
компонентами ортiв нової системи координат у початковiй системi координат:

~v1 =
~u1
|~u1|

=
1√
2

(
1

1

)
=


√
2

2√
2

2

 ; ~v2 =
~u2
|~u2|

=
1√
2

(
−1
1

)
=

 −
√
2

2√
2

2

 .

Координати цих ортiв є коефiцiєнтами при x та y у виразах для координат у
повернутiй системi координат. Тобто координати x′ та y′ у повернутiй системi
координат виражаються через x та y так:

x
′
=

√
2

2
x+

√
2

2
y;

y
′
= −
√
2

2
x+

√
2

2
y.



Розв’язання

Звiдси можемо знайти x та y за допомогою правила Крамера:

x =

√
2

2
x

′ −
√
2

2
y
′
;

y =

√
2

2
x

′
+

√
2

2
y
′
.

(5)

Пiдставимо отриманi значення до вихiдного рiвняння:(√
2

2
x

′ −
√
2

2
y
′

)2

+

(√
2

2
x

′
+

√
2

2
y
′

)2

− 4

(√
2

2
x

′ −
√
2

2
y
′

)
×(√

2

2
x

′
+

√
2

2
y
′

)
− 2

(√
2

2
x

′ −
√
2

2
y
′

)
+ 4

(√
2

2
x

′
+

√
2

2
y
′

)
= 1

Пiсля спрощення матимемо

−x′2 + 3y
′2 +
√
2x

′
+ 3
√
2y

′ − 1 = 0.



Розв’язання

Виокремлюємо повнi квадрати

−
(
x

′2 −
√
2x

′
+

1

2

)
+ 3

(
y
′2 +
√
2y

′
+

1

2

)
− 2 = 0⇒

−
(
x

′ − 1√
2

)2

+ 3

(
y
′
+

1√
2

)2

= 2.

Виконуючи тепер пiдстановку

x1 = x
′ − 1√

2
;

y1 = y
′
+

1√
2
,

(6)

отримуємо канонiчну форму рiвняння нашої гiперболи

x21
2
− y21

2

3

= −1.



Розв’язання

Початок нової системи координат x1O1y1 — точка O1, матиме у системi

координат x′
Oy

′ координати, що визначаються з рiвнянь (6), —
(

1√
2
;− 1√

2

)
.

Беручи до уваги рiвняння (5), знаходимо координати точки O1 у початковiй
системi координат:

x0 =

√
2

2

1√
2
−
√
2

2

(
− 1√

2

)
= 1;

y0 =

√
2

2

1√
2
+

√
2

2

(
− 1√

2

)
= 0.

Отже координати точки O1 у початковiй системi координат — O1(1; 0).



Розв’язання

Для того щоб правильно намалювати гiперболу, нам слiд спочатку визначити
положення її вершин та рiвняння асимптот у новiй системi координат.
Очевидно, що маємо справу з другою формою канонiчного рiвняння гiперболи,
коли вершини гiперболи розташовано на вiсi y1. Порiвнюючи наше рiвняння з

загальною формою канонiчного рiвняння для таких гiпербол
(
x2

a2
− y2

b2
= −1

)
,

маємо: a =
√
2; b =

√
2

3
. Отже, вершини розташовано у точках y1 = ±b = ±

√
2

3
,

а асимптоти мають рiвняння y1 = ±
b

a
x1 = ±

x1√
3
.



Розв’язання

(а) Допомiжна система
координат

(б) Основна система
координат

Спочатку слiд намалювати на окремому малюнку гiперболу у перетворенiй
системi координат x1O1y1, рис. a. Потiм намалювати початкову та перетворену
системи координат та гiперболу у початковiй системi координат, рис. б.


