
Комплекснi числа



Основнi означення

Означення. Множиною комплексних чисел називається множина
упорядкованих пар дiйсних чисел, додавання i множення яких виконується за
такими правилами:

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′);

(x, y) · (x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + yx′).



Уявна одиниця

Приклад
(0, 1) · (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0)

= (−1, 0).

i = (0, 1) – уявна одиниця.
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Алгебраїчна форма запису комплексного числа

.
Означення. Комплексним числом z називається вираз z = a+ ib, де a i b –
дiйснi числа, i – уявна одиниця, що визначається спiввiдношенням:

i2 = −1.

При цьому число a називається дiйсною частиною числа z (a = Rez), а b –
уявною частиною (b = Imz).
Якщо a = Rez = 0, то число z буде суто уявним, якщо b = Imz = 0, то число z
буде дiйсним.



Комплексно спряженi числа

Означення. Числа z = a+ ib i z̄ = a− ib називаються комплексно
спряженими.



Рiвнi числа. Нуль

Означення. Два комплексних числа z1 = a1 + ib1 i z2 = a2 + ib2 називаються
рiвними, якщо вiдповiдно рiвнi їхнi дiйснi i уявнi частини:

a1 = a2; b1 = b2;

Означення. Комплексне число дорiвнює нулю, якщо вiдповiдно дорiвнюють
нулю дiйсна i уявна частини.

a = b = 0.
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Геометричне представлення



Тригонометрична форма комплексного числа

a = r cosϕ; b = r sinϕ

z = a+ ib = r cosϕ+ ir sinϕ = r(cosϕ+ i sinϕ)

Така форма запису називається тригонометричною формою запису
комплексного числа.
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Модуль i аргумент комплексного числа

r – модуль комплексного числа
ϕ – аргумент комплексного числа.

r = |z| ; ϕ = Arg z.

r = |a+ ib| =
√
a2 + b2; ϕ = Arg z = arctg

b

a
;

|z| = |z| ; Arg z = −Arg z.
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Дiї з комплексними числами

1) Додавання i вiднiмання.

z = z1 ± z2 = (a1 + ib1)± (a2 + ib2) = (a1 ± a2) + i(b1 ± b2)

|z| =
√

(a1 ± a2)2 + (b1 ± b2)2

2) Множення.

z = z1z2 = (a1 + ib1)(a2 + ib2) = a1a2 + ia1b2 + ib1a2 + i2b1b2

z = z1z2 = (a1a2 − b1b2) + i(a1b2 + b1a2)

У тригонометричнiй формi:

z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2).

z = z1z2 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2))
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Дiї з комплексними числами

Для випадку комплексно-спряжених чисел:

zz = (a+ ib)(a− ib) = a2 + b2 = |z|2 = |z|2 .

3) Дiлення.

z =
z1
z2

=
a1 + ib1
a2 + ib2

= x+ iy

z =
(a1 + ib1)(a2 − ib2)
(a2 + ib2)(a2 − ib2)

=
(a1a2 + b1b2) + i(a2b1 − a1b2)

a22 + b22

z =
a1a2 + b1b2
a22 + b22

+ i
a2b1 − a1b2
a22 + b22
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Дiї з комплексними числами

У тригонометричнiй формi:

z =
z1
z2

=
r1
r2

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2))

4) Пiднесення до степеня.
З операцiї множення комплексних чисел випливає, що

z2 = z · z = r2(cos 2ϕ+ i sin 2ϕ)

У загальному випадку одержимо:

zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ),

де n – цiле додатне число.
Цей вираз називається формулою Муавра1.

1Абрахам де Муавр (Abraham de Moivre) (1667–1754) – англiйський математик
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Застосування формули Муавра

Приклад. Знайти формули sin 2ϕ i cos 2ϕ.

Розгляньмо деяке комплексне число z = r(cosϕ+ i sinϕ).
Тодi з одного боку z2 = r2(cos2 ϕ+ 2i cosϕ sinϕ− sin2 ϕ).
За формулою Муавра: z2 = r2(cos 2ϕ+ i sin 2ϕ)
Дорiвнюючи, одержимо cos 2ϕ+ i sin 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ+ 2i cosϕ sinϕ
Оскiльки два комплексних числа рiвнi, якщо рiвнi їхнi дiйснi i уявнi частини,
то

cos 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ

sin 2ϕ = 2 sinϕ cosϕ

Одержали вiдомi формули для подвiйного кута.
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Дiї з комплексними числами

5) Добування кореня з комплексного числа.

n
√
z = n

√
r(cosϕ+ i sinϕ) = ρ(cosψ + i sinψ)

Пiдносячи до степеня, одержимо:

ρn(cosnψ + i sinnψ) = r(cosϕ+ i sinϕ)

ρ = n
√
r;nψ = ϕ+ 2πk; k ∈ Z.

n
√
z = n

√
r(cosϕ+ i sinϕ) = n

√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
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Показникова форма комплексного числа

w = ex+iy = ex(cos y + i sin y)

Ця рiвнiсть називається рiвнянням Ойлера (Euler).



Властивостi

1. ez1+z2 = ez1ez2 ;

2. ez1−z2 =
ez1

ez2
;

3. (ez)m = emz; де m – цiле число.
eiy = cos y + i sin y

e−iy = cos y − i sin y

З цих двох рiвнянь одержуємо:
cos y =

eiy + e−iy

2

sin y =
eiy − e−iy

2i



Властивостi

1. ez1+z2 = ez1ez2 ;

2. ez1−z2 =
ez1

ez2
;

3. (ez)m = emz; де m – цiле число.
eiy = cos y + i sin y

e−iy = cos y − i sin y

З цих двох рiвнянь одержуємо:
cos y =

eiy + e−iy

2

sin y =
eiy − e−iy

2i



Властивостi

1. ez1+z2 = ez1ez2 ;

2. ez1−z2 =
ez1

ez2
;

3. (ez)m = emz; де m – цiле число.

eiy = cos y + i sin y

e−iy = cos y − i sin y

З цих двох рiвнянь одержуємо:
cos y =

eiy + e−iy

2

sin y =
eiy − e−iy

2i



Властивостi

1. ez1+z2 = ez1ez2 ;

2. ez1−z2 =
ez1

ez2
;

3. (ez)m = emz; де m – цiле число.

eiy = cos y + i sin y

e−iy = cos y − i sin y

З цих двох рiвнянь одержуємо:
cos y =

eiy + e−iy

2

sin y =
eiy − e−iy

2i



Властивостi

1. ez1+z2 = ez1ez2 ;

2. ez1−z2 =
ez1

ez2
;

3. (ez)m = emz; де m – цiле число.
eiy = cos y + i sin y

e−iy = cos y − i sin y

З цих двох рiвнянь одержуємо:
cos y =

eiy + e−iy

2

sin y =
eiy − e−iy

2i



Властивостi

1. ez1+z2 = ez1ez2 ;

2. ez1−z2 =
ez1

ez2
;

3. (ez)m = emz; де m – цiле число.
eiy = cos y + i sin y

e−iy = cos y − i sin y

З цих двох рiвнянь одержуємо:
cos y =

eiy + e−iy

2

sin y =
eiy − e−iy

2i



Властивостi

1. ez1+z2 = ez1ez2 ;

2. ez1−z2 =
ez1

ez2
;

3. (ez)m = emz; де m – цiле число.
eiy = cos y + i sin y

e−iy = cos y − i sin y

З цих двох рiвнянь одержуємо:
cos y =

eiy + e−iy

2

sin y =
eiy − e−iy

2i



Показникова форма запису комплексного числа

z = r(cosϕ+ i sinϕ)
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Розклад многочлена на множники

Означення. Функцiя вигляду f(x) = A0x
n +A1x

n−1 + ...+An називається
цiлою рацiональною функцiєю вiд x.

Теорема Безу. 2

При дiленнi многочлена f(x) на рiзницю x− a виходить остача, рiвна f(a).
Доведення. При дiленнi многочлена f(x) на рiзницю x− a часткою буде
многочлен f1(x) степеня на одиницю меншого, нiж f(x), а остачею – стале
число R.

f(x) = f1(x)(x− a) +R

Спрямовуючи x до a, одержуємо f(a) = R.
Наслiдок. Якщо, a – корiнь многочлена, тобто f(a) = 0, то многочлен f(x)
дiлиться на (x− a) без остачi.

2Етьєн Безу (Étienne Bézout) (1730–1783) – французький математик
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Основна теорема алгебри

Означення. Якщо рiвняння має вигляд P (x) = 0, де P (x) – многочлен
степеня n, то це рiвняння називається алгебраїчним рiвнянням степеня n.

Теорема. (Основна теорема алгебри) Усяка цiла рацiональна функцiя f(x)
має принаймнi один корiнь, дiйсний або комплексний.
Теорема. Усякий многочлен n-го степеня розкладається на n лiнiйних
множникiв вигляду x− a i множник, що дорiвнює коефiцiєнту при xn.
Теорема. Якщо два многочлени тотожно рiвнi один одному, то коефiцiєнти
одного многочлена дорiвнюють вiдповiдним коефiцiєнтам iншого.
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Розклади для кратних коренiв

Якщо серед коренiв многочлена зустрiчаються кратнi коренi, то розклад на
множники має вигляд:

f(x) = A0(x− a1)k1(x− a2)k2 ...(x− am)km .

k1 + k2 + ...+ km = n

ki – кратнiсть вiдповiдного кореня.



Iнше формулювання основної теореми алгебри

Будь-який многочлен n-го степеня має рiвно n коренiв (дiйсних або
комплексних).



Приклади дiй з комплексними числами

Приклад. Дано два комплексних числа z1 = 1− 7

2
i; z2 = −7− 2i. Потрiбно а)

знайти значення виразу

 1− 7

2
i

−7− 2i


−4

в алгебраїчнiй формi, б) для числа

z = 2− 2
√

3i знайти тригонометричну форму, знайти z20, знайти корiнь
рiвняння w3 − z = 0.



Приклади дiй з комплексними числами

Очевидно, справедливе наступне перетворення: 1− 7

2
i

−7− 2i


−4

=

(
2− 7i

−14− 4i

)−4
=

(
−14− 4i

2− 7i

)4

= 16

(
−7− 2i

2− 7i

)4

Далi, виконуємо дiлення двох комплексних чисел:

−7− 2i

2− 7i
=

(−7− 2i)(2 + 7i)

(2− 7i)(2 + 7i)
=
−14− 49i− 4i+ 14

4 + 49
=
−53i

53
= −i.

Одержуємо значення заданого виразу: 16(−i)4 = 16i4 = 16.
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Приклади дiй з комплексними числами

Число z = 2− 2
√

3i представимо у виглядi z = r(cosϕ+ i sinϕ), де

r = |z| =
√

4 + 12 = 4; ϕ = arctg
b

a
= arctg

(
−
√

3
)

= −60◦ = −π
3

Тодi z = 4(cos(−π/3) + i sin(−π/3)).



Приклади дiй з комплексними числами

Для знаходження z20 скористаємося формулою Муавра.

z20 = 420(cos 1200◦− i sin 1200◦) = 420(cos(3 · 360◦+ 120◦)− i sin(3 · 360◦+ 120◦)) =

= 420(cos 120◦ − i sin 120◦) = −420

(
1

2
+

√
3

2
i

)
.
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Приклади дiй з комплексними числами

Якщо w3 − z = 0, то w = 3
√
z

3
√
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√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

3
+ i sin

ϕ+ 2πk

3

)
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=
3
√

4

(
cos
−π/3 + 2πk

3
+ i sin

−π/3 + 2πk

3

)
; k = 0, 1, 2.
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