
Скалярний, векторний i мiшаний
добутки векторiв. Рiвняння прямої на

площинi.



Скалярний добуток векторiв

Означення. Скалярним добутком векторiв ~a i ~b називається число, рiвне
добутку довжин цих сторiн на косинус кута мiж ними.

~a ·~b = |~a| ·
∣∣∣~b∣∣∣ cosϕ



Властивостi скалярного добутку

1. ~a · ~a = ~a2;

2. ~a ·~b = 0, якщо ~a⊥~b, або ~a = 0, або ~b = 0.
3. ~a ·~b = ~b · ~a;
4. ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c;
5. (m~a) ·~b = ~a · (m~b) = m(~a ·~b);



Властивостi скалярного добутку

1. ~a · ~a = ~a2;
2. ~a ·~b = 0, якщо ~a⊥~b, або ~a = 0, або ~b = 0.

3. ~a ·~b = ~b · ~a;
4. ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c;
5. (m~a) ·~b = ~a · (m~b) = m(~a ·~b);



Властивостi скалярного добутку

1. ~a · ~a = ~a2;
2. ~a ·~b = 0, якщо ~a⊥~b, або ~a = 0, або ~b = 0.
3. ~a ·~b = ~b · ~a;

4. ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c;
5. (m~a) ·~b = ~a · (m~b) = m(~a ·~b);



Властивостi скалярного добутку

1. ~a · ~a = ~a2;
2. ~a ·~b = 0, якщо ~a⊥~b, або ~a = 0, або ~b = 0.
3. ~a ·~b = ~b · ~a;
4. ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c;

5. (m~a) ·~b = ~a · (m~b) = m(~a ·~b);



Властивостi скалярного добутку

1. ~a · ~a = ~a2;
2. ~a ·~b = 0, якщо ~a⊥~b, або ~a = 0, або ~b = 0.
3. ~a ·~b = ~b · ~a;
4. ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c;
5. (m~a) ·~b = ~a · (m~b) = m(~a ·~b);



Скалярний добуток векторiв, якi задано координатами

−→a = (xa, ya, za);

−→
b = (xb, yb, zb);

~a ·~b = xaxb + yayb + zazb;



Скалярний добуток векторiв, якi задано координатами

−→a = (xa, ya, za);

−→
b = (xb, yb, zb);

~a ·~b = xaxb + yayb + zazb;



Обчислення кута мiж векторами

cosϕ =
xaxb + yayb + zazb

|~a| ·
∣∣∣~b∣∣∣ ;



Приклад

Знайти (5~a+ 3~b)(2~a−~b), якщо |~a| = 2,
∣∣∣~b∣∣∣ = 3, ~a⊥~b.



Розв’язання

10~a · ~a− 5~a ·~b+ 6~a ·~b− 3~b ·~b = 10 |~a|2 − 3
∣∣∣~b∣∣∣2 = 40− 27 = 13.

Оскiльки ~a · ~a = |~a|2 = 4, ~b ·~b =
∣∣∣~b∣∣∣2 = 9, ~a ·~b = 0.



Розв’язання

10~a · ~a− 5~a ·~b+ 6~a ·~b− 3~b ·~b = 10 |~a|2 − 3
∣∣∣~b∣∣∣2 = 40− 27 = 13.

Оскiльки ~a · ~a = |~a|2 = 4, ~b ·~b =
∣∣∣~b∣∣∣2 = 9, ~a ·~b = 0.



Приклад

Знайти кут мiж векторами ~a i ~b, якщо ~a =~i+ 2~j + 3~k, ~b = 6~i+ 4~j − 2~k.



Розв’язання

Маємо: ~a = (1, 2, 3), ~b = (6, 4,−2)

~a ·~b = 6 + 8− 6 = 8 :

|~a| =
√
1 + 4 + 9 =

√
14;

∣∣∣~b∣∣∣ = √36 + 16 + 4 =
√
56.

cosϕ =
8√

14
√
56

=
8

2
√
14
√
14

=
4

14
=

2

7
; ϕ = arccos

2

7
.



Приклад

Знайти скалярний добуток (3~a− 2~b) · (5~a− 6~b), якщо |~a| = 4,
∣∣∣~b∣∣∣ = 6, ~̂a ~b = π/3.



Розв’язання

(3~a−2~b)·(5~a−6~b)

= 15~a·~a−18~a·~b−10~a·~b+12~b·~b = 15 |~a|2−28 |~a|
∣∣∣~b∣∣∣ cos π

3
+12

∣∣∣~b∣∣∣2 =

= 15 · 16− 28 · 4 · 6 · 1
2
+ 12 · 36 = 240− 336 + 432 = 672− 336 = 336.



Розв’язання

(3~a−2~b)·(5~a−6~b) = 15~a·~a−18~a·~b−10~a·~b+12~b·~b = 15 |~a|2−28 |~a|
∣∣∣~b∣∣∣ cos π

3
+12

∣∣∣~b∣∣∣2 =

= 15 · 16− 28 · 4 · 6 · 1
2
+ 12 · 36 = 240− 336 + 432 = 672− 336 = 336.



Розв’язання

(3~a−2~b)·(5~a−6~b) = 15~a·~a−18~a·~b−10~a·~b+12~b·~b = 15 |~a|2−28 |~a|
∣∣∣~b∣∣∣ cos π

3
+12

∣∣∣~b∣∣∣2 =

= 15 · 16− 28 · 4 · 6 · 1
2
+ 12 · 36 = 240− 336 + 432 = 672− 336 = 336.



Приклад

Знайти кут мiж векторами ~a i ~b, якщо ~a = 3~i+ 4~j + 5~k, ~b = 4~i+ 5~j − 3~k.
Тобто ~a = (3, 4, 5), ~b = (4, 5,−3)

~a ·~b = 12 + 20− 15 = 17;

|~a| =
√
9 + 16 + 25 =

√
50;

∣∣∣~b∣∣∣ = √16 + 25 + 9 =
√
50.

cosϕ =
17√
50
√
50

=
17

50
; ϕ = arccos

17

50
.



Приклад

При якому m вектори ~a = m~i+~j i ~b = 3~i− 3~j − 4~k перпендикулярнi?
~a= (m, 1, 0); ~b= (3, –3, –4)

~a ·~b = 3m− 3 = 0; ⇒ m = 1.



Приклад

Знайти скалярний добуток векторiв 2~a+ 3~b+ 4~c i 5~a+ 6~b+ 7~c, якщо

|~a| = 1,
∣∣∣~b∣∣∣ = 2, |~c| = 3, ~̂a ~b = ~̂a ~c = ~̂b ~c =

π

3
.



Розв’язання

(2~a+ 3~b+ 4~c)(5~a+ 6~b+ 7~c) = 10~a · ~a+ 12~a ·~b+ 14~a · ~c+ 15~a ·~b+ 18~b ·~b+ 21~b · ~c+

+20~c · ~a+ 24~b · ~c+ 28~c · ~c = 10~a · ~a+ 27~a ·~b+ 34~a · ~c+ 45~b · ~c+ 18~b ·~b+ 28~c · ~c =

= 10 + 27 + 51 + 135 + 72 + 252 = 547.



Розв’язання

(2~a+ 3~b+ 4~c)(5~a+ 6~b+ 7~c) = 10~a · ~a+ 12~a ·~b+ 14~a · ~c+ 15~a ·~b+ 18~b ·~b+ 21~b · ~c+

+20~c · ~a+ 24~b · ~c+ 28~c · ~c = 10~a · ~a+ 27~a ·~b+ 34~a · ~c+ 45~b · ~c+ 18~b ·~b+ 28~c · ~c =

= 10 + 27 + 51 + 135 + 72 + 252 = 547.



Розв’язання

(2~a+ 3~b+ 4~c)(5~a+ 6~b+ 7~c) = 10~a · ~a+ 12~a ·~b+ 14~a · ~c+ 15~a ·~b+ 18~b ·~b+ 21~b · ~c+

+20~c · ~a+ 24~b · ~c+ 28~c · ~c = 10~a · ~a+ 27~a ·~b+ 34~a · ~c+ 45~b · ~c+ 18~b ·~b+ 28~c · ~c =

= 10 + 27 + 51 + 135 + 72 + 252 = 547.



Основнi застосування скалярного добутку

1. Перевiрка перпендикулярностi векторiв.

2. Знаходження кута мiж векторами.
3. Знаходження проєкцiї вектора на напрямок iншого вектора. Проєкцiю ~a на

напрям вектора ~b можна знайти за такою формулою:

Пр~b~a =
~a ·~b
|~b|

.

4. Знаходження роботи сили при пересуваннi точки її прикладання уздовж
заданого вектора. Якщо вектор ~F вiдповiдає силi, прикладенiй до
матерiальної точки, що рухається з початку у кiнець вектора ~s, то робота
A цiєї сили визначається рiвнiстю

A = ~F · ~s.
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Основнi застосування скалярного добутку

1. Перевiрка перпендикулярностi векторiв.
2. Знаходження кута мiж векторами.
3. Знаходження проєкцiї вектора на напрямок iншого вектора. Проєкцiю ~a на

напрям вектора ~b можна знайти за такою формулою:

Пр~b~a =
~a ·~b
|~b|

.

4. Знаходження роботи сили при пересуваннi точки її прикладання уздовж
заданого вектора. Якщо вектор ~F вiдповiдає силi, прикладенiй до
матерiальної точки, що рухається з початку у кiнець вектора ~s, то робота
A цiєї сили визначається рiвнiстю

A = ~F · ~s.



Векторний добуток векторiв

Означення. Векторним добутком векторiв ~a i ~b називається вектор ~c, що
задовольняє наступним умовам:

1. |~c| = |~a| ·
∣∣∣~b∣∣∣ sinϕ, де ϕ – кут мiж векторами ~a i ~b, sinϕ > 0; 0 6 ϕ 6 π;

2. вектор ~c ортогональний до векторiв ~a i ~b;
3. ~a, ~b i ~c утворюють праву трiйку векторiв.

Позначається: ~c = ~a×~b або ~c =
[
~a,~b
]
.



Властивостi векторного добутку

1. ~b× ~a = −~a×~b;

2. ~a×~b = 0, якщо ~a ‖ ~b, або ~a = 0, або ~b = 0;
3. (m~a)×~b = ~a× (m~b) = m(~a×~b);
4. ~a× (~b+ ~A) = ~a×~b+ ~a× ~A;
5. Якщо заданi вектори ~a = (xa, ya, za) i ~b = (xb, yb, zb) у декартовiй

прямокутнiй системi координат з одиничними векторами ~i,~j,~k, то

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

xa ya za

xb yb zb

∣∣∣∣∣∣∣
6. Геометричним змiстом векторного добутку векторiв є площа

паралелограма, побудованого на векторах ~a i ~b.



Властивостi векторного добутку

1. ~b× ~a = −~a×~b;
2. ~a×~b = 0, якщо ~a ‖ ~b, або ~a = 0, або ~b = 0;

3. (m~a)×~b = ~a× (m~b) = m(~a×~b);
4. ~a× (~b+ ~A) = ~a×~b+ ~a× ~A;
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∣∣∣∣∣∣∣
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Властивостi векторного добутку

1. ~b× ~a = −~a×~b;
2. ~a×~b = 0, якщо ~a ‖ ~b, або ~a = 0, або ~b = 0;
3. (m~a)×~b = ~a× (m~b) = m(~a×~b);
4. ~a× (~b+ ~A) = ~a×~b+ ~a× ~A;

5. Якщо заданi вектори ~a = (xa, ya, za) i ~b = (xb, yb, zb) у декартовiй
прямокутнiй системi координат з одиничними векторами ~i,~j,~k, то

~a×~b =
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~i ~j ~k
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∣∣∣∣∣∣∣
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Властивостi векторного добутку

1. ~b× ~a = −~a×~b;
2. ~a×~b = 0, якщо ~a ‖ ~b, або ~a = 0, або ~b = 0;
3. (m~a)×~b = ~a× (m~b) = m(~a×~b);
4. ~a× (~b+ ~A) = ~a×~b+ ~a× ~A;
5. Якщо заданi вектори ~a = (xa, ya, za) i ~b = (xb, yb, zb) у декартовiй

прямокутнiй системi координат з одиничними векторами ~i,~j,~k, то

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

xa ya za

xb yb zb

∣∣∣∣∣∣∣

6. Геометричним змiстом векторного добутку векторiв є площа
паралелограма, побудованого на векторах ~a i ~b.



Властивостi векторного добутку

1. ~b× ~a = −~a×~b;
2. ~a×~b = 0, якщо ~a ‖ ~b, або ~a = 0, або ~b = 0;
3. (m~a)×~b = ~a× (m~b) = m(~a×~b);
4. ~a× (~b+ ~A) = ~a×~b+ ~a× ~A;
5. Якщо заданi вектори ~a = (xa, ya, za) i ~b = (xb, yb, zb) у декартовiй

прямокутнiй системi координат з одиничними векторами ~i,~j,~k, то

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

xa ya za

xb yb zb

∣∣∣∣∣∣∣
6. Геометричним змiстом векторного добутку векторiв є площа

паралелограма, побудованого на векторах ~a i ~b.



Приклад

Знайти векторний добуток векторiв ~a = 2~i+ 5~j + ~k i

~b =~i+ 2~j − 3~k.

~a = (2, 5, 1);~b = (1, 2,−3)

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

2 5 1

1 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣ =~i
∣∣∣∣∣ 5 1

2 −3

∣∣∣∣∣−~j
∣∣∣∣∣ 2 1

1 −3

∣∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣∣ 2 5

1 2

∣∣∣∣∣ = −17~i+ 7~j − ~k.



Приклад

Обчислити площу трикутника з вершинами A(2, 2, 2), B(4, 0, 3), C(0, 1, 0).

−→
AC = (0− 2; 1− 2; 0− 2) = (−2;−1;−2)
−−→
AB = (4− 2; 0− 2; 3− 2) = (2;−2; 1)

−→
AC ×

−−→
AB =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

−2 −1 −2
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣ =~i
∣∣∣∣∣ −1 −2
−2 1

∣∣∣∣∣−~j
∣∣∣∣∣ −2 −2

2 1

∣∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣∣ −2 −1
2 −2

∣∣∣∣∣ =
=~i(−1− 4)−~j(−2 + 4) + ~k(4 + 2) = −5~i− 2~j + 6~k.∣∣∣−→AC ×−−→AB∣∣∣ = √25 + 4 + 36 =

√
65. S∆ =

√
65

2
(од2).



Приклад

Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах ~a+ 3~b; 3~a+~b, якщо

|~a| =
∣∣∣~b∣∣∣ = 1; ~̂a ~b = 30◦.

(~a+ 3~b)× (3~a+~b) = 3~a× ~a+ ~a×~b+ 9~b× ~a+ 3~b×~b = −~b× ~a+ 9~b× ~a = 8~b× ~a

S = 8
∣∣∣~b∣∣∣ |~a| sin 30◦ = 4(од2).



Основнi застосування векторного добутку

1. Знаходження вектора, який є перпендикулярним до заданих координатами
векторiв. Такий вектор можна знайти як векторний добуток початкових
векторiв.

2. Знаходження площi паралелограма, який побудовано на заданих векторах.
Зокрема, для знаходження площi S паралелограма, який побудовано на
векторах ~a i ~b можна скористатися формулою:

S =
∣∣∣~a×~b∣∣∣ .

3. Знаходження моменту сили. Якщо вектор ~F вiдповiдає силi, прикладенiй
до матерiальної точки N , то момент ~M сили ~F вiдносно точки O
обчислюється за формулою

~M =
−−→
ON × ~F .
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обчислюється за формулою

~M =
−−→
ON × ~F .



Основнi застосування векторного добутку

1. Знаходження вектора, який є перпендикулярним до заданих координатами
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Мiшаний добуток векторiв

Означення. Мiшаним добутком векторiв ~a, ~b i ~c називається число, рiвне
скалярному добутку вектора ~a на вектор, який дорiвнює векторному добутку
векторiв ~b i ~c.

~a ·~b · ~c = (~a,~b,~c) = ~a · (~b× ~c).

Мiшаний добуток ~a ·~b · ~c за модулем дорiвнює об’єму паралелепiпеда,
побудованого на векторах ~a, ~b i ~c.
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Властивостi мiшаного добутку

1. Мiшаний добуток дорiвнює нулю, якщо:
1.1 хоч один з векторiв дорiвнює нулю;
1.2 два з векторiв колiнеарнi;
1.3 вектори компланарнi.

2. (~a×~b) · ~c = ~a · (~b× ~c)
3. (~a,~b,~c) = (~b,~c,~a) = (~c,~a,~b) = −(~b,~a,~c) = −(~c,~b,~a) = −(~a,~c,~b)
4. (λ~a1 + µ~a2,~b,~c) = λ(~a1,~b,~c) + µ(~a2,~b,~c)

5. Об’єм трикутної пiрамiди, утвореної векторами ~a, ~b i ~c, дорiвнює

|(~a,~b,~c)|/6

6. Якщо ~a = (x1, y1, z1), ~b = (x2, y2, z2), ~c = (x3, y3, z3), то

(~a,~b,~c) =
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x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣
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Приклад

Довести, що точки A(5; 7;−2), B(3; 1;−1), C(9; 4;−4), D(1; 5; 0) лежать в однiй
площинi.

Знайдемо координати векторiв:

−−→
AB = (−2;−6; 1)
−→
AC = (4;−3;−2)
−−→
AD = (−4;−2; 2)

Знайдемо мiшаний добуток отриманих векторiв:

−−→
AB ·

−→
AC ·

−−→
AD =

∣∣∣∣∣∣∣
−2 −6 1

4 −3 −2
−4 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
−2 −6 1

0 −15 0

0 10 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
0 −6 1

0 −15 0

0 10 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

Таким чином, отриманi вище вектори компланарнi, отже точки A, B, C i D
лежать в однiй площинi.



Приклад

Знайти об’єм пiрамiди i довжину висоти, опущеної на грань BCD, якщо
вершини мають координати A(0; 0; 1), B(2; 3; 5), C(6; 2; 3), D(3; 7; 2).



Розв’язання

Знайдемо координати векторiв:

−−→
BA = (−2;−3;−4)
−−→
BD = (1; 4;−3)
−−→
BC = (4;−1;−2)

Об’єм пiрамiди

V =
1

6

∣∣∣∣∣∣∣
−2 −3 −4
1 4 −3
4 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

6
(−2(−8− 3) + 3(−2 + 12)− 4(−1− 16)) =

=
1

6
(22 + 30 + 68) = 20(од3)



Розв’язання

Для знаходження довжини висоти пiрамiди знайдемо спочатку площу основи
BCD.

−−→
BD×

−−→
BC =

∣∣∣∣∣∣∣
~i
−→
j ~k

1 4 −3
4 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ =~i(−8−3)−~j(−2+12)+~k(−1−16) = −11~i−10~j−17~k.

∣∣∣−−→BD ×−−→BC∣∣∣ =√112 + 102 + 172 =
√
121 + 100 + 289 =

√
510

Sосн =
√
510/2 (од)2

Оскiльки V =
Sосн · h

3
; h =

3V

Sосн
=

120√
510

=
4
√
510

17
(од).



Основнi застосування мiшаного добутку

1. Перевiрка компланарностi векторiв. Якщо трiйка векторiв є
компланарною, їхнiй мiшаний добуток має дорiвнювати нулевi.

2. Знаходження об’ємiв паралелепiпедiв та тетраедрiв, побудованих на
заданих векторах.



Основнi застосування мiшаного добутку

1. Перевiрка компланарностi векторiв. Якщо трiйка векторiв є
компланарною, їхнiй мiшаний добуток має дорiвнювати нулевi.

2. Знаходження об’ємiв паралелепiпедiв та тетраедрiв, побудованих на
заданих векторах.



Рiвняння лiнiї на площинi

Означення. Рiвнянням лiнiї називається спiввiдношення y = f(x) мiж
координатами точок, що становлять цю лiнiю.



Параметричне рiвняння лiнiї на площинi

Вiдзначимо, що рiвняння лiнiї може бути виражено параметричним способом,
тобто кожна координата кожної точки виражається через деякий незалежний
параметр t.
Характерний приклад – траєкторiя точки, що рухається. У цьому випадку
роль параметра вiдiграє час.



Рiвняння прямої на площинi

Означення. Будь-яка пряма на площинi може бути задана рiвнянням
першого порядку

Ax+By + C = 0,

причому сталi A, B не дорiвнюють нулю одночасно, тобто A2 +B2 6= 0. Це
рiвняння першого порядку називають загальним рiвнянням прямої.
Залежно вiд значень сталих A, B i C можливi наступнi окремi випадки:

1. C = 0, A 6= 0, B 6= 0 – пряма проходить через початок координат
2. A = 0, B 6= 0, C 6= 0 {By + C = 0} – пряма паралельна осi Ox
3. B = 0, A 6= 0, C 6= 0 {Ax+ C = 0} – пряма паралельна осi Oy
4. B = C = 0, A 6= 0 – пряма збiгається з вiссю Oy

5. A = C = 0, B 6= 0 – пряма збiгається з вiссю Ox

Рiвняння прямої може бути представлене в рiзному видi залежно вiд
яких-небудь заданих початкових умов.



Параметричне рiвняння прямої

~u = (m,n) – напрямний вектор прямої.

M0(x0, y0) i M(x, y) – довiльнi точки прямої.
Позначимо

−−−→
OM0 = −→r0 i

−−→
OM = ~r, тодi ~r = −→r0 +

−−−→
M0M .

−−−→
M0M = ~ut,

де t – деякий параметр.
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Параметричне рiвняння прямої

Разом, можна записати: ~r = −→r0 + ~ut.
Оскiльки цьому рiвнянню задовольняють координати будь-якої точки прямої,
то отримане рiвняння – параметричне рiвняння прямої на площинi.

Це векторне рiвняння може бути представлене в координатнiй формi:{
x = x0 +mt

y = y0 + nt

Виключаючи t з рiвнянь системи, маємо:

x− x0

m
=
y − y0

n
⇒ nx−my −mx0 + ny0 = 0.

Останнє рiвняння, iз врахуванням перепозначення A = n, B = −m,
C = ny0 −mx0, збiгається iз загальним рiвнянням прямої.
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Рiвняння прямої за точкою i вектором нормалi

Твердження. У декартовiй прямокутнiй системi координат вектор з
компонентами (A,B) перпендикулярний прямiй, заданiй рiвнянням
Ax+By + C = 0.
Приклад. Знайти рiвняння прямої, що проходить через точку A(1, 2)
перпендикулярно вектору ~n = (3,−1).
Складемо при A = 3 i B = −1 рiвняння прямої: 3x− y + C = 0. Для
знаходження коефiцiєнта C пiдставимо в отриманий вираз координати заданої
точки A.
Одержуємо: 3− 2 + C = 0, отже C = −1.
Разом: шукане рiвняння: 3x− y − 1 = 0.



Рiвняння прямої, що проходить через двi точки

Нехай у просторi заданi двi точки M1(x1, y1) i M2(x2, y2), тодi рiвняння прямої,
що проходить через цi точки:

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1

Якщо якийсь зi знаменникiв дорiвнює нулю, варто прирiвняти нулю
вiдповiдний чисельник.
На площинi записане вище рiвняння прямiй спрощується:

y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
(x− x1)

якщо x1 6= x2 i x = x1, якщо x1 = x2.
Дрiб

y2 − y1

x2 − x1
= k називається кутовим коефiцiєнтом прямої.


