
Границя функцiї у точцi



Означення границi

Нехай функцiя f(x) визначена в деякому околi точки x = a (тобто в самiй
точцi x = a функцiя може бути i невизначена).

Означення. Число A називається границею функцiї f(x) при x→ a, якщо
для кожного ε > 0 iснує таке число δ > 0, що для всiх x таких, що

0 < |x− a| < δ

виконується нерiвнiсть |f (x)−A| < ε.
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Означення границi

Iнша форма:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : |x− a| < δ : |f (x)−A| < ε

Або
Якщо a− δ < x < a+ δ, x 6= a, то виконується нерiвнiсть A− ε < f(x) < A+ ε.
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Запис границi функцiї у точцi

lim
x→a

f(x) = A

або
f(x)→ A при x→ a



Запис границi функцiї у точцi

lim
x→a

f(x) = A

або
f(x)→ A при x→ a



Зв’язок iз границею послiдовностi (означення Гейне (Heine))

lim
x→a

f(x) = A
def⇔∀{xn} : lim

n→∞
xn = a : lim

n→∞
f(xn) = A



Границi лiворуч i праворуч

Означення. Якщо f(x)→ A1 при x→ a тiльки при x < a, то lim
x→a−0

f(x) = A1

- називається границею функцiї f(x) у точцi x = a лiворуч, а якщо
f(x)→ A2 при x→ a тiльки при x > a, то lim

x→a+0
f(x) = A2 називається

границею функцiї f(x) у точцi x = a праворуч.



Границi лiворуч i праворуч

Наведене вище визначення вiдповiдає випадку, коли функцiя f(x) не
визначена у самiй точцi x = a, але визначена у деякому як завгодно малому
околi цiєї точки.

Межi A1 i A2 називаються також однобiчними границями функцiї f(x) у
точцi x = a. Також кажуть, що A – скiнченна границя функцiї f(x).



Границi лiворуч i праворуч
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Границя функцiї при прямуваннi аргументу до нескiнченностi

Означення. Число A називається границею функцiї f(x) при x→∞, якщо
для будь-якого числа ε > 0 iснує таке число M > 0, що для всiх x, x > M
виконується нерiвнiсть

|A− f(x)| < ε

При цьому вважається, що функцiя f(x) визначена в околi нескiнченностi.



Границя на нескiнченностi

lim
x→∞

f(x) = A.

Графiчно можливi випадки представлено на наведеному нижче рисунку.



Границя на нескiнченностi

Аналогiчно можна визначити границi lim
x→+∞

f(x) = A для будь-якого x > M i

lim
x→−∞

f(x) = A для будь-якого x < M .



Основнi теореми про границi

Теорема 1. lim
x→a

C = C, де C = const.

Наступнi теореми справедливi у припущеннi, що функцiї f(x) i g(x) мають
скiнченнi границi при x→ a.
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Основнi теореми про границi

Теорема 2. lim
x→a

(f (x)± g (x)) = lim
x→a

f (x)± lim
x→a

g (x)

Доведення цiєї теореми буде наведено нижче.



Основнi теореми про границi

Теорема 3. lim
x→a

[f (x) · g (x)] = lim
x→a

f (x) · lim
x→a

g (x)

Наслiдок. lim
x→a

C · f (x) = C · lim
x→a

f (x)
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Основнi теореми про границi

Теорема 4. lim
x→a

f (x)

g (x)
=

lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g (x)
за умови lim

x→a
g (x) 6= 0



Основнi теореми про границi

Теорема 5. Якщо f(x) > 0 поблизу точки x = a i lim
x→a

f (x) = A, то A > 0.
Аналогiчно визначається знак границi при f (x) < 0, f (x)60, f (x)>0.



Основнi теореми про границi

Теорема 6. Якщо g (x)6f (x)6u (x) поблизу точки x = a i
lim
x→a

g (x) = lim
x→a

u (x) = A, то i lim
x→a

f (x) = A.



Обмеженi функцiї

Означення. Функцiя f(x) називається обмеженою поблизу точки x = a,
якщо iснує таке число M > 0, що |f(x)| < M поблизу точки x = a.



Основнi теореми про границi

Теорема 7. Якщо функцiя f(x) має скiнченну границю при x→ a, то вона
обмежена поблизу точки x = a.



Доведення

Нехай lim
x→a

f(x) = A, тобто |f(x)−A| < ε

, тодi

|f(x)| = |f(x)−A+A|6 |f(x)−A|+ |A|

або
|f(x)| < ε+ |A| ,

тобто
|f(x)| < M,

де
M = ε+A

Теорему доведено.
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Нескiнченно малi функцiї

Означення. Функцiя f(x) називається нескiнченно малою при x→ a, де a
може бути числом або однiєю з величин ∞, +∞ або −∞, якщо lim

x→a
f (x) = 0.

Нескiнченно малою функцiя може бути тiльки якщо вказати, до якого числа
прямує аргумент x. При рiзних значеннях a функцiя може бути нескiнченно
малою чи нi.
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Приклад

Функцiя f(x) = xn є нескiнченно малою при x→ 0 i не є нескiнченно малою
при x→ 1, оскiльки lim

x→1
f(x) = 1.

Теорема. Для того, щоб функцiя f(x) при x→ a мала границю, рiвну A,
необхiдно i достатньо, щоб поблизу точки x = a виконувалася умова

f (x) = A+ α (x) ,

де α (x) – нескiнченно мала при x→ a (α (x)→ 0 при x→ a).



Приклад
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Властивостi нескiнченно малих функцiй

1. Сума фiксованого числа нескiнченно малих функцiй при x→ a теж
нескiнченно мала функцiя при x→ a.

2. Добуток фiксованого числа нескiнченно малих функцiй при x→ a теж
нескiнченно мала функцiя при x→ a.

3. Добуток нескiнченно малої функцiї на функцiю, обмежену поблизу точки
x = a, є нескiнченно малою функцiєю при x→ a.

4. Частка вiд дiлення нескiнченно малої функцiї на функцiю, границя якої не
дорiвнює нулю, є величина нескiнченно мала.
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Доведення теорем, наведених вище

Використовуючи поняття нескiнченно малих функцiй, наведемо доведення
деяких теорем про границi, наведених вище.
Доведення теореми 2. Представимо f (x) = A+ α (x), g (x) = B + β (x), де
A = lim

x→a
f (x) , B = lim

x→a
g (x), тодi

f (x)± g (x) = (A±B) + α (x)± β (x)

A + B = const, α (x)± β (x) – нескiнченно мала, значить

lim
x→a

(f (x)± g (x)) = A±B = lim
x→a

f (x)± lim
x→a

g (x)

Теорему доведено.



Доведення теорем, наведених вище

Доведення теореми 3. Представимо f (x) = A+ α (x), g (x) = B + β (x), де
A = lim

x→a
f(x), B = lim

x→a
g(x), тодi

f(x) · g(x) = A ·B +Aβ(x) + α(x)B + α(x)β(x)

A ·B = const, α (x) i β (x) – нескiнченно малi, значить

lim
x→a

[f(x)g(x)] = lim
x→a

A ·B + 0 = A ·B = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x)

Теорему доведено.



Нескiнченно великi функцiї

Означення. Границя функцiї f(x) при x→ a, де a – число, дорiвнює
нескiнченностi, якщо для будь-якого числа M > 0 iснує таке число ∆ > 0,
що нерiвнiсть

|f (x)| > M

виконується при всiх x, що задовольняють умовi

0 < |x− a| < ∆



Запис

lim
x→a

f(x) =∞.



Вiд’ємна нескiнченна границя

Якщо в наведеному вище визначеннi замiнити умову |f (x)| > M на f(x) > M ,
то одержимо:

lim
x→a

f(x) = +∞,

а якщо замiнити на f(x) < −M , то:

lim
x→a

f(x) = −∞.



Графiчнi iлюстрацiї



Нескiнченно велика функцiя

Означення. Функцiя називається нескiнченно великою при x→ a, де a –
число або одна з величин ∞, +∞ або −∞, якщо lim

x→a
f(x) = A, де A – число

або одна з величин ∞, +∞ або −∞.



Зв’язок нескiнченно великих i нескiнченно малих функцiй

Теорема. Якщо f (x)→ 0 при x→ a (якщо x→∞), i не обертається в нуль,
то

y =
1

f(x)
→∞



Порiвняння нескiнченно малих функцiй

Нехай α (x), β (x) i γ (x) – нескiнченно малi функцiї при x→ a. Будемо
позначати цi функцiї α, β i γ вiдповiдно. Цi нескiнченно малi функцiї можна
порiвнювати за швидкiстю їхнього спадання, тобто за швидкiстю їхнього
прямування до нуля.
Наприклад, функцiя f(x) = x10 прямує до нуля швидше, нiж функцiя f(x) = x.



о маленьке

Означення. Якщо lim
x→a

α

β
= 0, то функцiя α називається нескiнченно малою

вищого порядку, нiж функцiя β. Таке спiввiдношення мiж нескiнченно
малими позначається так: α = o(β) (читається «о маленьке»).



О велике

Означення. Якщо lim
x→a

α

β
= A, A 6= 0, A = const, то α i β називаються

нескiнченно малими одного порядку. Таке спiввiдношення мiж
нескiнченно малими позначається так: α = O(β) (читається «о велике»).



Еквiвалентнi нескiнченно малi

Означення. Якщо lim
x→a

α

β
= 1, то функцiї α i β називаються еквiвалентними

нескiнченно малими.

Записують α ∼ β при x→ a.



Еквiвалентнi нескiнченно малi

Означення. Якщо lim
x→a

α

β
= 1, то функцiї α i β називаються еквiвалентними

нескiнченно малими. Записують α ∼ β при x→ a.



Приклад

Порiвняємо нескiнченно малi при x→ 0 функцiї f(x) = x10 i f(x) = x.

lim
x→0

x10

x
= lim

x→0
x9 = 0

тобто функцiя f(x) = x10 – нескiнченно мала вищого порядку, нiж f(x) = x.



Порядок нескiнченно малої

Означення. Нескiнченно мала функцiя α називається нескiнченно малою
порядку k вiдносно нескiнченно малої функцiї β, якщо границя lim

x→a

α

βk
скiнченна i вiдмiнна вiд нуля.

Однак, слiд зазначити, що не всi нескiнченно малi функцiї можна порiвнювати
мiж собою. Наприклад, якщо вiдношення

α

β
не має границi, то функцiї

непорiвняннi.
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α

β
не має границi, то функцiї

непорiвняннi.



Приклад

Якщо α = x2, β = x, то при x→ 0 lim
x→0

α

β2
= lim

x→0

x2

x · x
= 1, тобто функцiя α –

нескiнченно мала порядку 2 щодо функцiї β.



Приклад

Якщо α = x sin
1

x
, β = x, то при x→ 0 lim

x→0

α

β
не iснує, тобто функцiя α i β

непорiвняннi.



Властивостi еквiвалентних нескiнченно малих

1. α ∼ α,
(

lim
x→a

α

α
= 1
)

2. Якщо α ∼ β i β ∼ γ, то α ∼ γ,
(

lim
x→a

α

γ
= lim

x→a

(
α

β
· β
γ

)
= 1 · 1 = 1

)

3. Якщо α ∼ β, то β ∼ α,

 lim
x→a

β

α
= lim

x→a

1
α

β

= 1
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Наслiдки

а) якщо α ∼ α1 i lim
x→a

α

β
= k, то i lim

x→a

α

β
= lim

x→a

α1

β

б) якщо β ∼ β1 i lim
x→a

α

β
= k, то lim

x→a

α

β
= lim

x→a

α

β1



Наслiдки

а) якщо α ∼ α1 i lim
x→a

α

β
= k, то i lim

x→a

α

β
= lim
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α1

β
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α

β
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α
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Знаходження границь за допомогою еквiвалентних нескiнченно
малих

Властивiсть 4 особливо важлива на практицi, оскiльки вона фактично означає,
що границя вiдношення нескiнченно малих не мiняється при замiнi їх на
еквiвалентнi нескiнченно малi. Цей факт дає можливiсть при знаходженнi
границь замiняти нескiнченно малi на еквiвалентнi їм функцiї, що може значно
спростити обчислення границь.



Головна частина

Якщо α i β – нескiнченно малi при x→ a, причому β – нескiнченно мала
вищого порядку, чим α, то γ = α+ β – нескiнченно мала, еквiвалентна α. Це

можна довести наступною рiвнiстю: lim
x→a

γ

α
= lim

x→a

(
1 +

β

α

)
= 1.

Тодi кажуть, що α – головна частина нескiнченно малої функцiї γ.



Приклад

Функцiя x2 + x – нескiнченно мала при x→ 0, x – головна частина цiєї
функцiї. Щоб показати це, запишемо α = x2, β = x, тодi

lim
x→0

x2

x
= 0, lim

x→0

x2 + x

x
= lim

x→0
(x+ 1) = 1.


