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Третя визначна границя
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Таблиця еквiвалентних нескiнченно малих величин

Якщо α(x)→ 0 при x→ b, тодi

sin α(x) ∼ α(x) arcsin α(x) ∼ α(x)

tgα(x) ∼ α(x) arctgα(x) ∼ α(x)

1− cos α(x) ∼ α2(x)
2 aα(x) − 1 ∼ α (x) ln a

eα(x) − 1 ∼ α(x) loga (1 + α(x)) ∼ α(x) loga e

ln (1 + α(x)) ∼ α(x) (1 + α(x))a − 1 ∼ aα (x)



Приклад

Знайти границю lim
x→0
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sin 7x

Розв’язання. Оскiльки tg 5x ∼ 5x i sin 7x ∼ 7x при x→ 0, то, замiнивши
функцiї еквiвалентними нескiнченно малими, одержимо:

lim
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7
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Неперервнiсть функцiї у точцi

Означення. Функцiя f(x), визначена в околi деякої точки x0, називається
неперервною у точцi x0, якщо границя функцiї i її значення у цiй точцi
рiвнi, тобто

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

Той же факт можна записати iнакше: lim
x→x0

f (x) = f

(
lim
x→x0

x

)
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Розривна функцiя

Означення. Якщо функцiя f(x) визначена в деякому околi точки x0, але не є
неперервною в самiй точцi x0, то вона називається розривною функцiєю, а
точка x0 – точкою розриву.



Приклад неперервної функцiї



Приклад розривної функцiї



Iншi формальнi означення

Означення. Функцiя f(x) називається неперервною у точцi x0, якщо для
будь-якого додатного числа ε > 0 iснує таке число ∆ > 0, що для будь-яких x,
що задовольняють умовi

|x− x0| < ∆

виконується нерiвнiсть |f (x)− f (x0)| < ε.



Iншi формальнi означення

Означення. Функцiя f(x) називається неперервною у точцi x = x0, якщо
прирiст функцiї у точцi x0 є нескiнченно малою величиною.

f (x) = f (x0) + α (x)

де α(x) – нескiнченно мала при x→ x0.



Властивостi неперервних функцiй

1) Сума, рiзниця i добуток неперервних у точцi x0 функцiй – є функцiя,
неперервна у точцi x0.

2) Частка двох неперервних функцiй
f(x)

g(x)
є неперервна функцiя за умови, що

g(x) не дорiвнює нулю у точцi x0.
3) Суперпозицiя неперервних функцiй є неперервною функцiєю. Ця
властивiсть може бути записана у такий спосiб:
Якщо u = f(x) – неперервна функцiя у точцi x = x0, а v = g(y) – неперервна
функцiя у точцi y = f(x0), то функцiя v = g (f(x)) – неперервна функцiя у
точцi x = x0.
Справедливiсть наведених вище властивостей можна легко довести,
використовуючи теореми про границi.



Неперервнiсть деяких елементарних функцiй

1) Функцiя f(x) = C, C = const – неперервна функцiя на всiй областi
визначення.



Неперервнiсть деяких елементарних функцiй

2) Рацiональна функцiя f(x) =
a0x

n + a1x
n−1 + ...+ an

b0xm + b1xm−1 + ...+ bm
неперервна для всiх

значень x, крiм тих, при яких знаменник обертається в нуль. Таким чином,
функцiя цього виду неперервна на всiй областi визначення.



Неперервнiсть деяких елементарних функцiй

3) Тригонометричнi функцiї неперервнi на своїй областi визначення.

Доведемо властивiсть 3 для функцiї y = sinx.
Запишемо прирiст функцiї ∆y = sin (x+ ∆x)− sinx, або пiсля перетворення:

∆y = 2 cos

(
x+

∆x

2

)
sin

∆x

2
; lim

∆x→0
∆y = 2 lim

∆x→0

(
cos

(
x+

∆x

2

)
sin

∆x

2

)
= 0

Дiйсно, є границя добутку двох функцiй cos

(
x+

∆x

2

)
i sin

∆x

2
. При цьому

функцiя косинус обмежена функцiя при ∆x→ 0;
∣∣∣∣cos

(
x+

∆x

2

)∣∣∣∣61, а

оскiльки границя функцiї синус lim
∆x→0

sin
∆x

2
= 0, то вона є нескiнченно малою

при ∆x→ 0.
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Неперервнiсть деяких елементарних функцiй

Таким чином, є добуток обмеженої функцiї на нескiнченно малу, отже цей
добуток, тобто функцiя ∆y – нескiнченно мала. Вiдповiдно до розглянутого
вище визначеннями, функцiя y = sinx – неперервна функцiя для будь-якого
значення x = x0 з областi визначення, оскiльки її прирiст у цiй точцi –
нескiнченно мала величина.
Аналогiчно можна довести неперервнiсть iнших тригонометричних функцiй на
всiй областi визначення.



Неперервнiсть деяких елементарних функцiй

Взагалi варто вiдзначити, що всi основнi елементарнi функцiї неперервнi
на всiй своїй областi визначення.


