
Визначник матрицi



Визначники (детермiнанти)

Означення. Визначником (детермiнантом) квадратної матрицi

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...

an1 an2 ... ann

 називається число, яке може бути обчислене за

елементами матрицi за формулою:

detA =

n∑
k=1

(−1)k+1a1k detM1k,

де detM1k – визначник матрицi, отриманої з вихiдної викреслюванням
першого рядка i k-го стовбчика.



Iншi розклади визначника

За першим стовпцем:

detA =

n∑
k=1

(−1)k+1ak1 detMk1

За будь-яким рядком або стовпцем матрицi

detA =
n∑
k=1

(−1)k+iaik detMik, i = 1, 2, . . . , n...

Очевидно, що рiзнi матрицi можуть мати однаковi визначники.
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Одинична матриця

Означення. Матриця вигляду:
1 0 ... 0

0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 1

 = I

називається одиничною матрицею.

Визначник одиничної матрицi дорiвнює 1.
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Додатковий мiнор

Для зазначеної матрицi A матриця M1k називається додатковим мiнором
елемента матрицi a1k. Таким чином, можна помiтити, що кожний елемент
матрицi має свiй додатковий мiнор. Додатковi мiнори iснують тiльки у
квадратних матрицях.

Означення. Додатковий мiнор довiльного елемента квадратної матрицi aij
дорiвнює матрицi, отриманiй з вихiдної викреслюванням i-го рядка та j-го
стовбчика.
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Класичне визначення визначника

detA = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
σ∈Sn

(−1)invσ (a1σ1 · a2σ2 · . . . · anσn) ,

де σi є елементами перестановки σ чисел вiд 1 до n; invσ – iнверсiя
перестановки σ, яка дорiвнює кiлькостi iнверсних пар у перестановцi.
Iнверсними називаються такi пари елементiв перестановки, для яких σk > σl
при k < l. Наведене тут означення використано лише для спрощення викладу.



Транспонована матриця

Матрицю B = AT називають транспонованою матрицею A, а перехiд вiд A
до B транспонуванням, якщо елементи кожного рядка матрицi A записати у
тiм же порядку в стовпцi матрицi B.



Властивостi визначника

Властивiсть 1. Важливою властивiстю визначникiв є наступне
спiввiдношення:

detA = detAT ;

Властивiсть 2. det(AB) = detA · detB.
Властивiсть 3. Якщо у квадратнiй матрицi помiняти мiсцями якi-небудь два
рядки (або стовпцi), то визначник матрицi змiнить знак, не змiнившись за
абсолютною величиною.
Властивiсть 4. При множеннi стовпця (або рядка) матрицi на число її
визначник множиться на це число.
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Лiнiйна залежнiсть рядкiв

Означення: Стовпцi (рядки) матрицi називаються лiнiйно залежними,
якщо iснує їхня лiнiйна комбiнацiя, рiвна нулю, що має нетривiальнi (не рiвнi
нулю) розв’язки.



Властивостi визначника

Властивiсть 5. Якщо в матрицi A рядки або стовпцi лiнiйно залежнi, то її
визначник дорiвнює нулю.

Властивiсть 6. Якщо матриця мiстить нульовий стовпець або нульовий
рядок, то її визначник дорiвнює нулю. (Дане твердження очевидне, оскiльки
рахувати визначник можна саме за нульовим рядком або стовпцем.)
Властивiсть 7. Визначник матрицi не змiниться, якщо до елементiв однiєї з
його рядкiв (стовпця) додати (вiдняти) елементи iншого рядка (стовпця),
помноженi на якесь число, не рiвне нулю.
Властивiсть 8. Якщо для елементiв якогось рядка або стовбчика матрицi
виконується спiввiдношення: d = d1 ± d2, e = e1 ± e2, f1 = ±f2, то виконується:∣∣∣∣∣∣∣

a b c

d e f

k l m

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d1 e1 f1

k l m

∣∣∣∣∣∣∣±
∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d2 e2 f2

k l m

∣∣∣∣∣∣∣
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Приклад.

Обчислити визначник матрицi A =

 1 2 1

0 −2 3

3 1 1



∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

0 −2 3

3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·

∣∣∣∣∣ −2 3

1 1

∣∣∣∣∣− 2 ·

∣∣∣∣∣ 0 3

3 1

∣∣∣∣∣+ 1 ·

∣∣∣∣∣ 0 −2
3 1

∣∣∣∣∣ =
= (−2 · 1− 1 · 3)− 2(0 · 1− 3 · 3) + (0 · 1 + 3 · 2) = −5 + 18 + 6 = 19.
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Обчислення визначникiв другого порядку

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

+

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 − a12a21.



Правило Саррюса (Sarrus)

.

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ + +

− − −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



Правило трикутника

detA =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

−

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



Приклад

Дано матрицi A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
5 2

1 3

)
.

Знайти detAB.

1-й спосiб: detA = 4− 6 = −2; detB = 15− 2 = 13;

det(AB) = detA · detB = −26.

2-й спосiб: AB =

(
1 · 5 + 2 · 1 1 · 2 + 2 · 3
3 · 5 + 4 · 1 3 · 2 + 4 · 3

)
=

(
7 8

19 18

)
,

det(AB) = 7 · 18− 8 · 19 = 126− 152 = −26.



Приклад

Дано матрицi A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
5 2

1 3

)
. Знайти detAB.

1-й спосiб: detA = 4− 6 = −2; detB = 15− 2 = 13;

det(AB) = detA · detB = −26.

2-й спосiб: AB =

(
1 · 5 + 2 · 1 1 · 2 + 2 · 3
3 · 5 + 4 · 1 3 · 2 + 4 · 3

)
=

(
7 8

19 18

)
,

det(AB) = 7 · 18− 8 · 19 = 126− 152 = −26.



Приклад

Дано матрицi A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
5 2

1 3

)
. Знайти detAB.

1-й спосiб: detA = 4− 6 = −2; detB = 15− 2 = 13;

det(AB) = detA · detB = −26.

2-й спосiб: AB =

(
1 · 5 + 2 · 1 1 · 2 + 2 · 3
3 · 5 + 4 · 1 3 · 2 + 4 · 3

)
=

(
7 8

19 18

)
,

det(AB) = 7 · 18− 8 · 19 = 126− 152 = −26.



Приклад

Дано матрицi A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
5 2

1 3

)
. Знайти detAB.

1-й спосiб: detA = 4− 6 = −2; detB = 15− 2 = 13;

det(AB) = detA · detB = −26.

2-й спосiб: AB =

(
1 · 5 + 2 · 1 1 · 2 + 2 · 3
3 · 5 + 4 · 1 3 · 2 + 4 · 3

)
=

(
7 8

19 18

)
,

det(AB) = 7 · 18− 8 · 19 = 126− 152 = −26.



Приклад

Дано матрицi A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
5 2

1 3

)
. Знайти detAB.

1-й спосiб: detA = 4− 6 = −2; detB = 15− 2 = 13;

det(AB) = detA · detB = −26.

2-й спосiб: AB =

(
1 · 5 + 2 · 1 1 · 2 + 2 · 3
3 · 5 + 4 · 1 3 · 2 + 4 · 3

)
=

(
7 8

19 18

)
,

det(AB) = 7 · 18− 8 · 19 = 126− 152 = −26.



Приклад

Дано матрицi A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
5 2

1 3

)
. Знайти detAB.

1-й спосiб: detA = 4− 6 = −2; detB = 15− 2 = 13;

det(AB) = detA · detB = −26.

2-й спосiб: AB =

(
1 · 5 + 2 · 1 1 · 2 + 2 · 3
3 · 5 + 4 · 1 3 · 2 + 4 · 3

)
=

(
7 8

19 18

)
,

det(AB) = 7 · 18− 8 · 19 = 126− 152 = −26.



Приклад
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Елементарнi перетворення матрицi

Елементарними перетвореннями матрицi назвемо наступнi перетворення:
1) множення рядка на число, вiдмiнне вiд нуля;

2) додавання до елементiв одного рядка елементiв iншого рядка;
3) переставляння рядкiв;
4) викреслювання (видалення) одного з однакових рядкiв (стовпцiв);
5) транспонування.
Тi ж операцiї, застосованi до стовпцiв, також називаються елементарними
перетвореннями.
За допомогою елементарних перетворень можна до якого-небудь рядка або
стовпця додати лiнiйну комбiнацiю iнших рядкiв (стовпцiв).
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Мiнори

Означення. Якщо у матрицi A вилучити кiлька довiльних рядкiв i стiльки ж
довiльних стовпцiв, то визначник матрицi, складеної з елементiв,
розташованих на перетинi цих рядкiв i стовпцiв називається мiнором матрицi
A. Якщо вилучено s рядкiв i стовпцiв, то отриманий мiнор називається
мiнором порядку s.

Зазначимо, що вищесказане застосовне не тiльки до квадратних матриць, але i
до прямокутних.
Якщо викреслити з вихiдної квадратної матрицi A видiленi рядки i стовпцi, то
отримана матриця буде додатковим мiнором.
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Класичне визначення мiнора

У переважнiй частинi класичної лiтератури мiнором називається визначник
матрицi, яку ми тут назвали мiнором, знову ж таки для спрощення викладу.



Алгебраїчнi доповнення

Означення. Алгебраїчним доповненням мiнора матрицi називається
визначник його додаткового мiнора, помножений на (−1) у степенi, рiвному
сумi номера рядка i номера стовпця мiнора матрицi.



Ранг матрицi

Порядок базисного мiнору матрицi називається рангом матрицi i
позначається rankA.



Властивостi рангу

Елементарнi перетворення не змiнюють рангу матрицi.

Означення. Матрицi, отриманi в результатi елементарного перетворення,
називаються еквiвалентними.
Слiд вiдзначити, що рiвнi матрицi i еквiвалентнi матрицi – поняття зовсiм
рiзнi.
Теорема. Найбiльша кiлькiсть лiнiйно незалежних стовпцiв у матрицi
дорiвнює кiлькостi лiнiйно незалежних рядкiв i дорiвнює рангу матрицi.
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Визначити ранг матрицi. 1 0 0 0 5
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∼
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)
∼

(
1 5

2 11

)
,

∣∣∣∣∣ 1 5

2 11

∣∣∣∣∣ = 11− 10 = 1 6= 0⇒ rankA = 2.
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Зауваження

Якщо за допомогою елементарних перетворень не вдається знайти матрицю,
еквiвалентну вихiднiй, але меншого розмiру, то знаходження рангу матрицi
варто починати з обчислення мiнорiв найвищого можливого порядку. У
вищенаведеному прикладi – це мiнори порядку 3. Якщо визначник хоча б один
з них не дорiвнює нулю, то ранг матрицi дорiвнює порядку цього мiнору.



Теорема про базисний мiнор

Теорема.У довiльнiй матрицi A кожний стовпець (рядок) є лiнiйною
комбiнацiєю стовпцiв (рядкiв), у яких розташований базисний мiнор.

Таким чином, ранг довiльної матрицi A дорiвнює максимальному числу
лiнiйно незалежних рядкiв (стовпцiв) у матрицi. Якщо A – квадратна
матриця i detA = 0, то принаймнi один зi стовпцiв – лiнiйна комбiнацiя iнших
стовпцiв. Те ж саме справедливе i для рядкiв. Дане твердження є наслiдком
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Приклад
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4 1 2 1 0 1

1 −1 2 3 1 1

2 0 3 −1 2 0

0 1 1 −2 1 3



C1↔C2−−−−−→


1 4 2 1 0 1

−1 1 2 3 1 1

0 2 3 −1 2 0

1 0 1 −2 1 3


R2+R1−−−−→

R4−R1−−−−→
1 4 2 1 0 1

0 5 4 4 1 2

0 2 3 −1 2 0

0 −4 −1 −3 1 2

 C2↔C5−−−−−→


1 0 2 1 4 1

0 1 4 4 5 2

0 2 3 −1 2 0

0 1 −1 −3 −4 2

 R3−2R2−−−−−→
R4−R2−−−−→
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Дорозв’язання прикладу щодо знаходження рангу матрицi з
попередньої лекцiї


1 0 2 1 4 1

0 1 4 4 5 2

0 0 −5 −9 −8 −4
0 0 −5 −7 −9 0



R4−R3−−−−→


1 0 2 1 4 1
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