
Екстремум функцiї декiлькох
змiнних. Умовний екстремум



Максимум функцiї декiлькох змiнних

Означення Якщо для функцiї z = f(x, y), визначеної в деякiй областi, у
деякому околi точки M0(x0, y0) виконується нерiвнiсть

f(x0, y0) > f(x, y)

то точка M0 називається точкою максимуму



Мiнiмум функцiї декiлькох змiнних
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f(x0, y0) < f(x, y)

то точка M0 називається точкою мiнiмуму



Необхiднi умови екстремуму

Теорема
Якщо функцiя f(x, y) у точцi (x0; y0) має екстремум, то у цiй точцi або обидвi
її частиннi похiднi першого порядку дорiвнюють нулю f ′x(x0, y0) = 0,
f ′y(x0, y0) = 0, або хоча б одна з них не iснує.

Цю точку (x0, y0) будемо називати критичною точкою.



Необхiднi умови екстремуму

Теорема
Якщо функцiя f(x, y) у точцi (x0; y0) має екстремум, то у цiй точцi або обидвi
її частиннi похiднi першого порядку дорiвнюють нулю f ′x(x0, y0) = 0,
f ′y(x0, y0) = 0, або хоча б одна з них не iснує.
Цю точку (x0, y0) будемо називати критичною точкою.



Достатнi умови екстремуму

Теорема
Нехай в околi критичної точки (x0; y0) функцiя f(x, y) має неперервнi частиннi
похiднi до другого порядку включно. Розглянемо вираз:

D(x, y) = f ′′x2(x, y) · f ′′y2(x, y)−
[
f ′′xy(x, y)

]2

1. Якщо D(x0, y0) > 0, то у точцi (x0, y0) функцiя f(x, y) має екстремум,
якщо f ′′x2(x0, y0) < 0 – максимум, якщо f ′′x2(x0, y0) > 0 – мiнiмум.

2. Якщо D(x0, y0) < 0, то у точцi (x0, y0) функцiя f(x, y) не має екстремуму.
У випадку, якщо D = 0, висновок про наявнiсть екстремуму зробити не
можна.
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Приклад

Дослiдити на екстремум функцiю

z = 2x3 + 2y3 − 36xy + 30.



Розв’язання
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Розв’язання

У цьому випадку {
6x2 − 36y = 0

6y2 − 36x = 0

Скорочуємо на 6: {
x2 − 6y = 0

y2 − 6x = 0

З першого рiвняння y =
x2

6
.

Пiдставляючи це значення до другого рiвняння, маємо

x4

36
− 6x = 0 або x4 − 216x = 0⇒ x(x3 − 216) = 0⇒

⇒ x(x− 6)(x2 + 6x+ 36) = 0
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Розв’язання

D(x0, y0) = 144 · 0 · 0− 1296

= −1296 < 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (0; 0) немає
екстремуму.

D(x1, y1) = 144 · 6 · 6− 1296 = 3888 > 0

Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (6; 6) є

екстремум.Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(x1;y1)

= 72 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 2x31 + 2y31 − 36x1y1 + 30 =

= 2 · 216 + 2 · 216− 36 · 6 · 6 + 30 = −402.
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Отже, за теоремою про достатнi умови екстремуму у точцi (6; 6) є

екстремум.Оскiльки
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
(x1;y1)

= 72 > 0, маємо мiнiмум.

Обчислюємо zmin:
zmin = 2x31 + 2y31 − 36x1y1 + 30

=

= 2 · 216 + 2 · 216− 36 · 6 · 6 + 30 = −402.
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Умовний екстремум. Рiвняння зв’язку

Умовний екстремум знаходиться, коли змiннi x i y, що входять у функцiю
u = f(x, y), не є незалежними, тобто iснує деяке спiввiдношення ϕ(x, y) = 0, що
називається рiвнянням зв’язку.

Тодi зi змiнних x i y тiльки одна буде незалежною, оскiльки iнша може бути
виражена через неї з рiвняння зв’язку.
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Виведення критерiю екстремуму

Тодi u = f(x, y(x)).
du

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx

У точках екстремуму:
du

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
= 0 (1)

Крiм того:
∂ϕ

∂x
+
∂ϕ

∂y

dy

dx
= 0 (2)
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Необхiднi умови екстремуму

Для виконання цiєї умови у всiх точках знайдемо невизначений коефiцiєнт λ
так, щоб виконувалася система трьох рiвнянь:

∂f

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y
= 0

ϕ(x, y) = 0

Отримана система рiвнянь є необхiдними умовами умовного екстремуму.
Однак ця умова не є достатньою. Тому при знаходженнi критичних точок
потрiбно їхнє додаткове дослiдження на екстремум.
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Функцiя Лагранжа

Вираз u = f(x, y) + λϕ(x, y) називається функцiєю Лагранжа



Приклад

Знайти екстремум функцiї f(x, y) = xy, якщо рiвняння зв’язку: 2x+3y− 5 = 0.



Розв’язання

u = xy + λ(2x+ 3y − 5)

∂u

∂x
= y + 2λ;

∂u

∂y
= x+ 3λ;


y + 2λ = 0

x+ 3λ = 0

2x+ 3y − 5 = 0

λ = − 5

12
; x =

5

4
; y =

5

6
;

Таким чином, функцiя має екстремум у точцi
(
5

4
;
5

6

)
.
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Метод множникiв Лагранжа

Використання функцiї Лагранжа для знаходження точок екстремуму функцiї
називається також методом множникiв Лагранжа.

Вище ми розглянули функцiю двох змiнних, однак, всi мiркування щодо
умовного екстремуму можуть бути поширенi на функцiї бiльшого числа
змiнних.
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