
Приклад

Знайти характеристичнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення A,

матриця лiнiйного перетворення A =

 1 1 3

1 5 1

3 1 1

.



Розв’язання

Складемо характеристичне рiвняння:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 3

1 5− λ 1

3 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(1− λ) ((5− λ) (1− λ)− 1)− (1− λ− 3) + 3 (1− 15 + 3λ) = 0

(1− λ)
(
5− 5λ− λ+ λ2 − 1

)
+ 2 + λ− 42 + 9λ = 0

(1− λ)
(
4− 6λ+ λ2

)
+ 10λ− 40 = 0

4− 6λ+ λ2 − 4λ+ 6λ2 − λ3 + 10λ− 40 = 0

−λ3 + 7λ2 − 36 = 0

Власнi значення: λ1 = −2; λ2 = 3; λ3 = 6;
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Розв’язання

1) Для λ1 = −2:


3x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

{
x1 + 7x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 0

Маємо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь, у якiй двi базиснi невiдомi i одна
вiльна.

Якщо прийняти x1 = C, то

{
7x2 + x3 = −C
x2 + 3x3 = −3C

⇒ x2 = 0; x3 = −C;

Власнi вектори: −→v1 =

 1

0

−1

C.
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C.



Розв’язання

2) Для λ2 = 3:


−2x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 0

{
x1 + 2x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то

{
2x2 + x3 = −C
x2 − 2x3 = −3C

⇒ x2 = −C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v2 =

 1

−1

1

C.



Розв’язання

2) Для λ2 = 3:
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Розв’язання

2) Для λ2 = 3:
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Власнi вектори: −→v2 =

 1

−1

1

C.



Розв’язання

3) Для λ3 = 6:


−5x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

{
x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то

{
−x2 + x3 = −C
x2 − 5x3 = −3C

⇒ x2 = 2C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v3 =

 1

2

1

C.



Розв’язання

3) Для λ3 = 6:


−5x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0
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x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0
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x2 − 5x3 = −3C
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Власнi вектори: −→v3 =

 1

2

1

C.



Розв’язання

3) Для λ3 = 6:


−5x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

{
x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 − 5x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то

{
−x2 + x3 = −C
x2 − 5x3 = −3C

⇒ x2 = 2C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v3 =

 1

2

1

C.



Власнi вектори операторiв, заданих симетричними матрицями

Якщо матриця симетрична, власнi вектори є перпендикулярними. Зокрема,
перпендикулярними є власнi вектори для матриць, якi складено iз нормальних
i дотичних напружень або моментiв iнерцiї.



Аналiтична геометрiя. Вектори.
Системи координат.



Вектор в аналiтичнiй геометрiї

Означення. Вектором називається прямолiнiйний вiдрiзок (упорядкована
пара точок).

До векторiв належить також i нульовий вектор, початок i кiнець якого
збiгаються.



Вектор в аналiтичнiй геометрiї

Означення. Вектором називається прямолiнiйний вiдрiзок (упорядкована
пара точок).
До векторiв належить також i нульовий вектор, початок i кiнець якого
збiгаються.



Довжина вектора

Означення. Довжиною (модулем) вектора називається вiдстань мiж
початком i кiнцем вектора. ∣∣∣−−→AB∣∣∣ = |−→a |



Колiнеарнi вектори

Означення. Вектори називаються колiнеарними, якщо вони розташованi на
однiй або паралельних прямих. Нульовий вектор колiнеарний до будь-якого
вектора.



Компланарнi вектори

Означення. Вектори називаються компланарними, якщо iснує площина,
якiй вони паралельнi.

Колiнеарнi вектори завжди компланарнi, але не всi компланарнi вектори
колiнеарнi.



Компланарнi вектори

Означення. Вектори називаються компланарними, якщо iснує площина,
якiй вони паралельнi.
Колiнеарнi вектори завжди компланарнi, але не всi компланарнi вектори
колiнеарнi.



Рiвнi вектори

Означення. Вектори називаються рiвними, якщо вони колiнеарнi, однаково
спрямованi i мають однаковi модулi.



Лiнiйнi операцiї над векторами

Означення. Лiнiйними операцiями над векторами називається додавання i
множення на число.

Сумою векторiв є вектор – ~c = ~a+~b

Добуток – ~b = α ~a;
∣∣∣−→b ∣∣∣ = α |−→a |, при цьому ~a колiнеарний до ~b.

Вектор ~a спiвнаправлений з вектором ~b (~a ↑↑ ~b), якщо α > 0.
Вектор ~a протилежно спрямований до вектора ~b (~a ↑↓ ~b), якщо α < 0.
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Властивостi векторiв

1. ~a+~b = ~b+ ~a – комутативнiсть.

2. ~a+ (~b+ ~A) = (~a+~b) + ~A

3. ~a+~0 = ~a

4. ~a+ (−1)~a = ~0

5. (α · β)~a = α(β~a) – асоцiативнiсть
6. (α+ β)~a = α~a+ β~a – дистрибутивнiсть
7. α(~a+~b) = α~a+ α~b

8. 1 · ~a = ~a.
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Базиси у просторi та на площинi

Означення.
1) Базисом у просторi називаються будь-якi 3 некомпланарнi вектори, узятi в
певному порядку.
2) Базисом на площинi називаються будь-якi 2 неколiнеарнi вектори, узятi в
певному порядку.
3) Базисом на прямiй називається будь-який ненульовий вектор.



Компоненти (координати) вектора

Означення. Якщо −→e1 , −→e2 , −→e3 – базис у просторi i −→a = α−→e1 + β −→e2 + γ −→e3 , то
числа α, β i γ – називаються компонентами або координатами вектора ~a у
цьому базисi.



Властивостi координат вектора

1. рiвнi вектори мають однаковi координати,

2. при множеннi вектора на число його координати теж множаться на це
число,

3. λ−→a = λ(α−→e1 + β −→e2 + γ −→e3) = (λα)−→e1 + (λβ) −→e2 + (λγ) −→e3 .
4. при додаваннi векторiв складаються їхнi вiдповiднi компоненти.

−→a = α1
−→e1 + α2

−→e2 + α3
−→e3 ;
−→
b = β1

−→e1 + β2
−→e2 + β3

−→e3 ;

~a+~b = (α1 + β1)
−→e1 + (α2 + β2)

−→e2 + (α3 + β3)
−→e3 .
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−→e2 + β3

−→e3 ;

~a+~b = (α1 + β1)
−→e1 + (α2 + β2)

−→e2 + (α3 + β3)
−→e3 .



Властивостi координат вектора
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Лiнiйна залежнiсть векторiв

Означення. Вектори −→a1, ...,−→an називаються лiнiйно залежними, якщо iснує
така лiнiйна комбiнацiя α1

−→a1 + α2
−→a2 + ...+ αn

−→an = 0, при не рiвних нулю
одночасно αi , тобто α2

1 + α2
2 + ...+ α2

n 6= 0.

Якщо ж тiльки при αi = 0 виконується α1
−→a1 + α2

−→a2 + ...+ αn
−→an = 0, то вектори

називаються лiнiйно незалежними.
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Властивостi векторiв

Властивiсть 1. Якщо серед векторiв −→ai є нульовий вектор, то цi вектори
лiнiйно залежнi.

Властивiсть 2. Якщо до системи лiнiйно залежних векторiв додати один або
кiлька векторiв, то отримана система теж буде лiнiйно залежна.
Властивiсть 3. Система векторiв лiнiйно залежна тодi i тiльки тодi, коли
один з векторiв розкладається в лiнiйну комбiнацiю iнших векторiв.
Властивiсть 4. Будь-якi 2 колiнеарнi вектори лiнiйно залежнi й, навпаки,
будь-якi 2 лiнiйно залежнi вектори колiнеарнi.
Властивiсть 5. Будь-якi 3 компланарних вектори лiнiйно залежнi й, навпаки,
будь-якi 3 лiнiйно залежнi вектори компланарнi.
Властивiсть 6. Будь-якi 4 вектори у просторi лiнiйно залежнi.
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Декартова система координат

Зафiксуємо у просторi точку O i розглянемо довiльну точку M .
Вектор

−−→
OM назвемо радiус-вектором точки M . Якщо у просторi задати

деякий базис, то точцi M можна зiставити деяку трiйку чисел – компонента її
радiус-вектора.



Означення декартової системи координат

Означення. Декартовою системою координат у просторi називається
сукупнiсть точки i базису. Точка називається початком координат. Прямi,
що проходять через початок координат називаються осями координат.

1-а вiсь – вiсь абсцис
2-а вiсь – вiсь ординат
3-я вiсь – вiсь аплiкат



Означення декартової системи координат

Означення. Декартовою системою координат у просторi називається
сукупнiсть точки i базису. Точка називається початком координат. Прямi,
що проходять через початок координат називаються осями координат.
1-а вiсь – вiсь абсцис
2-а вiсь – вiсь ординат
3-я вiсь – вiсь аплiкат



Координати вектора у декартовiй системi координат

Щоб знайти компоненти вектора потрiбно з координат його кiнця вiдняти
координати початку.

A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2)

−−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).
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Базис у ДСК. Прямокутна ДСК

Означення. Базис називається ортонормованим, якщо його вектори
попарно ортогональнi i дорiвнюють одиницi.

Означення. Декартова система координат, базис якої ортонормований
називається декартовою прямокутною системою координат.
Будемо позначати елементи (орти) ортонормованого базису ~i, ~j та ~k.
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Приклад

Дано вектори ~a = (1; 2; 3), ~b = (−1; 0; 3), ~c = (2; 1;−1) i
−→
d = (3; 2; 2) у деякому

базисi. Показати, що вектори ~a, ~b i ~c утворюють базис i знайти координати
вектора

−→
d у цьому базисi.



Розв’язання

Вектори утворять базис, якщо вони лiнiйно незалежнi, iнакше кажучи, якщо
рiвняння, що входять у систему:

α− β + 2γ = 0

2α+ 0 · β + γ = 0

3α+ 3β − γ = 0

лiнiйно незалежнi. Тодi
−→
d = α−→a + β

−→
b + γ−→c .

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

2 0 1

3 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

2 0 1

3 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 0 1

1 −1

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 2 1

3 −1

∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣ 2 0

3 3

∣∣∣∣∣ = −3 + (−2− 3) + 12 = 4 6= 0
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Розв’язання

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 2

2 0 1

2 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣ 0 1

3 −1

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 2 1

2 −1

∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣ 2 0

2 3

∣∣∣∣∣ =

= 3(−3) + (−2− 2) + 12 = −1.

α =
∆1

∆
= −1

4
;



Розв’язання

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2

2 2 1

3 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣ = (−2−2)−3(−2−3)+2(4−6) = −4+15−4 = 7;

β =
∆2

∆
=

7

4
;



Розв’язання

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 3

2 0 2

3 3 2

∣∣∣∣∣∣∣ = −6 + (4− 6) + 18 = 10;

γ =
∆3

∆
=

5

2
;

Разом, координати вектора
−→
d в базисi ~a, ~b, ~c:

−→
d =

{
−1

4
,
7

4
,
5

2

}
.



Довжина вектора у координатах

Довжина вектора у координатах визначається як вiдстань мiж точками
початку i кiнця вектора. Якщо заданi двi точки у просторi A(x1, y1, z1), B(x2,
y2, z2), то

∣∣∣−−→AB∣∣∣ =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.



Дiлення вектора у заданому спiввiдношеннi

Якщо точка M(x, y, z) дiлить вiдрiзок AB у спiввiдношеннi λ/µ, то
координати цiєї точки визначаються як:

x =
µx1 + λx2
µ+ λ

; y =
µy1 + λy2
µ+ λ

; z =
µz1 + λz2
µ+ λ

.



Координати середини вектора

В окремому випадку координати середини вiдрiзка знаходяться як:

x =
x1 + x2

2
; y =

y1 + y2
2

; z =
z1 + z2

2
.



Лiнiйнi операцiї над векторами в координатах

Нехай заданi вектори в прямокутнiй системi координат −→a (xA, yA, zA);
−→
b (xB, yB, zB), тодi

−→a +
−→
b = −→c = (xA + xB; yA + yB; zA + zB); α · −→a = (αxA;αyA;αzA)



Полярна система координат

Означення. Точка O називається полюсом, а промiнь l – полярною вiссю.
Кут ϕ називається полярним кутом.



Зв’язок полярної системи координат iз ПДСК

Кожна точка у полярнiй системi координат визначається двома координатами
— полярним радiусом r та полярним кутом ϕ. Записують так: M(r, ϕ).

x = r cosϕ; y = r sinϕ;

x2 + y2 = r2
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Цилiндрична i сферична системи координат

y
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�
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r

�
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Цилiндрична система координат

∣∣∣−−→OM ∣∣∣ = ρ; OM1 = r; MM1 = h.

Означення. Цилiндричними координатами точки M називаються числа
(r, ϕ, h), якi визначають положення точки M у просторi.
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Сферична система координат

Означення. Сферичними координатами точки M називаються числа
(ρ, ϕ, θ), де θ – кут мiж ρ i нормаллю.



Зв’язок мiж цилiндричною та декартовою прямокутною системами
координат

y

z

x

M

�

h

r

�

M1

h = z;x = r cosϕ; y = r sinϕ;

cosϕ =
x√

x2 + y2
; sinϕ =

y√
x2 + y2

.



Зв’язок сферичної системи координат з декартовою прямокутної

y

z

x

M

�

h

r

�

M1

z = ρ cos θ; y = ρ sin θ sinϕ; x = ρ sin θ cosϕ; ρ =
√
x2 + y2 + z2;

ϕ = arctg
y

x
; θ = arctg

√
x2 + y2

z
;

cos θ =
z√

x2 + y2 + z2
; sin θ =

√
x2 + y2√

x2 + y2 + z2
.


