
1.3. Комбінаторні схеми





1.3. Комбінації, розміщення і перестановки 

Нехай A = {a1,...,an} – множина об’єктів, число k n (k може бути 

нулем). 

Як можна вилучити з множини A рівно k об’єктів? Можна 

1) вилучати ці об’єкти послідовно без повернення, один за другим k 

разів;  

2) вилучати з поверненням, а саме, вилучити один об’єкт з множини A, 

повернути назад, вилучити наступний об’єкт, повернути його назад і 

т.д. k разів. 

В цьому випадку ми отримаємо слова, літерами яких є наші об’єкти. 

Наприклад, так ми можемо отримати слово ЖАБА якщо вилучаємо 4 

літери з поверненням з українського алфавиту; 

3) вилучати без повернення, одразу всі k об’єктів, однією купою без 

повторів (невпорядковано); 

4) вилучати невпорядкованоно k об’єктів, які можуть повторюватися. 

Прикладом такого вилучення буде наступна задача: нехай в магазині є 

бескінечна кількість лимонів, яблук і груш. Розглянемо множину 

 A = {лимон, яблуко, груша }. Ми хочемо купити 5 фруктів. Якою 

кількістю способів ми зберемо в авоську 5 фруктів? Т.як порядок не 

важливий то ця кількість буде дорівнювати кількості способів вилучити 

невпорядковано 5 фруктів з A = { лимон, яблуко, груша } з 

повтореннями. 



Розберемо їх більш докладно. Попередньо зазначимо, що ∅ – позначає 

порожню множину і вважається (тут n! читається n-факторіал): 

0! = 1, 1! = 1, n! = n · (n − 1)! = n · (n − 1) · (n − 2) · ... · 2 · 1. 

Відповідно чотирьом типам вилучень введемо позначення: 

1) число k-розміщень без повторень з n об’єктів позначається k
nA  

(читається ”а з n по k“); 

2) число k-розміщень з повтореннями з n об’єктів позначається k
nA ; 

3) число k-комбінацій без повторень з n об’єктів позначається k
nC  

(читається ”с з n по k“, це позначення придумав Паскаль в 17 сторіччі, 

але зараз в англомовному світі прийнято позначення  ( ) k
n

k
n C=  ); 

4) число k-комбінацій з повтореннями з n об’єктів позначається k
nC  . 



Розміщення без повторення 







Розміщення з повтореннями 

Поставимо задачу знаходження числа всіх можливих наборів з n по m 

(позначаються 
m

nA вважаючи різними ті, які відмінні один від одного 

або видом предметів, що в них входять, або порядком їх розміщення). 





Теорема 1.1. 
mm

n
nA =

Доведення. Візьмемо n об’єктів {a1, ..., an}. Ми хочемо вибирати об’єкт 

з цієї множини і повертати назад і так m разів. Цю дію можна предста- 

вити як послідовний вибір об’єктів по одному з множини 
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В силу правила добутку ми отримаємо кілкість способів вибрати m 

об’єктів, що дорівнює  

m

m
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Перестановки з повтореннями і без повторень 







Комбінації з повтореннями і без повторень 



Теорема 1.2 

Доведення. З вихідного набору об’єктів {a1, ..., an} створимо m штук 

комбінацій: перша комбінація – {a1, ..., am}, і т.д., остання комбінація – 

{an−m+1, ..., an}. 

Номер останньої комбінації за визначенням є 
m

nC  . Потім ми кожну з 

отриманих комбінацій впорядковуємо m! числом способів і отримуємо 

розміщениня. Отже, число розміщень – це з одноієїй сторони 
m

nA , а з 

іншої сторони !mC m

n  . Тому ми отримардження нашої теореми. 







Теорема 1.3 

Доведення. З вихідного набору об’єктів {a1, ..., an} створимо m штук 

комбінацій: перша комбінація – {a1, ..., am}, і т.д., остання комбінація – 

{an−m+1, ..., an}. 

Номер останньої комбінації за визначенням є 
m

nC  . Потім ми кожну з 

отриманих комбінацій впорядковуємо m! числом способів і отримуємо 

розміщениня. Отже, число розміщень – це з одноієїй сторони 
m

nA , а з 

іншої сторони !mC m

n  . Тому ми отримардження нашої теореми. 

m
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Доведення. Ми хочемо встановити взаємно однозначну відповідність 

між m-комбінаціями з повтореннями з n об’єктів і m-комбінаціями без 

повторень з n + m − 1 об’єктів. 
 



На прикладі обсудимо спосіб доведення цієї теореми: нехай в нас є 

число n = 33, український алфавіт { а, б, в, ..., ю, я }, число m = 4.      

  Візьмемо 4-комбінацію з повтореннями з алфавіту, наприклад  

{ ж, а, б, а } = {а, а, б, ж }, 

створимо для неї ”паспорт“ виду 
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перебираючи всі літери алфавіту, виписуючи нулі і одиниці, де 1 

означає, що літера є, 0 означає перегородку між літерами, якщо літери 

не має – то нічого не ставимо. Зазначимо, що між  ”паспортами“ і 

словами з повтореннями є взаємооднозначна відповідність, тому що за 

”паспортом“ ми можемо встановити слово. 

В загальному випадку, використовуючи множину {a1, ..., an} 

створюємо m-комбінацію з повтореннями і потім, створюємо для неї 

”паспорт“ виду  
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так само, як ми це робили в прикладі. 
 



Оскільки ми встановили взаємно однозначну відповідність між m-

комбінаціями з повтореннями з n об’єктів і m-комбінаціями без 

повторень з n + m − 1 об’єктів (тобто ”паспортами“),  отримуємо, що 

m

nC , що нас цікавить дорівнює кількості всіх таких ”паспортів“. 

Якою кількістю способів ми можемо створити ”паспорт“, в якому m 

одиниць і n – 1 нуль? Ми можемо з n + m − 1 позицій в векторі выбрати 

m позицій, на які поставимо 1, на інші місця ми поставимо 0. Зробити 

цео можна 
m

mnC 1−+  числом способів. 












