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Загальні положення

Дане видання являє собою методичні вказівки для вивчення

курсу вищої математики з розділу «Інтегральне числення» для

студентів першого курсу інженерних спеціальностей.

Студенти мають знати:

- основні математичні поняття сучасної математичної символіки,

елементи теорії множин і математичної логіки як основних

можливостей мінімально-збиткового представлення математично

формалізованих процесів; теорію континіуму (теорію дійсних чисел),

яка являється тим середовищем, де методи і засоби

математичного аналізу виростають в сильні математичні знаряддя

природознавства і техніки.

Студенти мають вміти:

- математично моделювати технологічні, технічні та соціально-

економічні процеси в межах тих технологічних, технічних та

соціально-економічних знань, які вони отримали при вивченні

відповідних природничих та спеціальних дисциплін; за умов

міждисциплінарних зв'язків в процесі бакалаврської підготовки та

за умов подальшої інженерної діяльності чисельно розв'язувати

практичні задачі в межах вище означеного, кількісно оцінювати

результати практичних завдань, проектів та бізнес-пропозицій.

Розділ: Інтегральне числення

Завдання 1. Знаходження невизначених інтегралів.

Завдання 2. Інтегрування ірраціональних виразів.

Завдання 3. Інтегрування тригонометричних виразів.

Завдання 4. Обчислення визначених інтегралів.

Завдання 5. Обчислення площ плоских фігур за допомогою

визначеного інтеграла.

Завдання 6. Обчислення довжини дуги за допомогою визначеного

інтегралу.

Завдання 7. Обчислення об’ємів і площ поверхні обертання за



допомогою визначеного інтеграла.

Розв’язання типового варіанта

Завдання 1. Знаходження невизначених інтегралів

1) Інтегрування методом підстановки.

Нехай треба знайти dx)x(f , знайти первісну для )x(f

неможливо, але відомо, що вона існує. Зробимо заміну )t(x  , де

)t( – неперервна функція з неперервною похідною. Тоді

dt)t(dx   і   dt)t())t((fdx)x(f  .
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2) Інтегрування по частинах.

Формула інтегрування по частинах має вигляд   vduuvudv , де –

v,u диференційовані функції.
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3) Інтегрування раціональних дробів

Нехай треба обчислити dx
)x(f

)x(Q
 , де

)x(f

)x(Q
– раціональний дріб, який

розкладається на суму простіших дробів методом невизначених

коефіцієнтів.
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Завдання 2. Інтегрування ірраціональних виразів

У завданні три приклади:

а) інтегрування деяких ірраціональних функцій:

б) інтегрування виразів виду R ( cbxaxx 2
, );

в) інтегрування диференціальних біномів.
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б) Інтеграл   dx)cbxax,x(RI
2 підраховується за допомогою

трьох підстановок

1) 0a , тоді txacbxax 2

2) 0c , тоді cxtcbxax 2

3)
21

, xx - дійсні корені тричлена xbxax 2 , тоді

t)xx(cbxax 1
2  .
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в) dx)bxa(x
nm  , де p,n,m - раціональні числа, знаходиться в

трьох випадках

1) p - ціле число;

2)
n

m 1
- ціле число, підстановка в цьому випадку sn

tbxa  , де s

- знаменник дробу p ;
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m
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Завдання 3. Інтегрування тригонометричних виразів

У завданні п`ять прикладів

1) інтеграли виду   xdxxRxdxxR sin)(cos,cos)(sin ;

2) інтеграли виду xdxx
nm

cossin , де n,m - невід`ємні і парні;

3) інтеграли виду  dxxxR )cos,(sin ;

4) інтеграли від ctgtg , в додатній степені;

5) інтегрування ірраціональних виразів за допомогою

тригонометричних підстановок.

1) Інтеграли виду  xdxxR cos)(sin ,  xdxxR sin)(cos

розв`язуються за допомогою підстановки txtx  cos;sin .

Приклад 1.
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 
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



dt)t(t
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2)

Інтеграли виду xdxcosxsin
nm , де n,m - додатні і парні

підраховуються за допомогою формул
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2) Інтеграли виду  dx)xcos,x(sinR обчислюються за

допомогою підстановки
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4) Інтеграли dxctgxdxtgx
mn  )(,)( підраховуються за допомогою

підстановки tctgxttgx  ; .
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Завдання 4. Обчислення визначених інтегралів.

В завданні 4 приклади – перший на використання формули



Ньютона-Лейбніца, другий – на заміну змінної, третій –

інтегрування по частинах, четвертий – обчислення невласних

інтегралів.

Формула Ньютона-Лейбніца має вигляд

 
b

a
aFbF

b

a
xFdxxF )()(|)()(

Приклад 1. 
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
b

a

b

a

abx
dxx |

33

333
2

Якщо у визначеному інтегралі вводиться заміна змінної,

необхідно змінювати границі інтегрування.
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3) Формула інтегрування по частинах для визначеного інтеграла

має вигляд  
b

a
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a
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Завдання 5. Обчислення площі за допомогою визначеного

інтеграла

В завданні розглянуті приклади обчислення площі, якщо

фігура задана рівнянням

а) в декартовій системі координат;

б) в параметричному вигляді

в) в полярних координатах.

а) обчислення площі фігури, обмеженої bxaxxfy  ;);( і
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Завдання 6. Обчислення довжини дуги за допомогою визначеного

інтеграла

В завданні розглянуті приклади обчислення довжини дуги,

якщо лінія задана

а) в декартових координатах;

б) в параметричному вигляді;

в) в полярних координатах.
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Завдання 7. Обчислення об`ємів і поверхонь тіл за допомогою

визначеного інтеграла.

Розглядаються приклади обчислення

а) об`ємів тіл за площею паралельних перерізів

б) об`ємів тіл обертання

в) площі поверхні тіла обертання.
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Приклад 3. Знайти площу поверхні обертання кривої xsiny 
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Завдання для самостійної роботи

1. Знайти інтеграли А, Б, В, Г, Д, Е (Дод. 1).

2. Обчислити визначені інтеграли А, Б (Дод.2).

3. Обчислити невласні інтеграли (Дод.3).

4. а) Обчислити площу фігур.

б) Обчислити довжину дуги (Дод. 4).

5. а) Обчислити об`єм тіла обертання.

б) Обчислити площу поверхні тіла обертання (Дод.5).

Список літератури

1. Овчинников П.П., Міхайленко В.М., Яремчук Ф.П. Вища

математика. Підручник, ч.ІІ К.: Техніка, 2000. – 59 с.

2. Федоренко Н.Д., Баліна О.І., Безклубенко І.С. та інші Вища

математика. Навчальний посібник. К.: КНУБА, 2003. – 246 с.

3. Федоренко Н.Д., Баліна О.І., Безклубенко І.С. Вища математика

у двох частинах. Навчальний посібник. ч. І К.: КНУБА, 2009. –

168 с.



Додаток 1

Вар-т Інтеграл
А Б В Г Д Е

1
dx

x

x
  5

dx
x

xln

1   dxex

x3
34

 
dx

x

x





1

13

2

3

dx

xx

x



34

1 xdxcosxsin
44 

2
dx

x

x
 


2

2  
dx

x

xarccos





2

3

1

1   dxex
x3

43 
dx

xx

x





2

52

2

3

dx

xx

x


 31

 
  xsintgx

dx

253

3
dx

e

e

x

x


1

2  

 
dx

xcos

xtg





1

1

2

  xdxsinx 4164 
dx

xx

x





23

253

2

3

dx

xx

x



3 8

3 3 2
1

 

 





2

2

12

xcosxsin

dxctgx

4
dx

x

x
 1

3

 
dx

xsinx

xcos





2

1   dxex
x2

61 

   
dx

xxx

xxx






12

1772

22

3

 



dx

xx

x

92

3
2

3 2
1 dx

xcosxsin

tgx





132

23

22

5  
dx

x

x





1

1

2

2

 
dx

xsinx

xsinxcosx





2

  xdxcosx 224 

   
dx

xxx

xxx






221

696

22

23




dx
x

x

2

3 2
1

 





xcosxsin

dxtgx

22
218

8

6
  )x(x

dx

1


 1
24

xx

xdx   dxex
x  3

25

   
dx

xx

xxx






21

1563

22

23

 
dx

xx

x



8 7

4 3
1

 
 


xsinxcos

dxxcos

1

1

7


1
2

4

x

dxx dx
x

)xln(
 


1

11  dxxln  4
2

  
dx

xxx

xx
 


34

123
23

 
dx

xx

x



62

3
4 3 2

1
dxxarctg 14

Продовження



додатку 1

Вар-т Інтеграл
А Б В Г Д Е

8
dx

x

x





1

1

2

2

dx
x

xarctgx





2
1

4   xdxsinx 242 
dx

xx

x





3

3
23

dx
x

x



2

3 4 3
1

xdxsin 3

9
dx

x

x





5

5

2

2

dx
x

xarctgx
 


1

4
22  dxxe

x 
34

2

dx
xx

xx





2

382

2

36

 
dx

xx

x



10 9

4
5 1

xdxcosxsin 5

10
dx

x

x


 4
2

2

dx
xsinx

xcosx





2
2

 dxxe
x

92
3 

 dx
xx

xx





2

7123

2

35

 
dx

xx

x



52

4
5 3 2

1
xdxcosxsin 

11
dx

x

x
 1

4

dx
x

xarctgx





2
41

28   xdxsinx 442 
dx

xx

x





34

17

2

3

dx
xx

x



52

5 4
1

xdxcosxsin 248
2

12
dx

x

x
 


12

2
dx

x

xdx


1
4

 
dx)x(e

x
54

dx
xx

xx





2

35
1




dx
xx

x

152

3 5 4
1

dxxcos 84
2

13
dx

x

dxx


1
2

6

dx

x

x)x(






1

1

2

  dxxarctg 12
dx

xx

xx





3

49

2

35

 



dx

xx

x

5 2

3
4 5 4

1 dx
x

cos
x

sin
44

44

14
dx

x

x


1
2

5  
dx

x

arctgxx





2

4

1

dxxarctg 15
dx

xx

xx





5

125

2

35

 
dx

xx

x



12 5

3 2
41 dx

x
cos

x
sin

22
2

624

Продовження
додатку 1



Вар-т
Інтеграл

А Б В Г Д Е

15
dx

x

x
 1

3

 
dx

xx

x





1

1   xdxcosx 523 

   
dx

xx

xxx






11

234

22

23

 
dx

xx

x



6 5

4 3 2
1 dx

tgx

tgx
 


32

74

16
dx

x

x
 1

2

dx
x

xlnx


 22 xdxcos)x( 374 
dx

)xx()x(

xxx





221

1242

22

23

dx

xx

x



5 2

5 31 
 783

8

22
xsinxcos

tgxdx

17
dx

x

x
 


2

2
2


 22

3

1 )x(

dxx   xdxcosx 538 
dx

)x)(x(

xxx





3

23

12

762
 

dx
xx

x



32

2
3 5 4

1 dx
xcos

xtg
  234

2

18
dx

x

x


 2

2

dx
x

xx





1
4

3   xdxsinx 232 
dx

)x)(x(

xxx





3

23

22

6136  
dx

xx

x



3

3 41 dx
xtg

xtg





5

13

2

2

19
dx

x

x
  3

3

dx
x

xdx


3 1

  xdxsinx 4107 
dx

)x)(x(

xxx




3

23

12

4762
dx

xx

x



5

12

4 31

 
  xsintgx

dx

256

12

20
dx

x

x
 


2

1
2

dx
sin)x(

xcos





2

1


xcos

xdx

2 dx
)x)(x(x

xxx
 


13

1272
23




dx

xx

x

4
15

3 51

 
  xsintgx

dx

26

36

21
dx

x

x
 


12

2
dx

)xsinx(

xsinxcosx



2

  xdxsin)xx( 23
2

dx
)x(x

xxx





2

23

1

2762








 

dx
xx

x

4

2

3
4 3

1   xsinxcos

xdxcos

1

Закінчення



додатку 1

Вар-т
Інтеграл

А Б В Г Д Е
22

dx
x

x





1

1

3

2

dx

x

x
x






1

1

2

dx)x(ln)x( 11
2  dx

)x)(x(

xxx




3

23

11

1762

dx

xx

x








 

20 72

5

4
4 3

1 
 2

1 )xcosxsin(

dx

23


 103
2

xx

dx
dx

x

xarctgx




2

1

  dx)xln(x 22
3 

  
dx

xx

xxx





3

23

22

10116  
dx

xx

x



6 5

2
3 1   )xcos(xcos

dx

1

24


 41
2

)x(

dx


1

3

2
x

dxx dxxlnx 2

dx
)x)(x(x

xxx
 


11

324
24

dx
xx

x



2

1 dx
xcosxsin

tgx





2

421

54

25


 94
2

x

dx
dx

)x(x

x





1

1  dxex
x32

x)x)(x(

xxxxx
 


13

97522
2345

dx
xx

x



82

4 3
1 dx

xcosxsin

tgx






32

2

22



Додаток 2

В-т
Інтеграл

А Б
1

dx
x

xln
e




1

1

2

1

2 dxx
x

2




1

0
5

3

310 x

dxx


2

6

2



 xsin

xdx

3
dx

x

xx

3

64

0 1

1




 

e

xdxln

1

2

4




2

1

0
2

43 x

xdx
dxxe

x
1

0

2

5

xdxctg
4

6

5








0

xdxsinx

6

 

2

0



xcosxsin

dx 



1

0

1

e

dx)xln(

В-т
Інтеграл

А Б
7

dx
x

x


1

2

1
6

2
1

xdxlogx
2

1

2

8
dx

x

xlg
e




1

2
1


1

0

xdxarcsin

9




3

1
3 2

1

e

xlnx

dx 


0

2
xdxsinx

10




1

0
5 2

1x

xdx

xdxcosx
3

0

2



11

dx
x

x
sin






2

1
4

1


2

1

2
e

xdxlnx

12
 

3

0
11 x

dx


4

0
2



xcos

xdx



Закінчення додатку 2

В-т Інтеграл
А Б

13
 

e

xlnx

xdxln

1
1 

2

1

0

xdxarccos

14
 

8

3
1 x

xdx




2

1

0
2

1

dx

x

xarcsinx

15




e

xlnx

dx

1
2

1 
3

0

2



xdxxtg

16
dx

x

xlge

3
1

1 
 



0

2
dx)xsinx(

17

 

1

1
45 x

xdx


2

0

ln

x
e

xdx

18
dxx 

2

0

1 
e

dx)xlnx(

1

2

19







2

4

3

3



 xsin

xdxcos 


1

1

xarctgxdx

В-т Інтеграл
А Б

20




4

1
2

9xx

dx
dx)xe(

x
1

0

2

21
dx

x

x
 

1

0
1 

3

4




xdxsinx

22




2

1
2

1xxx

x




4

4




xdxcosx

23
dx

x

x



16

1
4 3

1

xdxsine
x



0

24
dx

)x(x

xarcsin




3

2 1



0

xdxcose
x



25

xdxtg
4

0

4


xdxlnx

e


2

1

2



Додаток 3
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Додаток 5
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Продовження додатку 5

В-т Об`єм тіла обертання Площа тіла обертання
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Закінчення додатку 5
В-т Об`єм тіла обертання Площа тіла обертання
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