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Загальні положення

Дане видання являє собою методичні вказівки для вивчення

курсу вищої математики з розділу «Інтегральне числення» для

студентів першого курсу інженерних спеціальностей.

Студенти мають знати:

- основні математичні поняття сучасної математичної символіки,

елементи теорії множин і математичної логіки як основних

можливостей мінімально-збиткового представлення математично

формалізованих процесів; теорію континіуму (теорію дійсних чисел),

яка являється тим середовищем, де методи і засоби

математичного аналізу виростають в сильні математичні знаряддя

природознавства і техніки.

Студенти мають вміти:

- математично моделювати технологічні, технічні та соціально-

економічні процеси в межах тих технологічних, технічних та

соціально-економічних знань, які вони отримали при вивченні

відповідних природничих та спеціальних дисциплін; за умов

міждисциплінарних зв'язків в процесі бакалаврської підготовки та

за умов подальшої інженерної діяльності чисельно розв'язувати

практичні задачі в межах вище означеного, кількісно оцінювати

результати практичних завдань, проектів та бізнес-пропозицій.

Розділ: Інтегральне числення

Завдання 1. Знаходження невизначених інтегралів.

Завдання 2. Інтегрування ірраціональних виразів.

Завдання 3. Інтегрування тригонометричних виразів.

Завдання 4. Обчислення визначених інтегралів.

Завдання 5. Обчислення площ плоских фігур за допомогою

визначеного інтеграла.

Завдання 6. Обчислення довжини дуги за допомогою визначеного

інтегралу.

Завдання 7. Обчислення об’ємів і площ поверхні обертання за



допомогою визначеного інтеграла.

Розв’язання типового варіанта

Завдання 1. Знаходження невизначених інтегралів

1) Інтегрування методом підстановки.

Нехай треба знайти dx)x(f , знайти первісну для )x(f

неможливо, але відомо, що вона існує. Зробимо заміну )t(x  , де

)t( – неперервна функція з неперервною похідною. Тоді

dt)t(dx   і   dt)t())t((fdx)x(f  .
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2) Інтегрування по частинах.

Формула інтегрування по частинах має вигляд   vduuvudv , де –

v,u диференційовані функції.
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3) Інтегрування раціональних дробів

Нехай треба обчислити dx
)x(f

)x(Q
 , де

)x(f

)x(Q
– раціональний дріб, який

розкладається на суму простіших дробів методом невизначених

коефіцієнтів.
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Завдання 2. Інтегрування ірраціональних виразів

У завданні три приклади:

а) інтегрування деяких ірраціональних функцій:

б) інтегрування виразів виду R ( cbxaxx 2
, );

в) інтегрування диференціальних біномів.
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б) Інтеграл   dx)cbxax,x(RI
2 підраховується за допомогою

трьох підстановок

1) 0a , тоді txacbxax 2

2) 0c , тоді cxtcbxax 2

3)
21

, xx - дійсні корені тричлена xbxax 2 , тоді

t)xx(cbxax 1
2  .
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в) dx)bxa(x
nm  , де p,n,m - раціональні числа, знаходиться в

трьох випадках

1) p - ціле число;

2)
n

m 1
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Завдання 3. Інтегрування тригонометричних виразів

У завданні п`ять прикладів

1) інтеграли виду   xdxxRxdxxR sin)(cos,cos)(sin ;

2) інтеграли виду xdxx
nm

cossin , де n,m - невід`ємні і парні;

3) інтеграли виду  dxxxR )cos,(sin ;

4) інтеграли від ctgtg , в додатній степені;

5) інтегрування ірраціональних виразів за допомогою

тригонометричних підстановок.

1) Інтеграли виду  xdxxR cos)(sin ,  xdxxR sin)(cos

розв`язуються за допомогою підстановки txtx  cos;sin .

Приклад 1.
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2) Інтеграли виду  dx)xcos,x(sinR обчислюються за

допомогою підстановки
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Приклад 3. 
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Завдання 4. Обчислення визначених інтегралів.

В завданні 4 приклади – перший на використання формули



Ньютона-Лейбніца, другий – на заміну змінної, третій –

інтегрування по частинах, четвертий – обчислення невласних

інтегралів.

Формула Ньютона-Лейбніца має вигляд
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3) Формула інтегрування по частинах для визначеного інтеграла

має вигляд  
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4) Обчислення невласних інтегралів. Невласні інтеграли:

а) інтеграли з нескінченними границями;

б) інтеграли від функцій, що мають розрив
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Завдання 5. Обчислення площі за допомогою визначеного

інтеграла

В завданні розглянуті приклади обчислення площі, якщо

фігура задана рівнянням

а) в декартовій системі координат;

б) в параметричному вигляді

в) в полярних координатах.

а) обчислення площі фігури, обмеженої bxaxxfy  ;);( і

віссю ОX підраховується за формулою 
b

a

dxxfS )( .
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Приклад 3. Знайти площу, обмежену лемніскатою
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Завдання 6. Обчислення довжини дуги за допомогою визначеного

інтеграла

В завданні розглянуті приклади обчислення довжини дуги,

якщо лінія задана

а) в декартових координатах;

б) в параметричному вигляді;

в) в полярних координатах.

а) Довжина дуги кривої, яка задана рівнянням bx;ax),x(fy 

підраховується по формулі   dx)x(fl
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1 .
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в) Якщо рівняння кривої задано в полярних координатах
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Приклад 3. Знайти довжину дуги кардіоїди )cos(a   1 . Маємо:

 sina ,   


dcos(adsina)cos(al 12212

00

2222

adcosa 8
2

4

2

0

  
.

Завдання 7. Обчислення об`ємів і поверхонь тіл за допомогою

визначеного інтеграла.

Розглядаються приклади обчислення

а) об`ємів тіл за площею паралельних перерізів

б) об`ємів тіл обертання

в) площі поверхні тіла обертання.

а) Об`єм тіла 
b

a

dx)x(SV , де )x(S - площа перерізу тіла

площиною, перпендикулярною до вісі OX в точці X; ba , - абсциси



крайніх точок.

Приклад 1. Знайти об`єм сегмента еліптичного параболоїда, що

перетинається площиною )x
q

z

p

y
(:ax 

22

22

. В перерізі параболоїда

площиною constx  одержуємо еліпс 1
22

2

2

2


qx

z

)px(

y
з півосями

qxb;pxx 22  .

Враховуючи, що площа еліпса дорівнює ab , маємо

xpq)x(S 2

 
aa

pqaxdxpqdx)x(SV

0

2

0

2 

б) При обчисленні об`єму тіл, які одержуємо обертанням

кривої )( xfy  навколо вісі OX, обмеженою площинами bxax  ; ,

то 2
)( yxS  і

  dx)x(fdxyV

b

a

b

a

2

2   .

Приклад 2. Знайти об`єм тіла, яке одержується обертанням

a

x
achy  навколо вісі OX, bx 0

 




dx)ee(
a

dx)ee(
a

dx)
a

x
ch(aV

b

a

x

a

x

a

xb

a

a

xb

a 0

22
22

22
2

44



28

2
22

2
ba

)ee(
a

a

b

a

b





в) Площа поверхні обертання кривої )( xfy  навколо вісі OX

на відрізку :bxa    dx)x(f)x(fP

b

a

  2
12 .

Якщо
21

);();( ttttyytxx  , то dt))t(y())t(x()t(yP

t

t

 
2

1

22
2 .

Якщо   );( , то  



 d)(sinP

2
2



Приклад 3. Знайти площу поверхні обертання кривої xsiny 

навколо осі OX

))12ln(2(2

)cos1ln(cos
2

1
cos1

2

cos
2cos1sin2 |

0

22

0

2







  






xxx
x

dxxxP

Завдання для самостійної роботи

1. Знайти інтеграли А, Б, В, Г, Д, Е (Дод. 1).

2. Обчислити визначені інтеграли А, Б (Дод.2).

3. Обчислити невласні інтеграли (Дод.3).

4. а) Обчислити площу фігур.

б) Обчислити довжину дуги (Дод. 4).

5. а) Обчислити об`єм тіла обертання.

б) Обчислити площу поверхні тіла обертання (Дод.5).
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Додаток 5

В-т Об`єм тіла обертання Площа тіла обертання
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Продовження додатку 5

В-т Об`єм тіла обертання Площа тіла обертання
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Закінчення додатку 5
В-т Об`єм тіла обертання Площа тіла обертання
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