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Тема 8 

 

Границя функції 

 

Нехай функція  xf  визначена в деякому околі  0xu  точки ,x0  крім, можливо, 

самої точки 0x . Число A  є границею функції  xf  в точці 0x , якщо для довільного 

числа 0  існує число   0   таке, що для всіх  0xux , які задовольняють 

нерівність  0xx0 , виконується нерівність    Axf .  

Позначення:    Axflim
0xx




.         (8.1) 

Функція  xfy   при 0xx   є нескінченно великою (має границю  ), якщо 

вона визначена в деякому околі  0xu  точки 0x , крім, можливо, самої точки 0x , і для 

довільного числа 0M   існує таке   0M   , що для всіх x , які задовольняють 

нерівність  0xx0 , виконується нерівність     .xflimMxf
0xx












   (8.2) 

При x  функція  xfy   є нескінченно великою, якщо для довільного 

числа 0M   можна знайти таке число   0MNN  , що для всіх x , які 

задовольняють нерівність Nx  , виконується нерівність 

                                              





 


xflimMxf

x
   (8.3) 

Функція  x  є нескінченно малою величиною при   xxx 0 , якщо 

    





 


0xlim0xlim

xxx 0

 .  

Деякі властивості нескінченно малих величин: 

1) якщо при    xxxx 0   - нескінченно мала, а  xf - нескінченно велика 

величина, то при  
 x

1
xxx 0


  і 

 xf

1
- відповідно нескінченно велика і 

нескінченно мала величини; 

2) сума скінченного числа нескінченно малих величин є нескінченно малою 

величиною;  

3) добуток обмеженої функції на нескінченно малу є нескінченно малою величиною; 

4) частка від ділення нескінченно малої величини на функцію, яка має відмінну від 

нуля границю, є нескінченно малою величиною.  

Якщо кожна з функцій  xf  та  xg  має скінчену границю при   xxx 0 , 

то справедливі формули: 

1)     ;constc,xflimcxcflim     (8.4) 

2)         ;xglimxflimxgxflim     (8.5) 

3)         ;xglimxflimxgxflim     (8.6) 

4) 
 
 

 
 

  0xglim;
xglim

xflim

xg

xf
lim  .   (8.7) 
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При обчисленні границі використовують:  

1
x

xsin
lim
x




 - перша визначна границя   (8.8) 

e
x

1
1lim

x

x












,   e1lim

1

0






  – друга визначна границя           (8.9),(8.10) 

Число A  є границею функції  xfy   зліва (лівою границею) в точці 0x , якщо 

для будь-якого числа 0  існує   0   таке, що при  00 ; xxx   виконується 

      






 


A0xfxflimAxf 0
0xx 0

           (8.11) 

Число B  є границею функції  xfy   справа (правою границею) в точці 0x , 

якщо для будь-якого числа 0  існує   0   таке, що при   00 x,xx   

виконується нерівність           










B0xfxflimBxf 0

0xx 0

                        (8.12) 

Ліва і права границі функції називаються однобічними границями. 

Порівняння нескінченно малих величин: 

Нехай  x1  і  x2  - нескінченно малі величини при 0xx  , тоді: 

1) якщо 
 
 

0A
x

x
lim

2

1

xx 0


 


, RA , то  x1  і  x2  є нескінченно малими 

одного порядку; 

2) якщо 
 
 

0
x

x
lim

2

1

xx 0


 


, то  x1  є нескінченно малою вищого порядку, ніж 

 x2 ; 

3) якщо 
 
 


 x

x
lim

2

1

xx 0 


, то  x1  є нескінченно малою нижчого порядку, ніж 

 x2 ; 

4) якщо  
 

 
RA,0A

x

x
lim

k
2

1

xx 0


 


, то  x1  є нескінченно малою к-го 

порядку відносно  x2 ; 

5) якщо   
 
 

1
x

x
lim

2

1

xx 0


 


, то  x1  і  x2  є еквівалентними нескінченно 

малими  x( 1  ~  )2 x ; 

6) принцип заміни еквівалентними:  якщо  x1  ~    x,x 21    ~  x2
  при 

0xx  ,  то 
 
 

 

 
.constB,A,

xB

xA
lim

xB

xA
lim

2

1

xx2

1

xx 00














 






 

 Часто зустрічаються такі еквівалентні нескінченно малі величини:  

sin  ~ 0,                                            1e   ~ 0,   

          tg  ~  ,  0                                          1a   ~ 0,aln   
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arcsin  ~ 0,                                         1loga  ~ 0,eloga   (8.13) 

arctg  ~ 0,                                         1ln  ~ 0,   

cos1  ~ 0,
2

2




                                  1)1( k   ~ 0k,0  ,k   

 

Приклади розв’язання  типових задач 

 

Приклад 1.   

Знайти:   .
5x10xx3

1x2x
lim

24

4

x 




 

Розв’язання. 

Маємо невизначеність виду .



 

Поділимо чисельник і знаменник дробу на 4x : 

3

1

x

5

x

10

x

1
3

x

1

x

2
1

lim
5x10xx3

1x2x
lim

432

43

x24

4

x












. 

 Відповідь:   
3

1
. 

 

Приклад 2.   

Знайти:   
4x3x

2xx2x
lim

2

23

1x 




. 

Розв’язання. 

Оскільки         04x3xlim,02xx2xlim 2

1x

23

1x



,      то  маємо  невизна-

ченість виду 
0

0
. 

Щоб розкрити невизначеність, розкладемо чисельник і знаменник на множники: 

  2x3x1x2xx2x 223  ;   4x1x4x3x2  . 

Маємо 
  

   5

6

4x

2x3x
lim

4x1x

2x3x1x
lim

4x3x

2xx2x
lim

2

1x

2

1x2

23

1x

















. 

Відповідь:   
5

6
. 

 

Приклад 3. 

Знайти  
2x

35x
lim

2

2x 




. 

Розв’язання. 
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Тут невизначеність 
0

0
. Позбудемось від ірраціональності чисельника: 

  
  

  

   3

2

35x2x

2x2x
lim

35x2x

35x35x
lim

2x

35x
lim

22x2

22

2x

2

2x

















. 

Відповідь:   
3

2
. 

 

Приклад 4.   

Знайти:   
 

x

1x1
lim

5 4

0x




. 

Розв’язання. 

Нехай 1xy5  , тоді 
5

4

4y2yyy

1yyy
lim

1y

1y
lim

234

23

1y5

4

1y












. 

Цей результат можна дістати з еквівалентності   1x1 5

4

  ~ x
5

4
. 

Відповідь:   
5

4
. 

 

Приклад 5.   

Знайти:    xx2xlim 2

x



. 

Розв’язання. 

Маємо невизначеність виду  . 

    

1

1
x

2
1

2
lim

xx2x

x2
lim

xx2x

xx2xxx2x
limxx2xlim

x

2x2

22

x

2

x




















 

 Відповідь:   1. 

 

Приклад 6.   

Знайти  
x3sin

x7sin
lim

0x
. 

Розв’язання. 

Невизначеність виду 
0

0
 розкриємо за допомогою першої визначної границі (8.8): 
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3

7

x3

x3sin
lim

x7

x7sin
lim

x3

x7
lim

x3
x3

x3sin

x7
x7

x7sin

lim
x3sin

x7sin
lim

0x

0x

0x0x0x













. 

 Відповідь:   
3

7
. 

 

Приклад 7.   

Знайти  
 x1ln

x5sin
lim

0x 
. 

Розв’язання. 

Оскільки x5sin  ~  x1ln,x5   ~ x  при ,0x  то 
 

5
x

x5
lim

x1ln

x5sin
lim

0x0x


 
. 

Відповідь:   .5  

 

Приклад 8. 

Знайти  

x52

x 3x2

x2
lim














. 

Розв’язання. 

Маємо невизначеність виду 1 , яку розкриємо за допомогою другої визначної 

границі (8.9): 

































































x52

x

x52

x

x52

x

x52

x

3x2

3
1lim

3x2

3x2x2
1lim1

3x2

x2
1lim

3x2

x2
lim

 

 

 

15

2

15

32

52332

523

3

32

1
lim

32

3
1lim

e
ee

x
x

x

x

x

x
x

x













































. 

Відповідь:   
15

1

e
. 

 

Приклад 9.   

Знайти:   

x71

x 5x2

3x4
lim
















. 

Розв’язання. 

022lim
5x2

3x4
lim x71

x

x71

x












 






. 

Відповідь:   0  
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Приклад 10.   

Знайти    2x
1

0x
xcoslim


. 

Розв’язання 

Маємо невизначеність типу 1 . Щоб звести до другої визначної границі (8.10) 

використаємо формулу:  
 1)x(U)x(Vlim

)x(V

V
1U
ax

axe)x(Ulim






 . 

Тоді    2

1

x

xcos1
lim)1x(cos

x

1
lim

x
1

0x
eeexcoslim

20x20x2






   

 

Відповідь:   2

1

e


 

 

Задачі 

 

8.1. Знайти границі: 

;
)3x2(

)4x)(3x)(2x)(1x(x
lim)4;

xx

3x2
lim)3

;
1x2

x2xx4
lim)2;

2x7x5

xx43
lim)1

5x3x

6

36

x3

3

x




















 

.
2x4x3

x4x3x2
lim)6;

3x4x2

3x10
lim)5

2

35

x3x 








 

     8.2.  

;
1xx5

2x3x
lim)4;

15x7x2

6x1x2
lim)3

;
x

9x3
lim)2;

2x

8x
lim)1

2

2x25x

0x38x


















 

.
51x6

x2
lim)6;

21x

34x
lim)5

4x5x 








 

8.3. 

.18x15x2

24x2x
lim  6)  ;

1xxx

2xx
lim   )5;

4x12x5

2x5x3
lim)4

;
3)t1(4

1tt2
lim)3;

15x8x

3x
lim)2;

1x

xx
lim)1

2

2

6x23

3

1x2

2

2x

2

2

t
23x

2

1x
2
1




























 

 

8.4. 
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;
x

xsin5xsin5
lim)8;

x

xsin)1x(
lim)7

;
x

2xcos1
lim)6;

x

x4cosx6cos
lim)5

;
x

)xsin(
lim)4;

x6

x5sin
lim)3

;
xcos1

xsin
lim)2;

xsinxcos

x2cos
lim)1

0x20x

20x20x

3

3

x0x

2

0xx

3

4



























 

.
x3

xcos21
lim)10;

xcosxcos

x3xtg
lim)9

3
x

30x 



  
 

 8.5. 

;
1x

1x3x2
lim)4      ;

2x3x

1

xx2

2
lim)3

;
1x

1

x1

3
lim)2;x

1x

x3x
lim)1

4

2

1x222x

31x2

23

x




















































 

.
x5sinx

1x8x3
lim)6;

3x4

x2

3x4

x2
lim)5

2

0x

2

2

3

x 



















 
 

 8.6. 

);x27x13x4(lim)2);1x1x(lim)1 224

x

22

x



  

     ;x1xxlim)4;7x23x2lim)3 2

x

3 23 2

x






 


 

     .xbxaxlim)6;3x5x41x3x4lim)5
x

22

x



 

 8.7. 

;)x67(lim)2;
3x

1x
lim)1 3x3

x

1x

2x

x



















 

      ;xcoslim)8   ;)x31(lim)7

;)ctgx1(lim)6];xln)5x)[ln(5x3(lim)5

)];2xln()1x)[ln(3x(lim)4;
1xx2

1xx
lim)3

x2sintgx
1

x2sin

1

2

2

4x

4

0x

tgx

xx

x

x

2

2

x

































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.
bx

ax
lim)10;

xcos

2cos
lim)9

cx

x

2x

1

2x




























 

 8.8. Знайти однобічні границі функцій: 

  1) 

3x

1

2x

1
)x(f



  при 3x   2) ax

1

e)x(f   при ax . 

 8.9. Знайти границі: 

           ;44xlim)2;x5xctglim)1 1x
1

x
1

2

0x0x








 


 

  3) ;1еxlim х

1

x 















  

  4)  2xsin6xsin4xsin3xsin2xtglim 222

2
x





 

  5) ;
x

1
cos1xlim 2

x











  6)  ;xcos1xcoslim

x



 

  7) ;
42x

1x
arctgxlim

x

















  8) ;

2x

x
arctg

2x

1x
arctglim

x

















 

   

 8.10.  Знайти границі: 

  ;
tsint

tsint
lim)2;

x

xsin
lim)1

0t0x 




 

   1atlim)4;xsinlim)3 t

tx



,  де 0t  ; 

    ;cos2lim)6;
xlnx

1x
lim)5

2sin1

0

x

1x









 

  
 

;
5x4x

1x3sin
lim)8;

12

44
lim)7

21xxsin

xx

0x 












 

      .2log1xlim)01;x1loglim)9 2x

2

1x

2
xcos

0x



 

8.11.    Порівняти нескінченно малі при х→0: 

;alnx)x(,1a)x()2

;xsin)x(),x1ln(x)x()1

x 






 

;x)x(,1x1)x(4)

xtgx;(x),xsinx)x()3

2
1

22








 

  .Qmде;mx)x(,1x1)x(6)

x;sin(x),33)x()5

m

2tgxtgx












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8.12. Використовуючи принцип заміни еквівалентними, обчисліть границі: 

 

;
x2sin

1xx1
lim)6;

tgx

1xsin1
lim)5

;
xln

1esin
lim)4;

x

)x21ln(
lim)3

;
)x(tg

)xsinx31ln(
lim)2;

xcos1

1x1
lim)1

2

0x

n

0x

1x

1x0x

20x

2

0x




















 

;
xxx

)x1ln(xxsin2
lim)8;

4x

)2xsin()x2(arctg
lim)7

32

0x2

2

2x 








 

 

 
  

.
1613

14)15(
lim)10;

1)x1(x1

1)x1(
lim)9

03 2

5 3

0x 







 




 

8.13.Довести, що при 
2

x


  функції tgx
xcos

1
y   і x2y   будуть 

нескінченно  малими одного порядку. Чи будуть вони еквівалентними? 

8.14. Довести, що при 0x  нескінченно малі величини xх2 ее   і xsinx2sin     

будуть еквівалентними. 

8.15. Знайти  .
1x

xarccos
lim

1x 






 

8.16. Через кінці і середину дуги АВ кола проведені дотичні, а точки А і В 

з’єднанні хордою. Довести, що відношення площ двох трикутників, що 

утворилися, прямує до 4 при необмеженому зменшені дуги АВ. 
 

 


