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1 Iнтегральне числення функцiї однiєї змiнної

1.1 Первiсна функцiя
Означення: Функцiя F (x) називається первiсною функцiєю функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b], якщо в будь-якiй

точцi цього вiдрiзка виконується рiвнiсть:

F ′(x) = f(x).

Слiд вiдзначити, що первiсних для однiєї i тiєї ж функцiї може бути нескiнченно багато. Вони будуть вiдрiзнятися
одна вiд одної на будь-яке стале число.

F1(x) = F2(x) + C.

1.2 Невизначений iнтеграл
Означення: Невизначеним iнтегралом функцiї f(x) називається сукупнiсть первiсних функцiй, якi визначенi

спiввiдношенням:

F (x) + C.

Записують:
�
f(x)dx = F (x) + C.

Умовою iснування невизначеного iнтеграла на деякому вiдрiзку є неперервнiсть функцiї на цьому вiдрiзку.
Властивостi:

1.
(�
f(x)dx

)′
= (F (x) + C)′ = f(x);

2. d
(�
f(x)dx

)
= f(x)dx;

3.
�

dF (x) = F (x) + C;

4.
�

(u+ v − w) dx =
�
udx+

�
vdx−

�
wdx; де u, v, w – деякi функцiї вiд x;

5.
�
C · f(x)dx = C ·

�
f(x)dx.

Приклад:
�

(x2 − 2 sinx+ 1) dx =
�
x2dx− 2

�
sinxdx+

�
dx =

1

3
x3 + 2 cosx+ x+ C;

Знаходження значення невизначеного iнтеграла пов’язане головним чином зi знаходженням первiсної функцiї. Для
деяких функцiй це досить складна задача. Нижче будуть розглянутi способи знаходження невизначених iнтегралiв
для основних класiв функцiй – рацiональних, iррацiональних, тригонометричних, показникових тощо.

Для зручностi значення невизначених iнтегралiв бiльшостi елементарних функцiй зiбранi у спецiальнi таблицi
iнтегралiв, якi бувають iнодi досить об’ємними. У них включенi рiзнi найрозповсюдженiшi комбiнацiї функцiй. Але
бiльшiсть представлених у цих таблицях формул є наслiдками одна одної, тому нижче приведемо таблицю основних
iнтегралiв, за допомогою якої можна одержати значення невизначених iнтегралiв рiзних функцiй.

Iнтеграл Значення Iнтеграл Значення

1
�

tg xdx − ln | cosx | +C 9
�
exdx ex + C

2
�

ctg xdx ln | sinx | +C 10
�

cosxdx sinx+ C

3
�
axdx

ax

ln a
+ C 11

�
sinxdx − cosx+ C

4
� dx

a2 + x2

1

a
arctg

x

a
+ C 12

� 1

cos2 x
dx tg x+ C

5
� dx

x2 − a2

1

2a
ln

∣∣∣∣x+ a

x− a

∣∣∣∣+ C 13
� 1

sin2 x
dx − ctg x+ C

6
� dx√

x2 ± a2
ln
∣∣x+

√
x2 ± a2

∣∣+ C 14
� dx√

a2 − x2
arcsin

x

a
+ C

7
�
xαdx

xα+1

α+ 1
+ C,α 6= −1 15

� 1

cosx
dx ln

∣∣∣tg (x
2

+
π

4

)∣∣∣+ C

8
� dx

x
ln |x|+ C 16

� 1

sinx
dx ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣+ C
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1.3 Методи iнтегрування
Розглянемо три основних методи iнтегрування.

1.3.1 Безпосереднє iнтегрування

Метод безпосереднього iнтегрування заснований на припущеннi про можливе значення первiсної функцiї з подаль-
шою перевiркою цього значення диференцiюванням. Взагалi, зазначимо, що диференцiювання є потужним iнструмен-
том перевiрки результатiв iнтегрування.

Розглянемо застосування цього методу на прикладi:

Потрiбно знайти значення iнтеграла
� dx

x
. На основi вiдомої формули диференцiювання (lnx)

′
=

1

x
можна зробити

висновок, що шуканий iнтеграл дорiвнює lnx+C, де C – деяке стале число. Однак, з iншого боку (ln(−x))
′

= − 1

x
·(−1) =

1

x
. Таким чином, остаточно можна зробити висновок:

�
dx

x
= ln |x|+ C

Зазначимо, що на вiдмiну вiд диференцiювання, де для знаходження похiдної використалися чiткi прийоми i мето-
ди, правила знаходження похiдної, нарештi визначення похiдної, для iнтегрування такi методи недоступнi. Якщо при
знаходженнi похiдної ми користувалися, так би мовити, конструктивними методами, якi, базуючись на певних пра-
вилах, приводили до результату, то при знаходженнi первiсної доводиться в основному опиратися на знання таблиць
похiдних i первiсних.

Що стосується методу безпосереднього iнтегрування, то вiн застосовний тiльки для деяких досить обмежених класiв
функцiй. Функцiй, для яких можна з ходу знайти первiсну, дуже мало. Тому в бiльшостi випадкiв застосовуються
способи, описанi нижче.

1.3.2 Спосiб пiдстановки (замiни змiнної)

Теорема: Якщо потрiбно знайти iнтеграл
�
f(x)dx, але складно вiдшукати первiсну, то за допомогою замiни

x = ϕ(t) i dx = ϕ′(t)dt виходить: �
f(x) dx =

�
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

Доведення: Продиференцiюємо пропоновану рiвнiсть:

d

�
f(x)dx = d

(�
f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt

)
За розглянутою вище властивiстю 2 невизначених iнтегралiв:

f(x)dx = f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt,

що з урахуванням введених позначень i є вихiдним припущенням. Теорему доведено.
Приклад Знайти невизначений iнтеграл

� √
sinx cosxdx.

Зробимо замiну t = sinx, dt = cosxdx.
� √

tdt =

�
t1/2dt =

2

3
t3/2 + C =

2

3
sin3/2 x+ C.

Приклад
�
x(x2 + 1)3/2dx.

Замiна t = x2 + 1; dt = 2xdx; dx =
dt

2x
; Одержуємо:

�
t3/2

dt

2
=

1

2

�
t3/2dt =

1

2
· 2

5
t5/2 + C =

t5/2

5
+ C =

(x2 + 1)5/2

5
+ C;

Нижче будуть розглянутi iншi приклади застосування методу пiдстановки для рiзних типiв функцiй.

1.3.3 Iнтегрування частинами

Спосiб заснований на вiдомiй формулi похiдної добутку:

(uv)′ = u′v + uv′,

де u i v – деякi функцiї вiд x.
У диференцiальнiй формi: d(uv) = udv + vdu.
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Проiнтегрувавши, одержуємо:
�

d(uv) =
�
udv+

�
vdu, а вiдповiдно до наведених вище властивостей невизначеного

iнтеграла:

uv =

�
udv +

�
vdu або

�
udv = uv −

�
vdu.

Одержали формулу iнтегрування частинами, що дозволяє знаходити iнтеграли багатьох елементарних функцiй.

Приклад
�
x2 sinxdx =

{
u = x2; dv = sinxdx;
du = 2xdx; v = − cosx

}
= −x2 cosx+

�
cosx · 2xdx =

=

{
u = x; dv = cosxdx;
du = dx; v = sinx

}
= −x2 cosx+ 2

[
x sinx−

�
sinxdx

]
= −x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx+ C.

Як видно, послiдовне застосування формули iнтегрування частинами дозволяє поступово спростити функцiю i звести
iнтеграл до табличного.

Приклад
�
e2x cosxdx =

{
u = e2x; du = 2e2xdx;
dv = cosx dx; v = sinx

}
= e2x sinx−

�
sinx · 2e2xdx =

=

{
u = e2x; du = 2e2xdx;
dv = sinxdx; v = − cosx;

}
= e2x sinx− 2

[
−e2x cosx−

�
− cosx · 2e2xdx

]
= e2x sinx+

+2e2x cosx− 4
�

cosxe2xdx

Видно, що в результатi повторного застосування iнтегрування частинами функцiю не вдалося спростити до табли-
чного вигляду. Однак, останнiй отриманий iнтеграл нiчим не вiдрiзняється вiд вихiдного. Тому перенесемо його в лiву
частину рiвностi.

5

�
e2x cosxdx = e2x(sinx+ 2 cosx)

�
e2x cosxdx =

e2x

5
(sinx+ 2 cosx) + C.

Таким чином, iнтеграл знайдений взагалi без застосування таблиць iнтегралiв.
Перш нiж розглянути докладно методи iнтегрування рiзних класiв функцiй, наведемо ще кiлька прикладiв знахо-

дження невизначених iнтегралiв приведенням їх до табличного.
Приклад

�
(2x+ 1)20dx = {2x+ 1 = t; dt = 2dx; } =

�
t20 · 1

2
dt =

1

21
t21 · 1

2
+ C =

t21

42
+ C =

(2x+ 1)21

42
+ C

Приклад

� √2− x2 +
√

2 + x2

√
4− x4

dx =
� √2− x2 +

√
2 + x2

√
2− x2

√
2 + x2

dx =
� dx√

2 + x2
+
� dx√

2− x2
= ln

∣∣x+
√
x2 + 2

∣∣+
+ arcsin

x√
2

+ C

Приклад
�

cosx√
sin3 x

dx =

�
sin−3/2 x cosxdx = {sinx = t; dt = cosxdx} =

�
t−3/2dt = −2t−1/2 + C =

= −2 sin−1/2 x+ C = − 2√
sinx

+ C.

Приклад

�
x2e5xdx =

 u = x2; dv = e5xdx;

du = 2xdx; v =
e5x

5
;

 =
1

5
e5xx2 −

� 1

5
e5x2xdx =

x2e5x

5
− 2

5

�
xe5xdx =

=

{
u = x; dv = e5xdx;

du = dx; v =
1

5
e5x;

}
=
x2e5x

5
− 2

5

[
xe5x

5
−
� 1

5
e5xdx

]
=
x2e5x

5
− 2xe5x

25
+

2

25

�
e5xdx =

=
x2e5x

5
− 2xe5x

25
+

2e5x

125
+ C =

e5x

5

(
x2 − 2x

5
+

2

25

)
+ C

Приклад

� dx√
−x2 − 2x+ 8

=
� dx√
−x2 − 2x− 1 + 9

= {dx = d(x+ 1)} =
� d(x+ 1)√

9− (x+ 1)2
= {x+ 1 = t} =

=
� dt√

32 − t2
= arcsin

t

3
+ C = arcsin

x+ 1

3
+ C.
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Приклад

� lnx

x3
dx =


u = lnx; dv =

1

x3
dx;

du =
1

x
dx; v = − 1

2x2
;

 = − lnx

2x2
−
� (
− 1

2x2
· 1

x

)
dx = − lnx

2x2
+

1

2

� dx

x3
= − lnx

2x2
+

+
1

2

[
−1

2
x−2

]
+ C = − lnx

2x2
− 1

4x2
+ C

Приклад

�
x lnxdx =

 u = lnx; dv = xdx;

du =
1

x
dx; v =

x2

2
;

 =
x2

2
lnx−

� x2

2
· 1

x
dx =

x2 lnx

2
− 1

2

�
xdx =

x2 lnx

2
− x2

4
+ C =

=
x2

4
(2 lnx− 1) + C

Приклад

�
ecos2 x sin 2xdx =

{
t = ecos2 x; dt = −ecos2 x · 2 cosx sinxdx = − sin 2x · ecos2 xdx;

}
= −

�
dt =

= −t+ C = −ecos2 x + C

Приклад

�
dx

(x+ 1)
√
x

=

{√
x = t;

dt

dx
=

1

2
√
x

=
1

2t

}
=

�
2tdt

(t2 + 1)t
= 2

�
dt

t2 + 1
= 2 arctg t+ C = 2 arctg

√
x+ C.

Приклад
�

dx

x2 − 6x+ 25
=

�
dx

(x− 3)2 + 16
=

1

16

�
dx(

x− 3

4

)2

+ 1

=
1

16
arctg

(
x− 3

4

)
+ C.

1.4 Iнтегрування елементарних дробiв
Означення: Елементарними називаються дроби наступних чотирьох типiв:

I.
1

ax+ b
; III.

Mx+N

ax2 + bx+ c
;

II.
1

(ax+ b)m
; IV.

Mx+N

(ax2 + bx+ c)n

m, n – натуральнi числа (m > 2, n > 2) i b2 − 4ac < 0.
Першi два типи iнтегралiв вiд елементарних дробiв досить просто приводяться до табличних пiдстановкою t =

ax+ b.
I.
� dx

ax+ b
=

1

a

� dt

t
=

1

a
ln |t|+ C =

1

a
ln |ax+ b|+ C.

II.
� dx

(ax+ b)m
=

1

a

� dt

tm
= − 1

a(m− 1)tm−1
+ C = − 1

a(m− 1)(ax+ b)m−1
+ C;

Розглянемо метод iнтегрування елементарних дробiв типу III.
Iнтеграл дробу типу III може бути представлений у виглядi:

� Ax+B

x2 + px+ q
dx =

�
A

2
(2x+ p) +

(
B − Ap

2

)
x2 + px+ q

dx =
A

2

� 2x+ p

x2 + px+ q
dx+

(
B − Ap

2

) � dx

x2 + px+ q
=

=
A

2
ln
∣∣x2 + px+ q

∣∣+

(
B − Ap

2

) � dx(
x+

p

2

)2

+

(
q − p2

4

) =
A

2
ln
∣∣x2 + px+ q

∣∣+
2B −Ap√

4q − p2
·

· arctg
2x+ p√
4q − p2

+ C

Тут у загальному виглядi показане приведення iнтеграла дробу типу III до двох табличних iнтегралiв.
Розглянемо застосування зазначеної вище формули на прикладах.
Приклад
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� 7x− 2

3x2 − 5x+ 4
dx =

� 84x− 24

36x2 − 60x+ 48
dx =

� 84x− 24

(6x− 5)2 + 23
dx =

{
u = 6x− 5; du = 6dx;

x =
u+ 5

6
;

}
=

=
1

6

� 14u+ 70− 24

u2 + 23
du =

7

3

� udu

u2 + 23
+

23

3

� du

u2 + 23
=

7

6
ln(u2 + 23) +

23

3
√

23
arctg

u√
23

+ C =

=
7

6
ln
∣∣36x2 − 60x+ 48

∣∣+

√
23

3
arctg

6x− 5√
23

+ C

Загалом кажучи, якщо у тричлена ax2 +bx+c вираз b2−4ac > 0, то дрiб за визначенням не є елементарним, однак,
його можна iнтегрувати зазначеним вище способом.

Приклад

� 5x− 3

x2 + 6x− 40
dx =

� 5x− 3

(x+ 3)2 − 49
dx =

{
u = x+ 3; du = dx;
x = u− 3;

}
=
� 5u− 15− 3

u2 − 49
du = 5

� udu

u2 − 49
−

−18
� du

u2 − 49
=

5

2
ln
∣∣u2 − 49

∣∣− 18

14
ln

∣∣∣∣u− 7

u+ 7

∣∣∣∣+ C =
5

2
ln
∣∣x2 + 6x− 40

∣∣− 9

7
ln

∣∣∣∣ x− 4

x+ 10

∣∣∣∣+ C

Приклад

� 3x+ 4√
7− x2 + 6x

dx =
� 3x+ 4√

16− (x− 3)2
dx =

{
u = x− 3; du = dx;
x = u+ 3;

}
=
� 3u+ 9 + 4√

16− u2
du = 3

� udu√
16− u2

+

+13
� du√

16− u2
= −3

√
16− u2 + 13 arcsin

u

4
+ C = −3

√
7− x2 − 6x+ 13 arcsin

x− 3

4
+ C

Розглянемо тепер методи iнтегрування найпростiших дробiв IV типу.
Спочатку розглянемо окремий випадок при M = 0, N = 1.

Тодi iнтеграл типу
� dx

(ax2 + bx+ c)n
можна шляхом видiлення в знаменнику повного квадрата представити у

виглядi
� du

(u2 + s)n
. Зробимо наступне перетворення:

�
du

(u2 + s)n
=

1

s

�
s+ u2 − u2

(u2 + s)n
du =

1

s

�
du

(u2 + s)n−1
− 1

s

�
u2du

(u2 + s)n
.

Другий iнтеграл, що входить у цю рiвнiсть, будемо брати частинами.

Позначимо:


dv1 =

udu

(u2 + s)n
; u1 = u; du1 = du;

v1 =
� udu

(u2 + s)n
= − 1

2(n− 1)(u2 + s)n−1
;


�

u2du

(u2 + s)n
= − u

(2n− 2)(u2 + s)n−1
+

1

2n− 2

�
du

(u2 + s)n−1
;

Для вихiдного iнтеграла одержуємо:
�

du

(u2 + s)n
=

1

s

�
du

(u2 + s)n−1
+

u

s(2n− 2)(u2 + s)n−1
− 1

s(2n− 2)

�
du

(u2 + s)n−1

�
du

(u2 + s)n
=

u

s(2n− 2)(u2 + s)n−1
+

2n− 3

s(2n− 2)

�
du

(u2 + s)n−1
.

Отримана формула називається рекурентною. Якщо застосувати її n − 1 раз, то вийде табличний iнтеграл� du

u2 + s
.

Повернемося тепер до iнтеграла вiд елементарного дробу типу IV у загальному випадку.

� Mx+N

(ax2 + bx+ c)n
dx = (4a)n

� Mx+N

[(2ax+ b)2 + (4ac− b2)]
n dx =

{
u = 2ax+ b; du = 2adx;

x =
u− b

2a
; s = 4ac− b2;

}
=

=
(4a)n

2a

� M(u− b)
2a

+N

(u2 + s)n
du =

(4a)n

2a

[
M

2a

� udu

(u2 + s)n
+

2aN −Mb

2a

� du

(u2 + s)n

]

В отриманiй рiвностi перший iнтеграл за допомогою пiдстановки t = u2 + s приводиться до табличного
� dt

tn
, а до

другого iнтеграла застосовується розглянута вище рекурентна формула.
Незважаючи на видиму складнiсть iнтегрування елементарного дробу типу IV, на практицi його досить легко

застосовувати для дробiв з невеликим степенем n, а унiверсальнiсть i загальнiсть пiдходу уможливлює дуже просту
реалiзацiю цього методу на ЕОМ.
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Приклад:

� 3x+ 5

(x2 − 4x+ 7)2
dx =

� 3x+ 5

((x− 2)2 + 3)2
dx =

{
u = x− 2; du = dx;
x = u+ 2;

}
=
� 3u+ 6 + 5

(u2 + 3)2
du =

= 3
� udu

(u2 + 3)2
+ 11

� du

(u2 + 3)2
=

{
t = u2 + 3;
dt = 2udu;

}
=

3

2

� dt

t2
+ 11

[
u

3 · 2(u2 + 3)
+

1

3 · 2
� du

u2 + 3

]
=

= − 3

2t
+

11u

6(u2 + 3)
+

11

6
√

3
arctg

u√
3

+ C = − 3

2(x2 − 4x+ 7)
+

11(x− 2)

6(x2 − 4x+ 7)
+

11

6
√

3
arctg

x− 2√
3

+ C

1.5 Iнтегрування рацiональних функцiй

1.5.1 Iнтегрування рацiональних дробiв

Для того, щоб проiнтегрувати рацiональний дрiб слiд розкласти його на елементарнi дроби.

Теорема: Якщо R(x) =
Q(x)

P (x)
– правильний рацiональний дрiб, знаменник P(x) якого представлений у виглядi

добутку лiнiйних i квадратичних множникiв (вiдзначимо, що будь-який многочлен з дiйсними коефiцiєнтами може
бути представлений у такому виглядi: P (x) = (x − a)α . . . (x − b)β(x2 + px + q)λ . . . (x2 + rx + s)µ), то цей дрiб може
бути розкладений на елементарнi за наступною схемою:

Q(x)

P (x)
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ ...+

Aα
(x− a)α

+ ...+
B1

(x− b)
+

B2

(x− b)2
+ ...+

Bβ
(x− b)β

+
M1x+N1

x2 + px+ q
+

+
M2x+N2

(x2 + px+ q)2
+ ...+

Mλx+Nλ
(x2 + px+ q)λ

+ ...+
R1x+ S1

x2 + rx+ s
+

R2x+ S2

(x2 + rx+ s)2
+ ...+

Rµx+ Sµ
(x2 + rx+ s)µ

де Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si – деякi постiйнi величини.
При iнтегруваннi рацiональних дробiв вдаються до розкладу вихiдного дробу на елементарнi. Для знаходження

величин Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si застосовують так званий метод невизначених коефiцiєнтiв, суть якого полягає у
тому, що для того, щоб два многочлени були тотожно рiвнi, необхiдно i достатньо, щоб були рiвнi коефiцiєнти при
однакових степенях x.

Застосування цього методу розглянемо на конкретному прикладi.
Приклад �

9x3 − 30x2 + 28x− 88

(x2 − 6x+ 8)(x2 + 4)
dx

Оскiльки
(
x2 − 6x+ 8

) (
x2 + 4

)
= (x− 2) (x− 4)

(
x2 + 4

)
, то

9x3 − 30x2 + 28x− 88

(x− 2)(x− 4)(x2 + 4)
=

A

x− 2
+

B

x− 4
+
Cx+D

x2 + 4

Приводячи до спiльного знаменника i дорiвнюючи вiдповiднi чисельники, одержуємо:

A(x− 4)(x2 + 4) +B(x− 2)(x2 + 4) + (Cx+D)(x2 − 6x+ 8) = 9x3 − 30x2 + 28x− 88

(A+B + C)x3 + (−4A− 2B − 6C +D)x2 + (4A+ 4B + 8C − 6D)x+ (−16A− 8B + 8D) =
= 9x3 − 30x2 + 28x− 88

A+B + C = 9
−4A− 2B − 6C +D = −30
4A+ 4B + 8C − 6D = 28
−16A− 8B + 8D = −88


C = 9−A−B
D = −30 + 4A+ 2B + 54− 6A− 6B
2A+ 2B + 4C − 3D = 14
2A+B −D = 11

C = 9−A−B
D = 24− 2A− 4B
2A+ 2B + 36− 4A− 4B − 72 + 6A+ 12B = 14
2A+B − 24 + 2A+ 4B = 11


C = 9−A−B
D = 24− 2A− 4B
4A+ 10B = 50
4A+ 5B = 35

C = 9−A−B
D = 24− 2A− 4B
4A+ 10B = 50
50− 10B + 5B = 35


C = 9−A−B
D = 24− 2A− 4B
4A+ 10B = 50
B = 3


A = 5
B = 3
C = 1
D = 2

Отже:

� 5

x− 2
dx+

� 3

x− 4
dx+

� x+ 2

x2 + 4
dx = 5 ln |x− 2|+ 3 ln |x− 4|+

� x

x2 + 4
dx+

� 2

x2 + 4
dx =

= 5 ln |x− 2|+ 3 ln |x− 4|+ 1

2
ln(x2 + 4) + arctg

x

2
+ C
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Приклад
�

6x5 − 8x4 − 25x3 + 20x2 − 76x− 7

3x3 − 4x2 − 17x+ 6
dx

Оскiльки дрiб неправильний, то попередньо слiд видiлити в ньому цiлу частину:(
6x5 − 8x4 − 25x3 + 20x2 − 76x − 7

)
÷
(
3x3 − 4x2 − 17x+ 6

)
= 2x2 + 3 +

20x2 − 25x− 25

3x3 − 4x2 − 17x+ 6− 6x5 + 8x4 + 34x3 − 12x2

9x3 + 8x2 − 76x − 7
− 9x3 + 12x2 + 51x− 18

20x2 − 25x− 25
� [

2x2 + 3 +
20x2 − 25x− 25

3x3 − 4x2 − 17x+ 6

]
dx =

�
2x2dx+

�
3dx+ 5

� 4x2 − 5x− 5

3x3 − 4x2 − 17x+ 6
dx =

2

3
x3 + 3x+

+5
� 4x2 − 5x− 5

3x3 − 4x2 − 17x+ 6
dx

Розкладемо знаменник отриманого дробу на множники. Видно, що при x = 3 знаменник дробу перетворюється в нуль.
Тодi:(

3x3 − 4x2 − 17x+ 6
)
÷
(
x− 3

)
= 3x2 + 5x− 2

− 3x3 + 9x2

5x2 − 17x
− 5x2 + 15x

− 2x+ 6
2x− 6

0

Таким чином 3x3 − 4x2 − 17x+ 6 = (x− 3)(3x2 + 5x− 2) = (x− 3)(x+ 2)(3x− 1). Тодi:

4x2 − 5x− 5

(x− 3)(x+ 2)(3x− 1)
=

A

x− 3
+

B

x+ 2
+

C

3x− 1

A(x+ 2)(3x− 1) +B(x− 3)(3x− 1) + C(x− 3)(x+ 2) = 4x2 − 5x− 5

Для того, щоб уникнути при знаходженнi невизначених коефiцiєнтiв розкриття дужок, групування i розв’язання
системи рiвнянь (яка у деяких випадках може виявитися досить великою) застосовують так званий метод довiльних
значень. Суть методу полягає у тому, що в отриманий вище вираз пiдставляються почергово декiлька (за кiлькiстю
невизначених коефiцiєнтiв) довiльних значень x. Для спрощення обчислень прийнято як довiльнi значення приймати
точки, при яких знаменник дробу дорiвнює нулю, тобто в нашому випадку −3, −2, 1/3. Одержуємо: 40A = 16

35B = 21
C = 1

 A = 2/5
B = 3/5
C = 1

Остаточно одержуємо:
�

6x5 − 8x4 − 25x3 + 20x2 − 76x− 7

3x3 − 4x2 − 17x+ 6
dx =

2

3
x3 + 3x+ 3

�
dx

x+ 2
+ 2

�
dx

x− 3
+ 5

�
dx

3x− 1
=

=
2

3
x3 + 3x+ 3 ln |x+ 2|+ 2 ln |x− 3|+ 5

3
ln |3x− 1|+ C.

Приклад
�

3x4 + 14x2 + 7x+ 15

(x+ 3)(x2 + 2)2
dx =

�
A

x+ 3
dx+

�
Bx+ C

(x2 + 2)2
dx+

�
Dx+ E

x2 + 2
dx

Знайдемо невизначенi коефiцiєнти:

A(x2 + 2)2 + (Bx+ C)(x+ 3) + (Dx+ E)(x+ 3)(x2 + 2) = 3x4 + 14x2 + 7x+ 15

Ax4 + 4Ax2 + 4A+Bx2 + 3Bx+ Cx+ 3C +Dx4 + 2Dx2 + 3Dx3 + 6Dx+ Ex3 + 2Ex+ 3Ex2 + 6E =
= (D +A)x4 + (3D + E)x3 + (A+B + 2D + 3E + 4A)x2 + (3B + C + 6D + 2E)x+ (2A+ 3C + 6E + 4A)

D +A = 3
3D + E = 0
B + 2D + 3E + 4A = 14
3B + C + 6D + 2E = 7
3C + 6E + 4A = 15


D = 3−A
E = −9 + 3A
B + 6− 2A− 27 + 9A+ 4A = 14
3B + C + 18− 6A− 18 + 6A = 7
3C − 54 + 18A+ 4A = 15
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
D = 3−A
E = −9 + 3A
B + 11A = 35
3B + C = 7
3C + 22A = 69


D = 3−A
E = −9 + 3A
11A = 35−B
C = 7− 3B
21− 9B + 70− 2B = 69


A = 3
B = 2
C = 1
D = 0
E = 0

Тодi значення заданого iнтеграла:

3
� dx

x+ 3
+
� 2x+ 1

(x2 + 2)2
dx = 3

� dx

x+ 3
+ 2

� x

(x2 + 2)2
dx+

� dx

(x2 + 2)2
= 3 ln |x+ 3| − 1

x2 + 2
+

+
x

4(x2 + 2)
+

1

4
√

2
arctg

x√
2

+ C

1.6 Iнтегрування деяких тригонометричних функцiй
Iнтегралiв вiд тригонометричних функцiй може бути нескiнченно багато. Бiльшiсть iз цих iнтегралiв взагалi не

можна обчислити аналiтично, тому розглянемо деякi найголовнiшi типи функцiй, якi можуть бути проiнтегрованi
завжди.

1.6.1 Iнтеграл типу
�
R(sinx, cosx)dx

Тут R – позначення деякої рацiональної функцiї вiд змiнних sinx i cosx.
Iнтеграли цього типу обчислюються за допомогою пiдстановки t = tg

x

2
. Ця пiдстановка дозволяє перетворити

тригонометричну функцiю в рацiональну.

sinx =
2 tg

x

2

1 + tg2 x

2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2 x

2

1 + tg2 x

2

=
1− t2

1 + t2
;

Тодi x = 2 arctg t; dx =
2dt

1 + t2
.

Отже,
�
R(sinx, cosx)dx =

�
R

(
2t

1 + t2
,

1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt =

�
r(t)dt.

Описане вище перетворення називається унiверсальною тригонометричною пiдстановкою
Приклад

� dx

4 sinx+ 3 cosx+ 5
=
� 2dt

1 + t2

4
2t

1 + t2
+ 3

1− t2

1 + t2
+ 5

= 2
� dt

8t+ 3− 3t2 + 5 + 5t2
= 2

� dt

2t2 + 8t+ 8
=

=
� dt

t2 + 4t+ 4
=
� dt

(t+ 2)2
= − 1

t+ 2
+ C = − 1

tg
x

2
+ 2

+ C

Безсумнiвною перевагою цiєї пiдстановки є те, що з її допомогою завжди можна перетворити тригонометричну
функцiю в рацiональну i обчислити вiдповiдний iнтеграл. До недолiкiв можна вiднести те, що при перетвореннi може
вийти досить складна рацiональна функцiя, iнтегрування якої займе багато часу i сил.

Однак при неможливостi застосувати рацiональнiшу замiну змiнної цей метод є єдиним результативним.
Приклад

� dx

9 + 8 cosx+ sinx
=
� 2dt

(1 + t2)

[
9 +

8(1− t2)

1 + t2
+

2t

1 + t2

] = 2
� dt

t2 + 2t+ 17
= 2

� dt

(t+ 1)2 + 16
=

=
1

2
arctg

t+ 1

4
+ C =

1

2
arctg

tg
x

2
+ 1

4
+ C

1.6.2 Iнтеграл типу
�
R(sinx, cosx)dx, якщо функцiя R є непарною вiдносно cosx

Незважаючи на можливiсть обчислення такого iнтеграла за допомогою унiверсальної тригонометричної пiдстанов-
ки, рацiональнiше застосувати пiдстановку t = sinx.�

R(sinx, cosx)dx =

�
R(sinx, cosx)

cosx
cosxdx

Функцiя
R(sinx, cosx)

cosx
може мiстити cosx тiльки у парних степенях, а отже, може бути перетворена в рацiональну

функцiю вiдносно sinx. �
R(sinx, cosx)dx =

�
r(sinx) cosxdx =

�
r(t)dt.
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Приклад

� cos7 xdx

sin4 x
=


sinx = t
dt = cosxdx
cos2 x = 1− sin2 x

 =
� (1− t2)3

t4
dt =

� 1− 3t2 + 3t4 − t6

t4
dt =

� dt

t4
− 3

� dt

t2
+

+3
�

dt−
�
t2dt = − 1

3t3
+

3

t
+ 3t− 1

3
t3 + C = − 1

3 sin3 x
+

3

sinx
+ 3 sinx− sin3 x

3
+ C

Загалом кажучи, для застосування цього методу необхiдна тiльки непарнiсть функцiї щодо косинуса, а степiнь
синуса, що входить у функцiю, може бути будь-яким, як цiлим, так i дробовим.

1.6.3 Iнтеграл типу
�
R(sinx, cosx)dx, якщо функцiя R є непарною вiдносно sinx

За аналогiєю з розглянутим вище випадком робиться пiдстановка t = cosx.
Тодi

�
R(sinx, cosx)dx =

�
r(cosx) sinxdx = −

�
r(t)dt.

Приклад

� sin3 x

2 + cosx
dx =

{
cosx = t
dt = − sinxdx

}
= −

� 1− t2

2 + t
dt =

� t2 + 4t+ 4− 4t− 5

t+ 2
dt =

� [ (t+ 2)2 − 4t− 5

t+ 2

]
dt =

=
� [

t+ 2− 4t

t+ 2
− 5

t+ 2

]
dt =

�
tdt+

�
2dt− 4

� tdt

t+ 2
− 5

� dt

t+ 2
=
t2

2
+ 2t− 5 ln |t+ 2| − 4

� t

t+ 2
dt =

=



t

t+ 2
=

A

t+ 2
+B

A+Bt+ 2 = t
B = 1, A = −2
t

t+ 2
=
−2

t+ 2
+ 1


=
t2

2
+ 2t− 5 ln |t+ 2|+ 8

� dt

t+ 2
− 4

�
dt =

t2

2
+ 2t− 5 ln |t+ 2|+ 8 ln |t+ 2| − 4t =

=
t2

2
− 2t+ 3 ln |t+ 2|+ C =

cos2 x

2
− 2 cosx+ 3 ln(cosx+ 2) + C

1.6.4 Iнтеграл типу
�
R(sinx, cosx)dx, якщо функцiя R парна вiдносно sinx i cosx

Для перетворення функцiї R у рацiональну використається пiдстановка t = tg x
Тодi

�
R(sinx, cosx)dx =

�
r(t)dt

Приклад

� dx

sin2 x+ 6 sinx cosx− 16 cos2 x
=
� 1

cos2 x
tg2 x+ 6 tg x− 16

dx =

{
tg x = t;

1

cos2 x
dx = d(tg x) = dt

}
=

=
� dt

t2 + 6t− 16
=
� dt

(t+ 3)2 − 25
=

1

10
ln

∣∣∣∣ tg x+ 3− 5

tg x+ 3 + 5

∣∣∣∣+ C =
1

10
ln

∣∣∣∣ tg x− 2

tg x+ 8

∣∣∣∣+ C

1.6.5 Iнтеграл добутку синусiв i косинусiв рiзних аргументiв

Залежно вiд типу добутку застосовується одна iз трьох формул:
�

cosmx cosnxdx =

�
1

2
[cos(m+ n)x+ cos(m− n)x] dx =

1

2

[
sin(m+ n)x

m+ n
+

sin(m− n)x

m− n

]
+ C

�
sinmx cosnxdx =

�
1

2
[sin(m+ n)x+ sin(m− n)x] dx =

1

2

[
−cos(m+ n)x

m+ n
− cos(m− n)x

m− n

]
+ C

�
sinmx sinnxdx =

�
1

2
[− cos(m+ n)x+ cos(m− n)x] dx =

1

2

[
− sin(m+ n)x

m+ n
+

sin(m− n)x

m− n

]
+ C

Приклад �
sin 7x sin 2xdx =

1

2

�
cos 5xdx− 1

2

�
cos 9xdx =

1

10
sin 5x− 1

18
sin 9x+ C.

Приклад

�
sin 10x cos 7x cos 4xdx =

�
sin 10x[cos 7x cos 4x]dx =

1

2

�
sin 10x cos 11xdx+

1

2

�
sin 10x cos 3xdx =

=
1

4

�
sin 21xdx− 1

4

�
sinxdx+

1

4

�
sin 13xdx+

1

4

�
sin 7xdx = − 1

84
cos 21x− 1

4
cosx− 1

52
cos 13x−

− 1

28
cos 7x+ C

Iнодi при iнтегруваннi тригонометричних функцiй зручно використати загальновiдомi тригонометричнi формули
для зниження порядку функцiй.
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Приклад
�

dx

sin2 x cos2 x
=

�
4dx

sin2 2x
=

{
d ctg 2x

dx
=
−2

sin2 x

}
= −2 ctg 2x+ C

Приклад

�
sin4 xdx =

� (1

2
− 1

2
cos 2x

)2

dx =
1

4

�
(1− cos 2x)2dx =

1

4

� (
1− 2 cos 2x+ cos2 2x

)
dx =

=
1

4

�
dx− 1

2

�
cos 2xdx+

1

4

�
cos2 2xdx =

x

4
− 1

4
sin 2x+

1

4

� 1

2
(1 + cos 4x) dx =

x

4
− sin 2x

4
+

+
1

8

[�
dx+

�
cos 4xdx

]
=
x

4
− sin 2x

4
+
x

8
+

sin 4x

32
+ C =

1

4

[
3x

2
− sin 2x+

sin 4x

8

]
+ C

Iнодi застосовуються деякi нестандартнi прийоми.
Приклад

�
cos(lnx)dx =

{
u = lnx; du =

1

x
dx;

x = eu; dx = eudu;

}
=
�
eu cosudu =

{
p = cosu; dq = eudu;
dp = − sinudu; q = eu;

}
= eu cosu+

+
�
eu sinudu =

{
p = sinu; dq = eudu;
dp = cosudu; q = eu;

}
= eu cosu+ eu sinu−

�
eu cosudu;

Отже
�
eu cosudu = eu(cosu+ sinu)−

�
eu cosudu

�
eu cosudu =

eu

2
(cosu+ sinu) + C

�
x cos(lnx)

1

x
dx =

x

2
(cos (lnx) + sin (lnx)) + C�

cos(lnx)dx =
x√
2

cos
(π

4
− lnx

)
+ C;

1.7 Iнтегрування деяких iррацiональних функцiй
Далеко не кожна iррацiональна функцiя може мати iнтеграл, виражений елементарними функцiями. Для зна-

ходження iнтеграла вiд iррацiональної функцiї слiд застосувати пiдстановку, що дозволить перетворити функцiю в
рацiональну, iнтеграл вiд якої може бути знайдений, як вiдомо, завжди.

Розглянемо деякi прийоми для iнтегрування рiзних типiв iррацiональних функцiй.

1.7.1 Iнтеграл типу
�
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

)m1
n1

,

(
ax+ b

cx+ d

)m2
n2

, ...,

(
ax+ b

cx+ d

)ms
ns

)
dx, де ni, mi – натуральнi числа

За допомогою пiдстановки n

√
ax+ b

cx+ d
= t, де n є найменшим спiльним кратним чисел n1, n2, . . . , ns функцiя

рацiоналiзується.
ax+ b

cx+ d
= tn; x =

dtn − b
a− ctn

; dx =

(
dtn − b
a− ctn

)′
dt;

Тодi
�
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

)m1
n1

,

(
ax+ b

cx+ d

)m2
n2

, ...,

(
ax+ b

cx+ d

)ms
ns

)
dx =

�
R1

(
dtn − b
a− ctn

, t

)(
dtn − b
a− ctn

)′
dt =

�
r(t)dt.

Приклад

�
dx√

1− 2x− 4
√

1− 2x
=

{
4
√

1− 2x = t; dt =
−2dx

4
(

4
√

1− 2x
)3 =

−dx

2t3
;

}
=

�
−2t3dt

t2 − t
= −2

�
t2dt

t− 1
=

= −2
� (

t+
t

t− 1

)
dt = −2

�
tdt− 2

� t

t− 1
dt = −t2 − 2

� (
1 +

1

t− 1

)
dt = −t2 − 2t− 2 ln |t− 1|+ C =

= −
√

1− 2x− 2 4
√

1− 2x− 2 ln
∣∣ 4
√

1− 2x− 1
∣∣+ C

Якщо до складу iррацiональної функцiї входять коренi рiзних степенiв, то для нової змiнної рацiонально взяти
корiнь степеня, рiвного найменшому спiльному кратному степенiв коренiв, що входять до виразу.

Проiлюструємо це на прикладi.
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Приклад

� 3
√
x− 1 + 4

√
x− 1

(x− 1)
(
1 + 6
√
x− 1

)dx =

{
12
√
x− 1 = t; x− 1 = t12;

dx = 12t11dt;

}
=
� (t4 + t3)12t11dt

t12(1 + t2)
= 12

� t3 + t2

t2 + 1
dt =

= 12

(� t3

t2 + 1
dt+

� t2

t2 + 1
dt

)
= 12

(� (
t− t

t2 + 1

)
dt+

� (
1− 1

t2 + 1

)
dt

)
= 12

�
tdt− 12

� tdt

t2 + 1
+

+12
�

dt− 12
� dt

1 + t2
= 6t2 + 12t− 6 ln(t2 + 1)− 12 arctg t+ C = 6 6

√
x− 1 + 12 12

√
x− 1−

−6 ln( 6
√
x− 1 + 1)− 12 arctg 12

√
x− 1 + C

1.7.2 Iнтегрування бiномiальних диференцiалiв

Означення: Бiномiальним диференцiалом називається вираз xm (a+ bxn)
p

dx, де m, n i p – рацiональнi числа.
Як було доведено академiком П. Л. Чебишовим (1821–1894), iнтеграл вiд бiномiального диференцiала може бути

виражений через елементарнi функцiї тiльки у наступних трьох випадках:

1. Якщо p – цiле число, то iнтеграл рацiоналiзується за допомогою пiдстановки t = λ
√
x, де λ – спiльний знаменник

m i n.

2. Якщо
m+ 1

n
– цiле число, то iнтеграл рацiоналiзується пiдстановкою t = s

√
a+ bxn, де s – знаменник числа p.

3. Якщо
m+ 1

n
+ p – цiле число, то використовується пiдстановка t = s

√
a+ bxn

xn
, де s – знаменник числа p

Однак, найбiльше практичне значення мають iнтеграли вiд функцiй, рацiональних щодо аргументу i квадратного
кореня iз квадратного тричлена.

На розглядi цих iнтегралiв зупинимося бiльш докладно.

1.7.3 Iнтеграли типу
�
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx

Iснує кiлька способiв iнтегрування такого роду функцiй. Залежно вiд типу виразу, що стоїть пiд знаком радикала,
переважно застосовувати той або iнший спосiб.

Як вiдомо, квадратний тричлен шляхом видiлення повного квадрата може бути зведений до вигляду:

±u2 ±m2.

Таким чином, iнтеграл приводиться до одного з трьох типiв:

1.
�
R(u,

√
m2 − u2)du;

2.
�
R(u,

√
m2 + u2)du;

3.
�
R(u,

√
u2 −m2)du;

1.7.3.1 1 спосiб. Тригонометрична пiдстановка

Теорема: Iнтеграл типу
�
R(u,

√
m2 − u2)du пiдстановкою u = m sin t або u = m cos t зводиться до iнтеграла вiд

рацiональної функцiї вiдносно sin t або cos t.
Приклад:

� √
a2 − x2dx =

{
x = a sin t;
dx = a cos tdt

}
=
� √

a2 − a2 sin2 ta cos tdt =
�
a2 cos2 tdt =

a2

2

�
(1 + cos 2t)dt =

=
a2t

2
+
a2

4
sin 2t+ C =

a2t

2
+
a2

2
sin t cos t+ C =

a2

2
arcsin

x

a
+
x

2

√
a2 − x2 + C

Теорема: Iнтеграл типу
�
R(u,

√
m2 + u2)du пiдстановкою u = m tg t або u = m ctg t зводиться до iнтеграла вiд

рацiональної функцiї вiдносно sin t i cos t.
Приклад:

� dx

x4
√
a2 + x2

=

 x = a tg t; dx =
a

cos2 t
dt;

√
a2 + x2 =

a

cos t
;

 =
� a cos tdt

cos2 t a4 tg4 ta
=
� cos3 tdt

a4 sin4 t
=

1

a4

� (1− sin2 t)d sin t

sin4 t
=

= − 1

3a4 sin3 t
+

1

a4 sin t
+ C =

{
sin t =

√
1− a2

a2 + x2
=

x√
a2 + x2

}
= − (a2 + x2)3/2

3a4x3
+

√
a2 + x2

a4x
+ C

Теорема: Iнтеграл типу
�
R(u,

√
u2 −m2)du пiдстановкою u =

1

sin t
або u =

1

cos t
зводиться до iнтеграла вiд

рацiональної функцiї вiдносно sin t або cos t.
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Приклад:

� dx

x(x2 − 4)5/2
=

{
x =

2

cos t
; dx =

2 sin t

cos2 t
dt;

√
x2 − 4 = 2 tg t;

}
=
� 2 sin t cos tdt

cos2 t · 2 · 25 tg5 t
=

1

32

�
ctg4 tdt =

=
1

32

�
ctg2 t

(
1

sin2 t
− 1

)
dt = − 1

32

�
ctg2 td(ctg t)− 1

32

�
ctg2 tdt = − 1

96
ctg3 t− 1

32

� ( 1

sin2 t
− 1

)
dt =

= − 1

96
ctg3 t+

1

32
ctg t+

t

32
+ C =

{
ctg t =

2√
x2 − 4

}
= − 1

12(x2 − 4)3/2
+

1

16
√
x2 − 4

+

+
1

32
arccos

2

x
+ C

1.7.3.2 2 спосiб. Пiдстановки Ейлера

1. Якщо a > 0, то iнтеграл типу
�
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx рацiоналiзується пiдстановкою√

ax2 + bx+ c = t± x
√
a.

2. Якщо a < 0 i c > 0, то iнтеграл типу
�
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx рацiоналiзується пiдстановкою

√
ax2 + bx+ c =

tx±
√
c.

3. Якщо a < 0 , а пiдкореневий вираз розкладається на дiйснi множники a(x − x1)(x − x2), то iнтеграл типу�
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx рацiоналiзується пiдстановкою

√
ax2 + bx+ c = t(x− x1).

Вiдзначимо, що пiдстановки Ейлера незручнi для практичного використання, оскiльки навiть при нескладних
пiдiнтегральних функцiях приводять до досить громiздких обчислень.

1.7.3.3 3 спосiб. Метод невизначених коефiцiєнтiв

Розглянемо iнтеграли наступних трьох типiв:

I.

�
P (x)dx√

ax2 + bx+ c
; II.

�
P (x)

√
ax2 + bx+ cdx; III.

�
dx

(x− α)n
√
ax2 + bx+ c

;

де P (x) – многочлен, n – натуральне число.
Причому iнтеграли II i III типiв можуть бути легко зведенi до типу iнтеграла I типу.
Далi роблять наступне перетворення:

�
P (x)dx√

ax2 + bx+ c
= Q(x)

√
ax2 + bx+ c+ λ

�
dx√

ax2 + bx+ c
;

у цьому виразi Q(x) – деякий многочлен, степiнь якого нижче степеня многочлена P (x), а λ – деяка стала величина.
Для знаходження невизначених коефiцiєнтiв многочлена Q(x), степiнь якого нижче степеня многочлена P (x),

диференцiюють обидвi частини отриманого виразу, потiм множать на
√
ax2 + bx+ c й, порiвнюючи коефiцiєнти при

однакових степенях x, визначають λ i коефiцiєнти многочлена Q(x).
Даний метод вигiдно застосовувати, якщо степiнь многочлена P (x) бiльше одиницi. У iнших випадках можна

успiшно використати методи iнтегрування рацiональних дробiв, розглянутi вище, оскiльки лiнiйна функцiя є похiдною
пiдкореневого виразу.

Приклад
�

3x3 − 7x2 + 1√
x2 − 2x+ 5

dx = (Ax2 +Bx+ C)
√
x2 − 2x+ 5 + λ

�
dx√

x2 − 2x+ 5
.

Тепер продиференцiюємо отриманий вираз, помножимо на
√
ax2 + bx+ c i згрупуємо коефiцiєнти при однакових

степенях x.
3x3 − 7x2 + 1√
x2 − 2x+ 5

= (2Ax+B)
√
x2 − 2x+ 5 +

Ax2 +Bx+ C√
x2 − 2x+ 5

(x− 1) +
λ√

x2 − 2x+ 5

(2Ax+B)(x2 − 2x+ 5) + (Ax2 +Bx+ C)(x− 1) + λ = 3x3 − 7x2 + 1

2Ax3 − 4Ax2 + 10Ax+Bx2 − 2Bx+ 5B +Ax3 +Bx2 + Cx−Ax2 −Bx− C + λ = 3x3 − 7x2 + 1

3Ax3 − (5A− 2B)x2 + (10A− 3B + C)x+ 5B − C + λ = 3x3 − 7x2 + 1
A = 1
5A− 2B = 7
10A− 3B + C = 0
5B − C + λ = 1


A = 1
B = −1
C = −13
λ = −7
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Разом
� 3x3 − 7x2 + 1√

x2 − 2x+ 5
dx = (x2 − x− 13)

√
x2 − 2x+ 5− 7

� dx√
(x− 1)2 + 4

=

= (x2 − x− 13)
√
x2 − 2x+ 5− 7 ln(x− 1 +

√
x2 − 2x+ 5) + C.

Приклад
�

(4x2 − 6x)
√
x2 + 3dx =

�
(4x2 − 6x)(x2 + 3)√

x2 + 3
dx = (Ax3 +Bx2 + Cx+D)

√
x2 + 3 + λ

�
dx√
x2 + 3

4x4 − 6x3 + 12x2 − 18x√
x2 + 3

= (3Ax2 + 2Bx+ C)
√
x2 + 3 +

(Ax3 +Bx2 + Cx+D)x√
x2 + 3

+
λ√

x2 + 3

4x4 − 6x3 + 12x2 − 18x = (3Ax2 + 2Bx+ C)(x2 + 3) +Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dx+ λ

4x4 − 6x3 + 12x2 − 18x = 3Ax4 + 2Bx3 + Cx2 + 9Ax2 + 6Bx+ 3C +Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dx+ λ

4x4 − 6x3 + 12x2 − 18x = 4Ax4 + 3Bx3 + (2C + 9A)x2 + (6B +D)x+ 3C + λ

A = 1; B = −2; C = 3/2; D = −6; λ = −9/2;�
(4x2 − 6x)

√
x2 + 3dx =

(
x3 − 2x2 +

3

2
x− 6

)√
x2 + 3− 9

2
ln
∣∣∣x+

√
x2 + 3

∣∣∣+ C.

Приклад

�
dx

x3
√
x2 − 1

=


x =

1

v
;

dx = −dv

v2

 = −
�

v3dv

v2

√
1

v2
− 1

= −
�

v2dv√
1− v2

= (Av +B)
√

1− v2 + λ

�
dv√

1− v2

− v2

√
1− v2

= A
√

1− v2 − (Av +B)v√
1− v2

+
λ√

1− v2

−v2 = A−Av2 −Av2 −Bv + λ

−v2 = −2Av2 −Bv +A+ λ

A = 1/2; B = 0; λ = −1/2;

−
�

v2dv√
1− v2

=
v
√

1− v2

2
− 1

2
arcsin v =

1

2

(√
x2 − 1

x2
− arcsin

1

x

)
+ C

Iнший спосiб розв’язання того ж прикладу

� dx

x3
√
x2 − 1

=

{
x =

1

cos t
; dx =

tg t

cos t
dt;

√
x2 − 1 = tg t;

}
=
� sin t

cos2 t
1

cos3 t
· tg t

dt =
� sin t cos4 t

cos2 t sin t
dt =

�
cos2 tdt =

=
� 1

2
(1 + cos 2t) dt =

1

2
t+

1

4
sin 2t =

{
sin 2t = 2 sin t cos t = 2 · 1

x
·
√
x2 − 1

x

}
=

=
1

2

(
arccos

1

x
+

√
x2 − 1

x2

)
+ C

З врахуванням того, що функцiї arcsin i arccos зв’язанi спiввiдношенням arcsin
1

x
=
π

2
− arccos

1

x
, а стала iнтегру-

вання C – довiльне число, вiдповiдi, отриманi рiзними методами, збiгаються.
Як видно, при iнтегруваннi iррацiональних функцiй можна застосовувати рiзнi розглянутi вище прийоми. Вибiр

методу iнтегрування обумовлюється в основному найбiльшою зручнiстю, очевиднiстю застосування того або iншого
методу, а також складнiстю обчислень i перетворень.

Приклад

�
dx

(1− x2)3/2
=


x = sin t;
dx = cos tdt;

cos t =
√

1− x2

 =

�
cos tdt

cos3 t
=

�
dt

cos2 t
= tg t+ C =

x√
1− x2

+ C.
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1.8 Кiлька прикладiв iнтегралiв, що не виражаються через елементарнi функцiї

До таких iнтегралiв ставиться iнтеграл типу
�
R
(
x,
√
P (x)

)
dx, де P (x) – многочлен степеня вище другого. Цi

iнтеграли називаються елiптичними
Якщо степiнь многочлена P (x) вище четвертого, то iнтеграл називається гiперелiптичним
Якщо все-таки iнтеграл такого типу виражається через елементарнi функцiї, то вiн називається псевдоелiпти-

чним
Не можуть бути вираженi через елементарнi функцiї наступнi iнтеграли:

1.
�
e−x

2

dx – iнтеграл Пуассона1

2.
�

sinx2dx;
�

cosx2dx – iнтеграли Френеля 2

3.
� dx

lnx
– iнтегральний логарифм

4.
� ex
x

dx – приводиться до iнтегрального логарифма

5.
� sinx

x
dx – iнтегральний синус

6.
� cosx

x
dx – iнтегральний косинус

1.9 Визначений iнтеграл
Нехай на вiдрiзку [a, b] задана неперервна функцiя f(x).
Позначимо m i M найменше i найбiльше значення функцiї на вiдрiзку [a, b]. Розiб’ємо вiдрiзок [a, b] на частини

(необов’язково однаковi) n точками.

x0 < x1 < x2 < · · · < xn

Тодi x1 − x0 = ∆x1, x2 − x1 = ∆x2, . . . , xn − xn−1 = ∆xn.

На кожному з отриманих вiдрiзкiв знайдемо найменше i найбiльше значення функцiї.
[x0, x1]→ m1, M1; [x1, x2]→ m2, M2; . . . [xn−1, xn]→ mn, Mn...
Складемо суми:

Sn = m1∆x1 +m2∆x2 + · · ·+mn∆xn =

n∑
i=1

mi∆xi

Sn = M1∆x1 +M2∆x2 + · · ·+Mn∆xn =

n∑
i=1

Mi∆xi

Сума Sn називається нижньою iнтегральною сумою, а сума Sn – верхньою iнтегральною сумою.
Оскiльки mi 6Mi, то Sn 6 S̄n, а m (b− a) 6 Sn 6 S̄n 6M (b− a).
Усерединi кожного вiдрiзка виберемо деяку точку εi.

x0 < ε1 < x1, x1 < ε2 < x2, . . . , xn−1 < εn < xn.

Знайдемо значення функцiї у цих точках i складемо вираз, що називається iнтегральною сумою для функцiї
f(x) на вiдрiзку [a, b].

1Сiмеон Денi Пуассон (Siméon Denis Poisson) (1781–1840) – французький математик.
2Огюстен-Жан Френель (Augustin-Jean Fresnel) (1788–1827) – французький вчений.
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Sn = f(ε1)∆x1 + f(ε2)∆x2 + · · ·+ f(εn)∆xn =

n∑
i=1

f(εi)∆xi.

Тодi можна записати: mi∆xi 6 f (εi) ∆xi 6Mi∆xi
Отже,

∑n
i=1mi∆xi 6

∑n
i=1 f(εi)∆xi 6

∑n
i=1Mi∆xi

Sn 6 Sn 6 Sn

Геометрично це представляється у такий спосiб: графiк функцiї f(x) обмежений зверху описаною ламаною лiнiєю,
а знизу – вписаною ламаною.

Позначимо max ∆xi – найбiльший вiдрiзок розбиття, а min ∆xi – найменший. Якщо max ∆xi → 0, то число вiдрiзкiв
розбиття вiдрiзка [a, b] прямує до нескiнченностi.

Якщо Sn =
∑n
i=1 f(εi)∆xi, то lim

max ∆xi→0

∑n
i=1 f(εi)∆xi = S.

Означення: Якщо при будь-яких розбиттях вiдрiзка [a, b] таких, що max ∆xi → 0 i довiльному виборi точок εi
iнтегральна сума Sn =

∑n
i=1 f(εi)∆xi прямує до границi S, що називається визначеним iнтегралом вiд f(x) на вiдрiзку

[a, b].
Позначення :

� b
a
f(x)dx.

a – нижня границя, b – верхня границя, x – змiнна iнтегрування, [a, b] – вiдрiзок iнтегрування.
Означення: Якщо для функцiї f(x) iснує границя lim

max ∆xi→0

∑n
i=1 f(εi)∆xi =

� b
a
f(x)dx, то функцiя називається

iнтегрованою на вiдрiзку [a, b].
Також вiрнi твердження: lim

max ∆xi→0

∑n
i=1mi∆xi =

� b
a
f(x)dx

lim
max ∆xi→0

n∑
i=1

Mi∆xi =

� b

a

f(x)dx

Теорема: Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b], то вона iнтегрована на цьому вiдрiзку.

1.9.1 Властивостi визначеного iнтеграла

1.
� b
a
Af(x)dx = A

� b
a
f(x)dx;

2.
� b
a

(f1(x)± f2(x))dx =
� b
a
f1(x)dx±

� b
a
f2(x)dx

3.
� a
a
f(x)dx = 0

4. Якщо f (x) 6 ϕ (x) на вiдрiзку [a, b] a < b, то
� b
a
f(x)dx 6

� b
a
ϕ(x)dx

5. Якщо m i M – вiдповiдно найменше i найбiльше значення функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b], то:

m(b− a) 6
� b

a

f(x)dx 6M(b− a)

6. Теорема про середнє Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b], то на цьому вiдрiзку iснує точка ε така,
що � b

a

f(x)dx = (b− a)f(ε)

Доведення: У вiдповiдностi iз властивiстю 5:

m 6
1

b− a

� b

a

f(x)dx 6M

оскiльки функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b], то вона приймає на цьому вiдрiзку всi значення вiд m до

M . Iнакше кажучи, iснує таке число ε ∈ [a, b], що якщо
1

b− a
� b
a
f(x)dx = µ i µ = f(ε), а a 6 ε 6 b, тодi

� b
a
f(x)dx = (b− a)f(ε). Теорему доведено.

7. Для довiльних чисел a, b, c справедлива рiвнiсть:
� b

a

f(x)dx =

� c

a

f(x)dx+

� b

c

f(x)dx

Зрозумiло, ця рiвнiсть виконується, якщо iснує кожний iз iнтегралiв, що входять у неї.
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8. � b

a

f(x)dx = −
� a

b

f(x)dx

Узагальнена теорема про середнє Якщо функцiї f(x) i ϕ(x) неперервнi на вiдрiзку [a, b], i функцiя ϕ(x) зна-
костала на ньому, то на цьому вiдрiзку iснує точка ε, така, що

� b

a

f(x)ϕ(x)dx = f(ε)

� b

a

ϕ(x)dx

1.9.2 Обчислення визначеного iнтеграла

Нехай в iнтегралi
� b
a
f(x)dx нижня границя a = const, а верхня границя b змiнюється. Очевидно, що якщо змiню-

ється верхня границя, то змiнюється i значення iнтеграла.
Позначимо

� x
a
f(t)dt = Φ (x). Знайдемо похiдну функцiї Φ(x) за змiнною верхньої границi, x.

d

dx

� x

a

f(t)dt = f(x)

Аналогiчну теорему можна довести для випадку змiнної нижньої границi.
Теорема: Для всякої функцiї f(x), неперервної на вiдрiзку [a, b], iснує на цьому вiдрiзку первiсна, а виходить,

iснує невизначений iнтеграл.
Теорема: (Теорема Ньютона-Ляйбнiца)
Якщо функцiя F (x) – якась первiсна вiд неперервної функцiї f(x), то

� b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

це вираз вiдомий за назвою формули Ньютона-Ляйбнiца.
Доведення: Нехай F (x) – первiсна функцiї f(x). Тодi вiдповiдно до наведеної вище теореми, функцiя

� x
a
f(t)dt

– первiсна функцiя вiд f(x). Але оскiльки функцiя може мати нескiнченно багато первiсних, якi будуть вiдрiзнятися
одна вiд одної тiльки на якесь стале число C, то

� x

a

f(t)dt = F (x) + C

при вiдповiдному виборi C ця рiвнiсть справедлива для будь-якого x, тобто при x = a:
� a

a

f(t)dt = F (a) + C

0 = F (a) + C

C = −F (a)

Тодi
� x
a
f(t)dt = F (x)− F (a).

А при x = b:
� b
a
f(t)dt = F (b)− F (a)

Замiнивши змiнну t на змiнну x, одержуємо формулу Ньютона-Ляйбнiца:
� b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

Теорему доведено.
Iнодi застосовують позначення F (b)− F (a) = F (x)|ba.
Формула Ньютона-Ляйбнiца являє собою загальний пiдхiд до знаходження визначених iнтегралiв.
Що стосується прийомiв обчислення визначених iнтегралiв, то вони практично нiчим не вiдрiзняються вiд всiх тих

прийомiв i методiв, якi були розглянутi вище при знаходженнi невизначених iнтегралiв.
Точно так само застосовуються методи пiдстановки (замiни змiнної), метод iнтегрування частинами, тi ж прийоми

знаходження первiсних для тригонометричних, iррацiональних i трансцендентних функцiй. Особливiстю є тiльки те,
що при застосуваннi цих прийомiв треба поширювати перетворення не тiльки на пiдiнтегральну функцiю, але i на
границi iнтегрування. Замiняючи змiнну iнтегрування, слiд не забувати змiнити вiдповiдно границi iнтегрування.
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1.9.3 Замiна змiнних

Нехай заданий iнтеграл
� b
a
f(x)dx, де f(x) – неперервна функцiя на вiдрiзку [a, b].

Введемо нову змiнну вiдповiдно до формули x = ϕ(t).
Тодi якщо
1) ϕ(α) = a, ϕ(β) = b
2) ϕ(t) i ϕ′(t) неперервнi на вiдрiзку [α, β].
3) f(ϕ(t)) визначена на вiдрiзку [α, β], то

� b

a

f(x)dx =

� β

α

f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt

Тодi
� β
α
f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt = F [ϕ(t)]|βα = F [ϕ(β)]− F [ϕ(α)] = F (b)− F (a)

Приклад

� 1

0

√
1− x2dx =

{
x = sin t;
α = 0; β = π/2

}
=
� π/2

0

√
1− sin2 t cos tdt =

� π/2
0

cos2 tdt =
1

2

� π/2
0

(1 + cos 2t)dt =

=
1

2

(
t+

1

2
sin 2t

)∣∣∣∣π/2
0

=
π

4
+

1

4
sinπ =

π

4

При замiнi змiнної у визначеному iнтегралi слiд пам’ятати про те, що вводять функцiю, що (у розглянутому прикла-
дi це функцiя sin) повинна бути неперервна на вiдрiзку iнтегрування. У противному випадку формальне застосування
формули приводить до абсурду.

Приклад� π
0

dx = x|π0 = π, з iншого боку, якщо застосувати тригонометричну пiдстановку,

� π

0

dx =

� π

0

dx

sin2 x+ cos2 x
=

� π

0

dx

cos2 x(1 + tg2 x)
= {tg x = t} =

� 0

0

dt

1 + t2
= 0

Тобто два способи знаходження iнтеграла дають рiзнi результати. Це вiдбулося через те, що не був врахований той
факт, що уведена змiнна tg x має на вiдрiзку iнтегрування розрив (у точцi x = π/2). Тому у цьому випадку така пiд-
становка незастосовна. При замiнi змiнної у визначеному iнтегралi слiд уважно стежити за виконанням перерахованих
вище умов.

1.9.4 Iнтегрування частинами

Якщо функцiї u = ϕ(x) та v = ψ(x) неперервнi на вiдрiзку [a, b], а також неперервнi на цьому вiдрiзку їхнi похiднi,
то справедлива формула iнтегрування частинами:

� b

a

udv = uv|ba −
� b

a

vdu.

Виведення цiєї формули абсолютно аналогiчне виведенню формули iнтегрування частинами для невизначеного
iнтеграла, що був досить докладно розглянутий вище, тому тут наводити його немає сенсу.

1.9.5 Наближене обчислення визначеного iнтеграла

Як було сказано вище, iснує величезна кiлькiсть функцiй, iнтеграл вiд яких не може бути виражений через еле-
ментарнi функцiї. Для знаходження iнтегралiв вiд подiбних функцiй застосовуються рiзноманiтнi наближенi методи,
суть яких полягає у тому, що пiдiнтегральна функцiя замiняється «близькою» до неї функцiєю, iнтеграл вiд якої
виражається через елементарнi функцiї.

Якщо вiдомi значення функцiї f(x) у деяких точках x0, x1, . . . , xm, то як функцiя «близьку» до f(x) можна взяти
многочлен P (x) степеня не вище m, значення якого у вибраних точках дорiвнюють значенням функцiї f(x) у цих
точках. � b

a

f(x)dx ≈
� b

a

P (x)dx

1.9.6 Формула прямокутникiв

Якщо розбити вiдрiзок iнтегрування монотонно функцiї, що монотонно зростає, на n рiвних частин ∆x =
b− a
n

.
При цьому:

y0 = f(x0), y1 = f(x1), . . . , yn = f(xn).

Складемо суми:
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y0∆x+ y1∆x+ · · ·+ yn−1∆x

y1∆x+ y2∆x+ · · ·+ yn∆x

Це вiдповiдно нижня i верхня iнтегральнi суми. Перша вiдповiдає вписанiй ламанiй, друга – описанiй.

Тодi
� b
a
f(x)dx ≈ b− a

n
(y0 + y1 + ...+ yn−1) або

� b
a
f(x)dx ≈ b− a

n
(y1 + y2 + ... + yn) – кожна iз цих формул може застосовуватися для наближеного обчислення

визначеного iнтеграла i називається загальною формулою прямокутникiв.

1.9.7 Формула трапецiй

Ця формула є локально бiльш точною у порiвняннi з формулою прямокутникiв. Пiдiнтегральна функцiя у цьому
випадку замiняється на вписану ламану.

Геометрично площа криволiнiйної трапецiї замiняється сумою площ вписаних трапецiй. Очевидно, що чим бiльше
взяти точок n розбиття iнтервалу, тим з бiльшою точнiстю буде обчислений iнтеграл.

Площi вписаних трапецiй обчислюються за формулами:

y0 + y1

2
∆x;

y1 + y2

2
∆x; ... ,

yn−1 + yn
2

∆x

� b

a

f(x)dx ≈ y0 + y1

2
∆x+

y1 + y2

2
∆x+ ...+

yn−1 + yn
2

∆x

Пiсля приведення подiбних доданкiв одержуємо формулу трапецiй:
� b

a

f(x)dx ≈ b− a
n

(
y0 + yn

2
+ y1 + y2 + ...+ yn−1

)
1.9.8 Формула парабол (формула Сiмпсона або квадратурна формула)

Роздiлимо вiдрiзок iнтегрування [a, b] на парне число вiдрiзкiв (2m). Площу криволiнiйної трапецiї, обмеженої
графiком функцiї f(x) замiнимо на площу криволiнiйної трапецiї, обмеженою параболою другого степеня з вiссю
симетрiї, паралельною осi Oy, такої, що проходить через точки кривої зi значеннями f(x0), f(x1), f(x2).

Для кожної пари вiдрiзкiв побудуємо таку параболу.

Рiвняння цих парабол мають вигляд Ax2 +Bx+C, де коефiцiєнти A, B, C можуть бути легко знайденi за трьома
точками перетину параболи з вихiдною кривою.

y0 = Ax2
0 +Bx0 + C

y1 = Ax2
1 +Bx1 + C

y2 = Ax2
2 +Bx2 + C

(1)
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Позначимо 2h = x2 − x0.

S =

� x2

x0

(Ax2 +Bx+ C)dx =

[
A
x3

3
+B

x2

2
+ Cx

]∣∣∣∣x2

x0

Якщо прийняти

x0 = −h, x1 = 0, x2 = h, то S =
h

3
(2Ah2 + 6C) (2)

Тодi рiвняння значень функцiї (1) мають вигляд:

y0 = Ah2 −Bh+ C
y1 = C
y2 = Ah2 +Bh+ C

З врахуванням цього: y0 + 4y1 + y2 = 2Ah2 + 6C.
Звiдси рiвняння (2) набуде вигляду:

S =
h

3
(y0 + 4y1 + y2)

Тодi � x2

x0
f(x)dx ≈ h

3
(y0 + 4y1 + y2)

� x4

x2
f(x)dx ≈ h

3
(y2 + 4y3 + y4)

..............................................

Складаючи цi вирази, одержуємо формулу Сiмпсона:
� b

a

f(x)dx =
b− a
6m

[y0 + y2m + 2(y2 + y4 + ...+ y2m−2) + 4(y1 + y3 + ...+ y2m−1)]

Чим бiльше взяти число m, тим бiльше точне значення iнтеграла буде отримано.
Приклад Обчислити наближене значення визначеного iнтеграла� 8

−2

√
x3 + 16dx за допомогою формули Сiмпсона3, розбивши вiдрiзок iнтегрування на 10 частин.

За формулою Сiмпсона одержимо:

8�

−2

√
x3 + 16dx ≈ 8 + 2

6 · 5
[y(−2) + y(8) + 2[y(0) + y(2) + y(4) + y(6)] + 4[y(−1) + y(1) + y(3) + y(5) + y(7)]]

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x – 2 – 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

f(x) 2,828 3,873 4 4,123 4,899 6,557 8,944 11,874 15,232 18,947 22,978

8�

−2

√
x3 + 16dx ≈ 8 + 2

6 · 5
[2, 828 + 22, 978 + 2[4 + 4, 899 + 8, 944 + 15, 232] + 4[3, 873 + 4, 123 + 6, 557+

+11, 874 + 18, 947]] = 91, 151

Точне значення цього iнтеграла – 91, 173.
Як видно, навiть при порiвняно великому кроцi розбиття точнiсть отриманого результату цiлком задовiльна.
Для порiвняння застосуємо до цiєї ж задачi формулу трапецiй.

� 8

−2

√
x3 + 16dx ≈ b− a

n

(
y0 + yn

2
+ y1 + y2 + ...+ yn−1

)
=

8 + 2

10

(
2, 828 + 22, 978

2
+ 3, 873 + 4 + 4, 123+

+4, 899 + 6, 557 + 8, 944 + 11, 874 + 15, 232 + 18, 947) = 91, 352

Формула трапецiй дала менш точний результат у порiвняннi з формулою Сiмпсона.
3Томас Сiмпсон (Thomas Simpson) (1710–1761) – англiйський математик.
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1.10 Невласнi iнтеграли
Нехай функцiя f(x) визначена i неперервна на iнтервалi [a, ∞). Тодi вона неперервна на будь-якому вiдрiзку [a, b].
Означення: Якщо iснує скiнченна границя lim

b→∞

� b
a
f(x)dx, то ця границя називається невласним iнтегралом

вiд функцiї f(x) на iнтервалi [a,∞).
Позначення: lim

b→∞

� b
a
f(x)dx =

�∞
a
f(x)dx

Якщо ця границя iснує i скiнченна, то кажуть, що невласний iнтеграл збiгається.
Якщо границя не iснує або нескiнченна, то невласний iнтеграл розбiгається.
Аналогiчнi мiркування можна привести для невласних iнтегралiв вигляду:

� b

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

� b

a

f(x)dx

� ∞
−∞

f(x)dx =

� c

−∞
f(x)dx+

� ∞
c

f(x)dx

Звичайно, цi твердження справедливi, якщо iнтеграли, що до них входять, iснують.
Приклад�∞

0
cosxdx = lim

b→∞

� b
0

cosxdx = lim
b→∞

sinx|b0 = lim
b→∞

(sin b− sin 0) = lim
b→∞

sin b не iснує.
Невласний iнтеграл розбiжний.
Приклад
� −1

−∞
dx

x2
= lim
b→−∞

� −1

b

dx

x2
= lim
b→−∞

[
− 1

x

]∣∣∣∣−1

b

= lim
b→−∞

(
1 +

1

b

)
= 1 – iнтеграл збiжний.

Теорема: Якщо для всiх x (x>a) виконується умова 0 6 f(x) 6 ϕ(x) i iнтеграл
�∞
a
ϕ(x)dx збiгається, то

�∞
a
f(x)dx

теж збiгається i
�∞
a
ϕ(x)dx>

�∞
a
f(x)dx.

Теорема: Якщо для всiх x (x>a) виконується умова 0 6 f(x) 6 ϕ(x) i iнтеграл
�∞
a
f(x)dx розбiгається, то�∞

a
ϕ(x)dx теж розбiгається.
Теорема: Якщо f(x) ∼ ϕ(x) при x→∞, iнтеграли

�∞
a
ϕ(x)dx i

�∞
a
f(x)dx збiжнi або розбiжнi одночасно.

Теорема: Якщо
�∞
a
|f(x)|dx збiгається, то збiгається i iнтеграл

�∞
a
f(x)dx. У цьому випадку iнтеграл

�∞
a
f(x)dx

називається абсолютно збiжним.

1.10.1 Iнтеграл вiд розривної функцiї

Якщо у точцi x = c функцiя або невизначена, або розривна, то
� c

a

f(x)dx = lim
b→c−0

� b

a

f(x)dx

Якщо iнтеграл
� b
a
f(x)dx iснує, то iнтеграл

� c
a
f(x)dx – збiгається, якщо iнтеграл

� b
a
f(x)dx не iснує, то

� c
a
f(x)dx –

розбiгається.
Якщо у точцi x = a функцiя терпить розрив, то

� c
a
f(x)dx = lim

b→a+0

� c
b
f(x)dx.

Якщо функцiя f(x) має розрив у точцi b на промiжку [a, c], то

� c

a

f(x)dx =

� b

a

f(x)dx+

� c

b

f(x)dx

Таких точок всерединi вiдрiзку може бути кiлька.
Якщо збiгаються всi iнтеграли, що входять у суму, то збiгається i сумарний iнтеграл.

1.11 Геометричнi застосування визначеного iнтеграла

1.11.1 Обчислення площ плоских фiгур

Вiдомо, що визначений iнтеграл на вiдрiзку являє собою площу криволiнiйної трапецiї, обмеженої графiком функцiї
f(x). Якщо графiк розташований нижче осi Ox, тобто f(x) < 0, то площа має знак «–», якщо графiк розташований
вище осi Ox, тобто f(x) > 0, то площа має знак «+».

Для знаходження сумарної площi використовується формула S =
∣∣∣� ba f(x)dx

∣∣∣.
Площа фiгури, обмеженої деякими лiнiями може бути знайдена за допомогою визначених iнтегралiв, якщо вiдомi

рiвняння цих лiнiй.
Приклад Знайти площу фiгури, обмеженої лiнiями y = x, y = x2, x = 2.
Шукана площа (заштрихована на малюнку) може бути знайдена за формулою:

S =
2�
1

x2dx−
2�
1

xdx =

[
x3

3
− x2

2

]∣∣∣∣2
1

=
8

3
− 4

2
− 1

3
+

1

2
=

5

6
(од2).
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1.11.2 Знаходження площi криволiнiйного сектора

Для знаходження площi криволiнiйного сектора введемо полярну систему координат. Рiвняння кривої, що обмежує
сектор у цiй системi координат, має вигляд ρ = f(ϕ), де ρ – довжина радiус-вектора, що з’єднує полюс iз довiльною
точкою кривої, а ϕ – кут нахилу цього радiус-вектора до полярної осi.

Оскiльки площа елементарного сектора обчислюється за формулою, показаною на рисунку, площа криволiнiйного
сектора може бути знайдена за формулою

S =
1

2

� β

α

f2(ϕ)dϕ

1.11.3 Обчислення довжини дуги кривої

Довжина ламаної лiнiї, що вiдповiдає дузi, може бути знайдена як Sn =
∑n
i=1 ∆Si.

Тодi довжина дуги дорiвнює S = lim
max ∆Si→0

∑n
i=1 ∆Si.

З геометричних мiркувань: ∆Si =

√
(∆xi)

2
+ (∆yi)

2
=

√
1 +

(
∆yi
∆xi

)2

·∆xi

У той же час
∆yi
∆xi

=
f(xi)− f(xi−1)

∆xi
Тодi можна показати (див. Iнтегрована функцiя), що

S = lim
max ∆xi→0

n∑
i=1

∆Si =

� b

a

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx
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Тобто S =
� b
a

√
1 + (f ′(x))

2
dx

Якщо рiвняння кривої задане параметрично, то з урахуванням правил обчислення похiдної параметрично заданої
функцiї, одержуємо

S =

� β

α

√
[ϕ′(t)]

2
+ [ψ′(t)]

2
dt,

де x = ϕ(t) i y = ψ(t).
Якщо задано просторову криву, i x = ϕ(t), y = ψ(t) i z = Z(t), то

S =

� β

α

√
[ϕ′(t)]

2
+ [ψ′(t)]

2
+ [Z ′(t)]

2
dt

Якщо крива задана в полярних координатах, то
S =

� β
α

√
ρ′2 + ρ2dϕ, ρ = f(ϕ).

Приклад: Знайти довжину кола, заданого рiвнянням x2 + y2 = r2.
1 спосiб Виразимо з рiвняння змiнну y. y =

√
r2 − x2

Знайдемо похiдну y′ = − x√
r2 − x2

Тодi
1

4
S =

� r
0

√
1 +

x2

r2 − x2
dx =

� r
0

r√
r2 − x2

dx = r · arcsin
x

r

∣∣∣r
0

= r
π

2
Тодi S = 2πr. Одержали загальновiдому формулу довжини кола.
2 спосiб Якщо представити задане рiвняння у полярнiй системi координат, то одержимо: r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2,

тобто функцiя ρ = f(ϕ) = r, ρ′ =
df(ϕ)

dϕ
= 0 тодi

S =

� 2π

0

√
0 + r2dϕ = r

� 2π

0

dϕ = 2πr

1.11.4 Обчислення об’ємiв тiл

1.11.4.1 Обчислення об’єму тiла за вiдомими площами його паралельних перетинiв

Нехай є тiло об’єму V . Площа будь-якого поперечного перерiзу тiла Q, вiдома як неперервна функцiя Q = Q(x).
Розiб’ємо тiло на «шари» поперечними перерiзами, що проходять через точки xi розбиття вiдрiзка [a, b]. Оскiльки
на будь-якому промiжному вiдрiзку розбиття [xi−1, xi] функцiя Q(x) неперервна, то приймає на ньому найбiльше i
найменше значення. Позначимо їх вiдповiдно Mi i mi.

Якщо на цих найбiльшому i найменшому перетинах побудувати цилiндри з твiрними, паралельними осi x, то об’єми
цих цилiндрiв будуть вiдповiдно рiвнi Mi∆xi i mi∆xi тут ∆xi = xi − xi−1.

Зробивши такi побудови для всiх вiдрiзкiв розбиття, одержимо цилiндри, об’єми яких рiвнi вiдповiдно
∑n
i=1Mi∆xi

i
∑n
i=1mi∆xi.
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При прямуваннi до нуля кроку розбиття λ, цi суми мають спiльну границю:

lim
λ→0

n∑
i=1

Mi∆xi = lim
λ→0

n∑
i=1

mi∆xi =

� b

a

Q(x)dx

Таким чином, об’єм тiла може бути знайдений за формулою:

V =

� b

a

Q(x)dx

Недолiком цiєї формули є те, що для знаходження об’єму необхiдно знати функцiю Q(x), що досить проблематично
для складних тiл.

Приклад: Знайти об’єм кулi радiуса R.

У поперечних перерiзах кулi виходять кола змiнного радiуса y. Залежно вiд поточної координати x цей радiус
виражається за формулою

√
R2 − x2.

Тодi функцiя площ перетинiв має вигляд: Q(x) = π
(
R2 − x2

)
.

Одержуємо об’єм кулi:

V =

� R

−R
π(R2 − x2)dx = π

(
R2x− x3

3

)∣∣∣∣R
−R

= π

(
R3 − R3

3

)
− π

(
−R3 +

R3

3

)
=

4πR3

3
.

Приклад: Знайти об’єм довiльної пiрамiди з висотою H i площею основи S.

При перетинi пiрамiди площинами, перпендикулярними висотi, у перетинi одержуємо фiгури, подiбнi до осно-
ви. Коефiцiєнт подiбностi цих фiгур дорiвнює вiдношенню x/H, де x – вiдстань вiд площини перетину до вершини
пiрамiди.

З геометрiї вiдомо, що вiдношення площ подiбних фiгур дорiвнює коефiцiєнту подоби у квадратi, тобто

Q

S
=
( x
H

)2

Звiдси одержуємо функцiю площ перетинiв: Q(x) =
S

H2
x2.

Знаходимо об’єм пiрамiди: V =
H�
0

S

H2
x2dx =

Sx3

3H2

∣∣∣∣H
0

=
1

3
SH

1.11.4.2 Об’єм тiл обертання

Розглянемо криву, задану рiвнянням y = f(x). Припустимо, що функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b]. Якщо
вiдповiдну їй криволiнiйну трапецiю з основами a i b обертати навколо осi Ox, то одержимо так зване тiло обертання.

Оскiльки кожний перетин тiла площиною x = const являє собою коло радiуса R = |f(x)|, то об’єм тiла обертання
може бути легко знайдений за отриманою вище формулою:

V = π

� b

a

f2(x)dx
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1.11.5 Площа поверхнi тiла обертання

Означення: Площею поверхнi обертання кривої AB навколо даної осi називають границю, до якої прямують
площi поверхонь обертання ламаних, вписаних у криву AB, при прямуваннi до нуля найбiльших з довжин ланок цих
ламаних.

Розiб’ємо дугу AB на n частин точками M0, M1, M2, . . . , Mn ... Координати вершин отриманої ламаної мають
координати xi i yi. При обертаннi ламаної навколо осi одержимо поверхню, що складається з бiчних поверхонь усiчених
конусiв, площа яких дорiвнює ∆Pi. Ця площа може бути знайдена за формулою:

∆Pi = 2π
yi−1 + yi

2
∆Si

Тут ∆Si – довжина кожної хорди.

∆Si =
√

∆x2
i + ∆y2

i =

√
1 +

(
∆yi
∆xi

)2

∆xi

Застосовуємо теорему Лагранжа до вiдношення
∆yi
∆xi

.

Одержуємо:
∆yi
∆xi

=
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1
= f(εi), xi−1 < ε < xi

Тодi ∆Si =
√

1 + f ′2(εi)∆xi

∆Pi = 2π
yi−1 + yi

2

√
1 + f ′2(εi)∆xi

Площа поверхнi, описаної ламаної дорiвнює:

Pn = π

n∑
i=1

(f(xi−1) + f(xi))
√

1 + f ′2(εi)∆xi

Ця сума не є iнтегральною, але можна показати, що

P = lim
max ∆xi→0

π

n∑
i=1

(f(xi−1) + f(xi))
√

1 + f ′2(εi)∆xi = lim
max ∆xi→0

π

n∑
i=1

2f(εi)
√

1 + f ′2(εi)∆xi

Тодi P = 2π
� b
a
f(x)

√
1 + f ′2(x)dx – формула обчислення площi поверхнi тiла обертання

2 Звичайнi диференцiальнi рiвняння

Розв’язання рiзних геометричних, фiзичних i iнженерних задач часто приводять до рiвнянь, якi пов’язують неза-
лежнi змiннi, що характеризують ту чи iншу задачу, з якоюсь функцiєю цих змiнних i похiдними цiєї функцiї рiзних
порядкiв.

Як приклад можна розглянути найпростiший випадок рiвноприскореного руху матерiальної точки.
Вiдомо, що перемiщення матерiальної точки при рiвноприскореному русi є функцiєю часу i виражається за фор-

мулою:

S = V0t+
at2

2
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У свою чергу прискорення a є похiдною за часом t вiд швидкостi V , що також є похiдною за часом t вiд перемiщення
S. Тобто

V =
dS

dt
; a =

dV

dt
=

d2S

dt2
;

Тодi одержуємо: S = f(t) = V0t +
f ′′(t) · t2

2
– рiвняння зв’язує функцiю f(t) з незалежною змiнною t i похiдною

другого порядку функцiї f(t).
Означення. Диференцiальним рiвнянням називається рiвняння, що зв’язує незалежнi змiннi, їхнi функцiї i

похiднi (або диференцiали) цiєї функцiї.
Означення. Якщо диференцiальне рiвняння має одну незалежну змiнну, то воно називається звичайним дифе-

ренцiальним рiвнянням, якщо ж незалежних змiнних двi або бiльше, то таке диференцiальне рiвняння називається
диференцiальним рiвнянням у частинних похiдних.

Означення. Найвищий порядок похiдних, що входять у рiвняння, називається порядком диференцiального
рiвняння.

Приклад.
x3y′+8y−x+5 = 0 – звичайне диференцiальне рiвняння 1-го порядку. У загальному виглядi записується F (x, y, y′) =

0.

x
d2y

dx2
+ xy

dy

dx
+ x2 = y – звичайне диференцiальне рiвняння 2-го порядку. У загальному виглядi записується

F (x, y, y′, y′′) = 0

y2 ∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= 0 – диференцiальне рiвняння в частинних похiдних першого порядку.

Означення. Загальним розв’язком диференцiального рiвняння називається така диференцiйована функцiя
y = ϕ(x,C), що при пiдставляннi у вихiдне рiвняння замiсть невiдомої функцiї обертає рiвняння у тотожнiсть.

Властивостi загального розв’язку.
1) Оскiльки стала C – довiльна величина, то, загалом кажучи, диференцiальне рiвняння має нескiнченну множину

розв’язкiв.
2) При будь-яких початкових умовах x = x0, y(x0) = y0 iснує таке значення C = C0, при якому розв’язком

диференцiального рiвняння є функцiя y = ϕ(x,C0).
Означення. Розв’язок вигляду y = ϕ(x,C0) називається частинним розв’язком диференцiального рiвняння.
Означення. Задачею Кошi називається задача зi знаходження будь-якого частинного розв’язку диференцiаль-

ного рiвняння типу y = ϕ(x,C0), що задовольняє початкову умову y(x0) = y0.
Теорема Кошi. (теорема про iснування i єдинiсть розв’язку диференцiального рiвняння 1-го порядку)
Якщо функцiя f(x, y) неперервна у деякiй областi D у площинi xOy i має у цiй областi неперервну частинну

похiдну
∂f

∂y
, то яка б не була точка (x0, y0) в областi D, iснує єдиний розв’язок y = ϕ(x) рiвняння y′ = f(x, y),

визначений у деякому iнтервалi, що мiстить точку x0, що приймає при x = x0 значення ϕ(x0) = y0, тобто iснує
єдиний розв’язок задачi Кошi.

Означення. Iнтегралом диференцiального рiвняння називається будь-яке рiвняння, що не мiстить похiдних, для
якого дане диференцiальне рiвняння є наслiдком.

Приклад. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння xy′ + y = 0.
Загальний розв’язок диференцiального рiвняння шукаємо за допомогою iнтегрування лiвої i правої частин рiвня-

ння, що попередньо перетворенi у такий спосiб:

x
dy

dx
+ y = 0

xdy = −ydx

dy

y
= −dx

x

Тепер iнтегруємо:
� dy

y
= −

� dx

x
ln |y| = − ln |x|+ C0

ln |y|+ ln |x| = C0

ln |xy| = C0

xy = ±eC0 = C

y =
C

x
– це загальний розв’язок вихiдного диференцiального рiвняння.

Припустимо, заданi деякi початковi умови: x0 = 1; y0 = 2.
Тодi

2 =
C

1
; C = 2;
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При пiдставляннi отриманого значення сталої в загальний розв’язок одержуємо частинний розв’язок при заданих
початкових умовах (розв’язок задачi Кошi).

y =
2

x

Означення. Якщо у кожнiй точцi деякої областi на площинi вибрано пряму, що проходить крiзь цю точку, кажуть,
що в областi задано поле напрямкiв.

Означення. Iнтегральною кривою називається графiк y = ϕ(x) розв’язку диференцiального рiвняння на пло-
щинi xOy.

Лiнiя, яка у кожнiй своїй точцi дотикається до визначеного у цiй точцi напрямку поля, є iнтегральною кривою
поля напрямкiв.

Отже, оскiльки напрямок дотичних визначається похiдною, поле напрямкiв у випадку рiвняння першого порядку
задається значеннями похiдної, залежнiсть якої вiд координат точки визначається самим рiвнянням.

Означення. Особливим розв’язком диференцiального рiвняння називається такий розв’язок, у всiх точках
якого умова єдиностi Кошi (див. Теорема Кошi) не виконується, тобто в околi деякої точки (x, y) iснує не менше двох
iнтегральних кривих.

Особливi розв’язки не залежать вiд сталої C.
Особливi розв’язки не можна одержати iз загального розв’язку нi при яких значеннях сталої C. Якщо побудувати

сiмейство iнтегральних кривих диференцiального рiвняння, то особливий розв’язок буде зображуватися лiнiєю, що у
кожнiй своїй точцi дотична до принаймнi однiєї iнтегральної кривої.

Вiдзначимо, що не кожне диференцiальне рiвняння має особливi розв’язки.
Приклад. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння: y′ + y = 0. Знайти особливий розв’язок, якщо

вiн iснує.
dy

dx
= −y

dy

y
= −dx

�
dy

y
= −

�
dx

ln |y| = −x+ C

|y| = e−x · eC

y = C1 · e−x

Дане диференцiальне рiвняння має також особливий розв’язок y = 0. Цей розв’язок неможливо одержати iз загаль-
ного, однак при пiдставляннi у вихiдне рiвняння одержуємо тотожнiсть. Думка, що розв’язок y = 0 можна одержати
iз загального розв’язку при C = 0, помилкова, адже C1 = eC 6= 0.

Далi розглянемо докладнiше прийоми i методи, якi використаються при розв’язаннi диференцiальних рiвнянь
рiзних типiв.

2.1 Диференцiальнi рiвняння першого порядку.
Означення. Диференцiальним рiвнянням першого порядку називається спiввiдношення, що зв’язує фун-

кцiю, її першу похiдну i незалежну змiнну, тобто спiввiдношення вигляду:

F (x, y, y′) = 0

Якщо таке спiввiдношення перетворити до типу y′ = f(x, y) то це диференцiальне рiвняння першого порядку буде
називатися рiвнянням, розв’язним вiдносно похiдної.

Перетворимо цей вираз далi:

dy

dx
= f(x, y); dy = f(x, y)dx; f(x, y)dx− dy = 0;

Функцiю f(x, y) представимо у виглядi: f(x, y) = −P (x, y)

Q(x, y)
, Q(x, y) 6= 0; тодi при пiдставляннi в отримане вище

рiвняння маємо:

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

– це так звана диференцiальна форма рiвняння першого порядку.
Далi розглянемо докладнiше типи рiвнянь першого порядку i методи їхнього розв’язання.

2.1.1 Рiвняння типу y′ = f(x)

Нехай функцiя f(x) – визначена i неперервна на деякому iнтервалi a < x < b. У такому випадку всi розв’язки
даного диференцiального рiвняння знаходяться як y =

�
f(x)dx+ C. Якщо заданi початковi умови x0 i y0, то можна

визначити сталу C.
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2.1.2 Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

Означення. Диференцiальне рiвняння y′ = f(x, y) називається рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними,
якщо його можна записати у виглядi

y′ = α(x)β(y).

Таке рiвняння можна представити також у виглядi:

y′ − α(x)β(y) = 0; dy − α(x)β(y)dx = 0;
dy

β(y)
− α(x)dx = 0 при β(y) 6= 0;

Перейдемо до нових позначень α(x) = −X(x);
1

β(y)
= Y (y);

Одержуємо: X(x)dx+ Y (y)dy = 0; �
X(x)dx+

�
Y (y)dy = C

Пiсля знаходження вiдповiдних iнтегралiв виходить загальний розв’язок диференцiального рiвняння з вiдокрем-
люваними змiнними.

Якщо заданi початковi умови, то при їхнiй пiдстановцi в загальний розв’язок знаходиться стала величина C, а,
вiдповiдно, i частинний розв’язок.

Приклад. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння: yy′ =
−2x

cos y

y cos y · dy

dx
= −2x

y cos ydy = −2xdx�
y cos ydy = −2

�
xdx

Iнтеграл, що стоїть в лiвiй частинi, береться частинами (див. Iнтегрування частинами):
�
y cos ydy =

{
u = y; dv = cos ydy;
du = dy; v = sin y

}
= y sin y −

�
sin ydy = y sin y + cos y

y sin y + cos y = −x2 + C

y sin y + cos y + x2 + C = 0

– це є загальний iнтеграл вихiдного диференцiального рiвняння, оскiльки шукана функцiя i не виражена через не-
залежну змiнну. У цьому i полягає вiдмiннiсть загального (частинного) iнтеграла вiд загального (частинного)
розв’язку.

Щоб перевiрити правильнiсть отриманої вiдповiдi, продиференцiюймо його за змiнною x.

y′ sin y + yy′ cos y − y′ sin y + 2x = 0

yy′ = − 2x

cos y
– вiрно.

Приклад. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння
y

y′
= ln y за умови y(2) = 1.

y
dx

dy
= ln y

dx =
ln ydy

y�
dx =

�
ln ydy

y

x+ C =

�
ln yd(ln y)

x+ C =
ln2 y

2

при y(2) = 1 одержуємо 2 + C =
ln2 1

2
; ⇒ 2 + C = 0; ⇒ C = −2;

Разом: 2(x− 2) = ln2 y; або y = e±
√

2x−4 – частинний розв’язок;

Перевiрка: y′ = e±
√

2x−4 · 2

±2
√

2x− 4
, разом

30



y

y′
=
e±
√

2x−4(±
√

2x− 4)

e±
√

2x−4
= ±
√

2x− 4 = ln y – вiрно.

Приклад. Розв’язати рiвняння y′ = y
2
3 .

dy

dx
= y

2
3

y−
2
3 dy = dx�

y−
2
3 dy =

�
dx

3y
1
3 = x+ C

27y = (x+ C)3 – загальний iнтеграл

y =
1

27
(x+ C)3 – загальний розв’язок

Приклад. Розв’язати рiвняння y′ = x(y2 + 1).

dy

y2 + 1
= xdx;

�
dy

y2 + 1
=

�
xdx;

arctg y =
x2

2
+ C; y = tg

(
x2

2
+ C

)
;

Приклад. Розв’язати рiвняння
yy′

x
+ ey = 0 за умови y(1) = 0.

y
dy

dx
+ xey = 0

ydy + xeydx = 0;
y

ey
dy = −xdx;

�
y

ey
dy = −

�
xdx;

Iнтеграл, що стоїть в лiвiй частинi будемо брати частинами (див. Iнтегрування частинами).
�
ye−ydy =

{
u = y; e−ydy = dv;
du = dy; v = −e−y;

}
= −e−yy −

�
−e−ydy = −e−yy − e−y = −e−y(y + 1);

e−y(y + 1) =
x2

2
+ C0;

2e−y(y + 1) = x2 + C

Якщо y(1) = 0, то 2e0(0 + 1) = 1 + C; ⇒ 2 = 1 + C; ⇒ C = 1;
Отже, частинний iнтеграл: 2e−y(y + 1) = x2 + 1.
Приклад. Розв’язати рiвняння y′ + sin(x+ y) = sin(x− y).

y′ + sin(x+ y)− sin(x− y) = 0

y′ − 2 sin
x− y − x− y

2
cos

x− y + x+ y

2
= 0

y′ − 2 sin(−y) cosx = 0

y′ + 2 sin y cosx = 0

dy

sin y
= −2 cosxdx;

�
dy

sin y
= −2

�
cosxdx;

Для знаходження iнтеграла, що стоїть в лiвiй частинi рiвняння див. Таблиця основних iнтегралiв п.16. Одержуємо
загальний iнтеграл:

ln
∣∣∣tg y

2

∣∣∣ = −2 sinx+ C

Приклад. Розв’язати рiвняння 2xe−x
2

+
y′

y
= 0

Перетворимо задане рiвняння:

2xe−x
2

+
1

y

dy

dx
= 0

2xe−x
2

dx+
dy

y
= 0
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�
2xe−x

2

dx+

�
dy

y
= C

−e−x
2

+ ln |y| = C

Одержали загальний iнтеграл даного диференцiального рiвняння. Якщо iз цього спiввiдношення виразити шукану
функцiю y, то одержимо загальний розв’язок.

Приклад. Розв’язати рiвняння y′ = x(y2 + 1).

dy

dx
= x

(
y2 + 1

)
dy

y2 + 1
= xdx

�
dy

y2 + 1
=

�
xdx; arctg y =

x2

2
+ C;

y = tg

(
x2

2
+ C

)
Припустимо, заданi деякi початковi умови x0 i y0. Тодi:

arctg y0 =
x2

0

2
+ C0; ⇒ C0 = arctg y0 −

x2
0

2
;

Одержуємо частинний розв’язок y = tg

(
x2

2
+ arctg y0 −

x2
0

2

)
.

2.1.3 Однорiднi рiвняння

Означення. Функцiя f(x, y) називається однорiдною n-го порядку щодо своїх аргументiв x i y, якщо для
будь-якого значення параметра t (крiм нуля) виконується тотожнiсть:

f(tx, ty) = tnf(x, y).

Приклад. Чи є однорiдною функцiя f(x, y) = x3 + 3x2y?

f(tx, ty) = (tx)3 + 3(tx)2ty = t3x3 + 3t3x2y = t3(x3 + 3x2y) = t3f(x, y)

Таким чином, функцiя f(x, y) є однорiдною 3-го порядку.
Означення. Диференцiальне рiвняння типу y′ = f(x, y) називається однорiдним, якщо його права частина f(x, y)

є однорiдна функцiя нульового порядку щодо своїх аргументiв.
Будь-яке рiвняння типу P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 є однорiдним, якщо функцiї P (x, y) i Q(x, y) – однорiднi функцiї

однакового порядку.
Розв’язання будь-якого однорiдного рiвняння засноване на зведеннi цього рiвняння до рiвняння з вiдокремлюва-

ними змiнними.
Розглянемо однорiдне рiвняння y′ = f(x, y).
Оскiльки функцiя f(x, y) – однорiдна нульового порядку, то можна записати:

f(tx, ty) = f(x, y).

Оскiльки параметр t загалом кажучи довiльний, припустимо, що t =
1

x
. Одержуємо:

f(x, y) = f
(

1,
y

x

)
Права частина отриманої рiвностi залежить фактично тiльки вiд одного аргументу u =

y

x
, тобто

f(x, y) = ϕ
(y
x

)
= ϕ(u);

Вихiдне диференцiальне рiвняння у такий спосiб можна записати у виглядi:

y′ = ϕ(u)

Далi замiняємо y = ux, y′ = u′x+ ux′.

u′x+ ux′ = ϕ(u); u′x+ u = ϕ(u); u′ =
ϕ(u)− u

x
;
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таким чином, одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними щодо невiдомої функцiї u.

du

ϕ(u)− u
=

dx

x
;

�
du

ϕ(u)− u
=

�
dx

x
+ C;

Далi, замiнивши допомiжну функцiю u на її вираз через x i y i знайшовши iнтеграли, одержимо загальний розв’язок
однорiдного диференцiального рiвняння.

Приклад. Розв’язати рiвняння y′ =
y

x

(
ln
y

x
+ 1
)
.

Уведемо допомiжну функцiю u.
u =

y

x
; y = ux; y′ = u′x+ u.

Вiдзначимо, що введена нами функцiя u завжди додатна, оскiльки у протилежному випадку втрачає сенс вихiдне
диференцiальне рiвняння, що мiстить lnu = ln

y

x
.

Пiдставляємо у вихiдне рiвняння:

u′x+ u = u(lnu+ 1); u′x+ u = u lnu+ u; u′x = u lnu;

Вiдокремлюємо змiннi:
du

u lnu
=

dx

x
;
� du

u lnu
=
� dx

x
;

Iнтегруючи, одержуємо: ln |lnu| = ln |x|+ C; lnu = Cx; u = eCx;
Переходячи вiд допомiжної функцiї обернено до функцiї y, одержуємо загальний розв’язок:

y = xeCx.

2.1.4 Рiвняння, що приводяться до однорiдного

Крiм рiвнянь, описаних вище, iснує клас рiвнянь, якi за допомогою певних пiдстановок можуть зведенi до однорi-
дного.

Це рiвняння типу y′ = f

(
ax+ by + c

a1x+ b1y + c1

)
.

Якщо визначник
∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣ 6= 0, то змiннi можуть бути роздiленi пiдстановкою

x = u+ α; y = v + β;

де α i β – розв’язок системи рiвнянь
{
ax+ by + c = 0
a1x+ b1y + c1 = 0

Приклад. Розв’язати рiвняння (x− 2y + 3)dy + (2x+ y − 1)dx = 0.

Одержуємо (x− 2y + 3)
dy

dx
= −2x− y + 1;

dy

dx
=
−2x− y + 1

x− 2y + 3
;

Знаходимо значення визначника
∣∣∣∣ −2 −1

1 −2

∣∣∣∣ = 4 + 1 = 5 6= 0.

Розв’язуємо систему рiвнянь
{
−2x− y + 1 = 0
x− 2y + 3 = 0

;

{
y = 1− 2x
x− 2 + 4x+ 3 = 0

;

{
x = −1/5
y = 7/5

;

Застосовуємо пiдстановку x = u− 1/5; y = v + 7/5; у вихiдне рiвняння:

(u− 1/5− 2v − 14/5 + 3)dv + (2u− 2/5 + v + 7/5− 1)du = 0;

(u− 2v)dv + (2u+ v)du = 0;

dv

du
=

2u+ v

2v − u
=

2 + v/u

2v/u− 1
;

Замiняємо змiнну
v

u
= t; v = ut; v′ = t′u+ t; при пiдстановцi у вираз, записаний вище, маємо:

t′u+ t =
2 + t

2t− 1

Вiдокремлюємо змiннi:
dt

du
u =

2 + t

2t− 1
− t =

2 + t− 2t2 + t

2t− 1
=

2(1 + t− t2)

2t− 1
;

du

u
= −1

2
· 1− 2t

1 + t− t2
dt;

�
du

u
= −1

2

�
(1− 2t)dt

1 + t− t2
;

−1

2
ln
∣∣1 + t− t2

∣∣ = ln |u|+ lnC1

ln
∣∣1 + t− t2

∣∣ = −2 ln |C1u|
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ln
∣∣1 + t− t2

∣∣ = ln

∣∣∣∣C2

u2

∣∣∣∣ ; 1 + t− t2 =
C2

u2
;

Переходимо тепер до первiсної функцiї y i змiнної x.

t =
v

u
=
y − 7/5

x+ 1/5
=

5y − 7

5x+ 1
; u = x+ 1/5;

1 +
5y − 7

5x+ 1
−
(

5y − 7

5x+ 1

)2

=
25C2

(5x+ 1)2
;

(5x+ 1)2 + (5y − 7)(5x+ 1)− (5y − 7)2 = 25C2

25x2 + 10x+ 1 + 25xy + 5y − 35x− 7− 25y2 + 70y − 49 = 25C2

25x2 − 25x+ 25xy + 75y − 25y2 = 25C2 + 49− 1 + 7

x2 − x+ xy + 3y − y2 = C2 +
55

25
= C;

Отже, вираз x2 − x+ xy + 3y − y2 = C є загальним iнтегралом вихiдного диференцiального рiвняння.

У випадку якщо у вихiдному рiвняннi типу y′ = f

(
ax+ by + c

a1x+ b1y + c1

)
визначник

∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣ = 0, то змiннi можуть

бути роздiленi пiдстановкою
ax+ by = t.

Приклад. Розв’язати рiвняння 2(x+ y)dy + (3x+ 3y − 1)dx = 0.

Одержуємо 2(x+ y)
dy

dx
= −3x− 3y + 1;

dy

dx
=
−3x− 3y + 1

2x+ 2y
= −3x+ 3y − 1

2x+ 2y
.

Знаходимо значення визначника
∣∣∣∣ −3 −3

2 2

∣∣∣∣ = −6 + 6 = 0.

Застосовуємо пiдстановку 3x+ 3y = t.
dy

dx
=
t′

3
− 1;

Пiдставляємо цей вираз у вихiдне рiвняння:

t′

3
− 1 = −3(t− 1)

2t
; 2t(t′ − 3) = −9t+ 9; 2tt′ = 6t− 9t+ 9; 2tt′ = −3t+ 9;

Роздiляємо змiннi:
2t

−3t+ 9
dt = dx;

t

t− 3
dt = −3

2
dx;

� (
1 +

3

t− 3

)
dt = −3

2

�
dx;

t+ 3 ln |t− 3| = −3

2
x+ C1

Далi повертаємося до первiсної функцiї y i змiнної x.

2x+ 2y + 2 ln |3(x+ y − 1)| = −x+ C2;

3x+ 2y + 2 ln 3 + 2 ln |x+ y − 1| = C2;

3x+ 2y + 2 ln |x+ y − 1| = C;

таким чином, ми одержали загальний iнтеграл вихiдного диференцiального рiвняння.

2.1.5 Лiнiйнi рiвняння

Означення. Диференцiальне рiвняння називається лiнiйним щодо невiдомої функцiї i її похiдної, якщо воно
може бути записане у виглядi:

y′ + P (x)y = Q(x),

при цьому, якщо права частина Q(x) дорiвнює нулю, то таке рiвняння називається лiнiйним однорiдним диферен-
цiальним рiвнянням, якщо права частина Q(x) не дорiвнює нулю, то таке рiвняння називається лiнiйним неоднорi-
дним диференцiальним рiвнянням.

P (x) i Q(x) – функцiї неперервнi на деякому промiжку a < x < b.
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2.1.5.1 Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння

Розглянемо методи знаходження загального розв’язку лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння першого
порядку вигляду

y′ + P (x)y = 0.

Для цього типу диференцiальних рiвнянь вiдокремлення змiнних не є складним.

dy

y
= −P (x)dx

ln |y| = −
�
P (x)dx+ ln |C| ;

ln
∣∣∣ y
C

∣∣∣ = −
�
P (x)dx;

Загальний розв’язок: y = Ce−
�
P (x)dx

2.1.6 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння

Для iнтегрування лiнiйних неоднорiдних рiвнянь (Q(x) 6= 0) застосовуються в основному два методи: метод Бер-
нуллi i метод Лагранжа.

2.1.6.1 Метод Бернуллi

Суть методу полягає у тiм, що шукана функцiя представляється у виглядi добутку двох функцiй y = uv.

При цьому очевидно, що y′ = u · dv

dx
+ v · du

dx
– диференцiювання частинами.

Пiдставляючи у вихiдне рiвняння, одержуємо:

u
dv

dx
+ v

du

dx
+ P (x)uv = Q(x)

u
dv

dx
+ v

(
du

dx
+ P (x)u

)
= Q(x)

Далi треба зробити важливе зауваження – оскiльки первiсна функцiя була представлена нами у виглядi добутку,
то кожний зi спiвмножникiв, що входять у цей добуток, може бути довiльним, обраним як нам завгодно.

Наприклад, функцiя y = 2x2 може бути представлена як y = 1 · 2x2; y = 2 · x2; y = 2x · x тощо.

Таким чином, можна одну зi складових добутку функцiй вибрати так, що вираз
du

dx
+ P (x)u = 0.

Функцiю u можна одержати, проiнтегрувавши отримане спiввiдношення як однорiдне диференцiальне рiвняння за
описаною вище схемою:

du

u
= −P (x)dx;

�
du

u
= −

�
P (x)dx; ln |u| = −

�
P (x)dx;

ln |C1|+ ln |u| = −
�
P (x)dx; u = Ce−

�
P (x)dx; C = 1/C1;

Для знаходження другої невiдомої функцiї v пiдставимо отриманий вираз для функцiї u у вихiдне рiвняння u
dv

dx
+

v

(
du

dx
+ P (x)u

)
= Q(x) з врахуванням того, що вираз, що стоїть в дужках, дорiвнює нулю.

e−
�
P (x)dx dv

dx
= Q(x); Cdv = Q(x)e

�
P (x)dxdx;

Iнтегруючи, можемо знайти функцiю v:

Cv =

�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C1; v =

1

C

�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C2;

Тобто була отримана друга складова добутку y = uv, що i визначає шукану функцiю.
Пiдставляючи отриманi значення, одержуємо:

y = uv = Ce−
�
P (x)dx · 1

C

(�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C2

)
Остаточно одержуємо формулу:
y = e−

�
P (x)dx ·

(�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C2

)
, C2 – довiльний коефiцiєнт.

Це спiввiдношення може вважатися розв’язком неоднорiдного лiнiйного диференцiального рiвняння у загальному
виглядi за способом Бернуллi4.

4Якоб Бернуллi (Jacob Bernoulli) (1654–1705) – швейцарський математик.
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2.1.6.2 Метод Лагранжа

Метод Лагранжа розв’язання неоднорiдних лiнiйних диференцiальних рiвнянь ще називають методом варiацiї
довiльної сталої.

Повернемося до поставленої задачi:
y′ + P (x)y = Q(x)

Перший крок даного методу полягає у вiдкиданнi правої частини рiвняння i замiнi її нулем.

y′ + P (x)y = 0

Далi знаходиться розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння, що вийшло:

y = C1e
−

�
P (x)dx.

Для того, щоб знайти вiдповiдний розв’язок неоднорiдного диференцiального рiвняння, будемо вважати сталу C1

деякою функцiєю вiд x.
Тодi за правилами диференцiювання добутку функцiй одержуємо:

y′ =
dy

dx
=

dC1(x)

dx
e−

�
P (x)dx + C1(x)e−

�
P (x)dx · (−P (x)) ;

Пiдставляємо отримане спiввiдношення у вихiдне рiвняння

dC1(x)

dx
e−

�
P (x)dx − C1(x)P (x)e−

�
P (x)dx + P (x)C1(x)e−

�
P (x)dx = Q(x)

dC1(x)

dx
e−

�
P (x)dx = Q(x);

Iз цього рiвняння визначимо змiнну функцiю C1(x):

dC1(x) = Q(x)e
�
P (x)dxdx;

Iнтегруючи, одержуємо:

C1 =

�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C;

Пiдставляючи це значення у вихiдне рiвняння, одержуємо:

y = e−
�
P (x)dx

(�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C

)
.

Таким чином, ми одержали результат, що повнiстю збiгається з результатом розрахунку за методом Бернуллi.
При виборi методу розв’язання лiнiйних диференцiальних рiвнянь варто керуватися простотою iнтегрування фун-

кцiй, що входять у вихiдний iнтеграл.

Приклад. Розв’язати рiвняння x2y′ + y = ax2e

1

x .

Спочатку приведемо дане рiвняння до стандартного вигляду: y′ +
1

x2
y = ae

1

x .

Застосуємо отриману вище формулу: P =
1

x2
; Q = ae

1

x ;

y = e
−

� 1

x2
dx

� ae

1

x e

� 1

x2
dx

dx+ C



y = e

1

x

� ae

1

x e
−

1

x dx+ C

 = e

1

x

(�
adx+ C

)

y = e

1

x (ax+ C).
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2.1.7 Рiвняння Бернуллi

Означення. Рiвнянням Бернуллi називається рiвняння вигляду

y′ + Py = Q · yn,

де P i Q – функцiї вiд x або сталi числа, а n – стале число, не рiвне 1.

Для розв’язання рiвняння Бернуллi застосовують пiдстановку z =
1

yn−1
, за допомогою якої, рiвняння Бернуллi

приводиться до лiнiйного.
Для цього роздiлимо вихiдне рiвняння на yn.

y′

yn
+ P

1

yn−1
= Q;

Застосуємо пiдстановку, врахувавши, що z′ = − (n− 1)yn−2

y2n−2
· y′ = − (n− 1)y′

yn
.

− z′

n− 1
+ Pz = Q

z′ − (n− 1)Pz = −(n− 1)Q

Тобто вийшло лiнiйне рiвняння щодо невiдомої функцiї z.
Розв’язок цього рiвняння будемо шукати у виглядi:

z = e−
�
P1dx

(�
Q1e

�
P1dxdx+ C

)
Q1 = −(n− 1)Q; P1 = −(n− 1)P.

Приклад. Розв’язати рiвняння xy′ + y = xy2 lnx.

Роздiлимо рiвняння на xy2:
y′

y2
+

1

x
· 1

y
= lnx.

Покладаємо z =
1

y
; z′ = − y

′

y2
.

−z′ + 1

x
z = lnx; z′ − 1

x
z = − lnx.

Покладаємо P = − 1

x
, Q = − lnx.

z = e

� dx

x

� − lnxe
−

� dx

x dx+ C

 ; z = eln x

(�
− lnxe− ln xdx+ C

)
;

z = x

(�
− lnx · dx

x
+ C

)
; z = x

(
−
�

lnxd(lnx) + C

)
;

z = x

(
− ln2 x

2
+ C

)
Зробивши зворотну пiдстановку, одержуємо:

1

y
= x

(
− ln2 x

2
+ C

)
.

Приклад. Розв’язати рiвняння xy′ − 4y = x2√y.
Роздiлимо обидвi частини рiвняння на x√y.

1
√
y

dy

dx
− 4

x

√
y = x.

Покладаємо z =
√
y; z′ =

1

2
√
y
y′; y′ = 2

√
yz′;

1
√
y

2
√
yz′ − 4

x
z = x;

dz

dx
− 2z

x
=
x

2
;

Одержали лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння. Розглянемо вiдповiдне йому лiнiйне однорiдне рiвняння:

dz

dx
− 2z

x
= 0;

dz

dx
=

2z

x
;

dz

z
=

2dx

x
;
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�
dz

z
= 2

�
dx

x
+ C1; ln |z| = 2 ln |x|+ lnC; z = Cx2;

Покладаємо C = C(x) i пiдставляємо отриманий результат у лiнiйне неоднорiдне рiвняння, з врахуванням того, що

dz

dx
= 2xC(x) + x2 dC(x)

dx
;

2xC(x) + x2 dC(x)

dx
− 2x2C(x)

x
=
x

2
;

dC(x)

dx
=

1

2x
; C(x) =

1

2
lnx+ C2;

Одержуємо: z = x2

(
C2 +

1

2
lnx

)
;

Застосовуючи зворотну пiдстановку, одержуємо остаточну вiдповiдь:

y = x4

(
C2 +

1

2
lnx

)2

;

2.1.8 Рiвняння у повних диференцiалах (тотальнi)

Означення. Диференцiальне рiвняння першого порядку вигляду:

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

називається рiвнянням у повних диференцiалах, якщо лiва частина цього рiвняння являє собою повний дифе-
ренцiал деякої функцiї u = F (x, y).

Iнтегрування такого рiвняння зводиться до знаходження функцiї u, пiсля чого розв’язок легко знаходиться у
виглядi: du = 0; u = C.

Таким чином, для розв’язання треба визначити:
1) у якому випадку лiва частина рiвняння являє собою повний диференцiал функцiї u;
2) як знайти цю функцiю.
Якщо диференцiальна форма M(x, y)dx+N(x, y)dyє повним диференцiалом деякої функцiї u, то можна записати:

du = M(x, y)dx+N(x, y)dy =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy.

Тобто


∂u

∂x
= M(x, y)

∂u

∂y
= N(x, y)

.

Знайдемо мiшанi похiднi другого порядку, продиференцiювавши перше рiвняння за y, а друге – за x:
∂2u

∂x∂y
=
∂M(x, y)

∂y
∂2u

∂x∂y
=
∂N(x, y)

∂x

Прирiвнюючи лiвi частини рiвнянь, одержуємо необхiдну i достатню умову того, що лiва частина диференцi-
ального рiвняння є повним диференцiалом. Це умова також називається умовою тотальностi.

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x

Тепер розглянемо питання про знаходження, власне, функцiї u.

Проiнтегруємо рiвнiсть
∂u

∂x
= M(x, y):

u =

�
M(x, y)dx+ C(y).

Внаслiдок iнтегрування одержуємо не сталу величину C, а деяку функцiю C(y), оскiльки при iнтегруваннi змiнна
y покладається сталим параметром.

Визначимо функцiю C(y).
Продиференцiюємо отриману рiвнiсть за y.

∂u

∂y
= N(x, y) =

∂

∂y

�
M(x, y)dx+ C ′(y).
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Звiдки одержуємо: C ′(y) = N(x, y)− ∂

∂y

�
M(x, y)dx.

Для знаходження функцiї C(y) слiд проiнтегрувати наведену вище рiвнiсть. Однак, перед iнтегруванням треба
довести, що функцiя C(y) не залежить вiд x. Ця умова буде виконана, якщо похiдна цiєї функцiї за x дорiвнює нулю.

[C ′(y)]
′

x =
∂N(x, y)

∂x
− ∂

∂x

∂

∂y

�
M(x, y)dx =

∂N(x, y)

∂x
− ∂

∂y

(
∂

∂x

�
M(x, y)dx

)
=

=
∂N(x, y)

∂x
− ∂M(x, y)

∂y
= 0.

Тепер визначаємо функцiю C(y):

C(y) =

� [
N(x, y)− ∂

∂y

�
M(x, y)dx

]
dy + C

Пiдставляючи цей результат у вираз для функцiї u, одержуємо:

u =

�
M(x, y)dx+

� [
N(x, y)−

�
∂

∂y
M(x, y)dx

]
dy + C.

Тодi загальний iнтеграл вихiдного диференцiального рiвняння буде мати вигляд:
�
M(x, y)dx+

� [
N(x, y)−

�
∂

∂y
M(x, y)dx

]
dy = C.

Слiд зазначити, що при розв’язаннi рiвнянь у повних диференцiалах не обов’язково використовувати отриману
формулу. Розв’язання може вийти бiльше компактним, якщо просто додержуватися методу, яким формула була отри-
мана.

Приклад. Розв’язати рiвняння (3x2 + 10xy)dx+ (5x2 − 1)dy = 0

Перевiримо умову тотальностi:
∂M(x, y)

∂y
=
∂(3x2 + 10xy)

∂y
= 10x;

∂N(x, y)

∂x
=
∂(5x2 − 1)

∂x
= 10x.

Умова тотальностi виконується, отже, вихiдне диференцiальне рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах.
Визначимо функцiю u.

u =

�
M(x, y)dx+ C(y) =

�
(3x2 + 10xy)dx+ C(y) = x3 + 5x2y + C(y);

∂u

∂y
= 5x2 + C ′(y) = N(x, y) = 5x2 − 1;

C ′(y) = −1; C(y) =

�
(−1)dy = −y + C1;

Отже, u = x3 + 5x2y − y + C1.
Знаходимо загальний iнтеграл вихiдного диференцiального рiвняння:

u = x3 + 5x2y − y + C1 = C2;

x3 + 5x2y − y = C.

2.1.9 Рiвняння вигляду y = f(y′) i x = f(y′)

Розв’язок рiвнянь, що не мiстять в одному випадку аргументу x, а в iншому – функцiї y, шукаємо у параметричнiй
формi, приймаючи за параметр похiдну невiдомої функцiї.

y′ = p.

Для рiвняння першого типу одержуємо: y = f(p); y′ = f ′(p)
dp

dx
.

Роблячи замiну, одержуємо: p = f ′(p)
dp

dx
;

У результатi цих перетворень маємо диференцiальне рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

dx =
f ′(p)

p
dp; x =

�
f ′(p)

p
dp+ C.

Загальний iнтеграл у параметричнiй формi представляється системою рiвнянь:
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 x =
� f ′(p)

p
dp+ C

y = f(p)

Виключивши iз цiєї системи параметр p, одержимо загальний iнтеграл i не у параметричнiй формi.
Для диференцiального рiвняння типу x = f(y′) за допомогою тiєї ж самої пiдстановки i аналогiчних мiркувань

одержуємо результат: {
y =

�
pf ′(p)dp+ C

x = f(p)

Далi розглянемо приклади розв’язання рiзних типiв диференцiальних рiвнянь першого порядку.
Приклад. Розв’язати рiвняння iз заданими початковими умовами.

y′ − y

x
= x+ 1; y(1) = 0.

Це лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння першого порядку.
Розв’яжемо вiдповiдне йому однорiдне рiвняння.

y′ − y

x
= 0; y′ =

y

x
;

dy

dx
=
y

x
;

dy

y
=

dx

x
;

�
dy

y
=

�
dx

x
; ln y = lnx+ lnC; y = Cx;

Для неоднорiдного рiвняння загальний розв’язок має вигляд:

y = C(x)x;

Диференцiюючи, одержуємо: y′ = C ′(x)x+ C(x);
Для знаходження функцiї C(x) пiдставляємо отримане значення у вихiдне диференцiальне рiвняння:

C ′(x)x+ C(x)− C(x) = x+ 1;xC ′(x) = x+ 1

C ′(x) = 1 +
1

x
;C(x) =

� (
1 +

1

x

)
dx+ C;C(x) = x+ lnx+ C.

Разом, загальний розв’язок: y = x(x+ lnx+ C).
З врахуванням початкової умови y(1) = 0 визначаємо постiйний коефiцiєнт C.

0 = 1 + ln 1 + C; C = −1.

Остаточно одержуємо: y = x2 + x lnx− x.
Для перевiрки пiдставимо отриманий результат у вихiдне диференцiальне рiвняння:

2x+ lnx+ x · 1

x
− 1− x− lnx+ 1 = x+ 1; – вiрно.

Нижче показаний графiк iнтегральної кривої рiвняння.

Приклад. Знайти загальний iнтеграл рiвняння x(y2 − 1)dx+ y(x2 − 1)dy = 0.
Це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

xdx

x2 − 1
+

ydy

y2 − 1
= 0;

�
xdx

x2 − 1
= −

�
ydy

y2 − 1
;
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ln
∣∣x2 − 1

∣∣+ ln
∣∣y2 − 1

∣∣ = lnC;

Загальний iнтеграл має вигляд: (x2 − 1)(y2 − 1) = C.
Побудуємо iнтегральнi кривi диференцiального рiвняння при рiзних значеннях C.
Приклад. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння, що задовольняє заданим початковим умовам.

y′ cosx = (y + 1) sinx; y(0) = 0.

Це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

y′

y + 1
=

sinx

cosx
;

dy

y + 1
= tg xdx;

�
dy

y + 1
=

�
tg xdx; ln |y + 1| = − ln |cosx|+ lnC;

ln |(y + 1) cosx| = lnC; (y + 1) cosx = C;

Загальний розв’язок має вигляд: y =
C

cosx
− 1.

Знайдемо частинний розв’язок при заданiй початковiй умовi y(0) = 0.

0 =
C

1
− 1; C = 1.

Остаточно одержуємо: y =
1

cosx
− 1.

Приклад. Розв’язати попереднiй приклад iншим способом.
Дiйсно, рiвняння y′ cosx = (y + 1) sinx може бути розглянуте як лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння.

y′ cosx− y sinx = sinx.

Розв’яжемо вiдповiдне йому лiнiйне однорiдне рiвняння.

y′ cosx− y sinx = 0; y′ cosx = y sinx;
dy

y
= tg xdx;

�
dy

y
=

�
tg xdx+ lnC; ln |y| = − ln |cosx|+ lnC; y cosx = C;

y =
C

cosx
.

Розв’язок неоднорiдного рiвняння буде мати вигляд:y =
C(x)

cosx
.

Тодi y′ =
C ′(x) cosx+ C(x) sinx

cos2 x
.

Пiдставляючи у вихiдне рiвняння, одержуємо:

[C ′(x) cosx+ C(x) sinx] · cosx

cos2 x
− C(x) sinx

cosx
= sinx;

C ′(x) cosx

cosx
= sinx; C ′(x) = sinx; C(x) =

�
sinxdx = − cosx+ C;

Разом y =
− cosx+ C

cosx
; y =

C

cosx
− 1.

41



З урахуванням початкової умови y(0) = 0 одержуємо y =
1

cosx
− 1;

Як видно результати, отриманi при розв’язаннi даного диференцiального рiвняння рiзними способами, збiгаються.
При розв’язаннi диференцiальних рiвнянь буває можливо вибирати метод розв’язання, виходячи зi складностi

перетворень.

Приклад. Розв’язати рiвняння y′ + y cosx =
1

2
sin 2x з початковою умовою y(0) = 0.

Це лiнiйне неоднорiдне рiвняння. Розв’яжемо вiдповiдне йому однорiдне рiвняння.

y′ + y cosx = 0;
dy

y
= − cosxdx; ln |y| = − sinx+ C1;

|y| = e− sin x · eC1 ; y = Ce− sin x;

Для лiнiйного неоднорiдного рiвняння загальний розв’язок буде мати вигляд:

y = C(x)e− sin x;

Для визначення функцiї C(x) знайдемо похiдну функцiї y i пiдставимо її у вихiдне диференцiальне рiвняння.

y′ = C ′(x)e− sin x − C(x)e− sin x cosx;

C ′(x)e− sin x − C(x)e− sin x cosx+ C(x)e− sin x cosx = sinx cosx;

C ′(x)e− sin x = sinx cosx; C ′(x) = esin x sinx cosx;

C(x) =

�
esin x sinx cosxdx =

{
V = esin x; dU = cosxdx;
dV = esin x cosxdx; U = sinx;

}
= esin x sinx−

�
esin x cosxdx =

= esin x sinx− esin x + C.

Разом y = e− sin x
(
esin x sinx− esin x + C

)
; y = sinx− 1 + Ce− sin x.

Перевiримо отриманий загальний розв’язок пiдстановкою у вихiдне диференцiальне рiвняння.
cosx+ Ce− sin x(− cosx) + sinx cosx− cosx+ Ce− sin x cosx = sinx cosx; (вiрно)
Знайдемо частинний розв’язок при y(0) = 0.

0 = sin 0− 1 + Ce0; C = 1.

Остаточно y = sinx+ e− sin x − 1.
Приклад. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння

20xdx− 3ydy = 3x2ydy − 5xy2dx

з початковою умовою y(1) = 1.
Це рiвняння може бути перетворене i представлене як рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

20x− 3yy′ = 3x2yy′ − 5xy2; 3yy′(x2 + 1) = 5x(y2 + 4);

y′
3y

y2 + 4
=

5x

x2 + 1
;

3y

y2 + 4
dy =

5x

x2 + 1
dx;

�
3y

y2 + 4
dy =

�
5x

x2 + 1
dx;

3

2
ln(y2 + 4) =

5

2
ln(x2 + 1) + lnC1

(y2 + 4)3 = C · (x2 + 1)5; y2 + 4 = C · 3
√

(x2 + 1)5;

y2 = C(x2 + 1)
5
3 − 4;

y =

√
C(x2 + 1)

5
3 − 4;

З урахуванням початкової умови:

1 =

√
C · 2 5

3 − 4 =

√
C

3
√

32− 4; 1 = 2C
3
√

4− 4; 5 = 2C
3
√

4; 125 = 8C3 · 4; C3 =
125

32
;C =

5

2 3
√

4
.

Остаточно y =

√
5

(
x2 + 1

2

) 5
3

− 4.

Приклад. Розв’язати диференцiальне рiвняння xy′ + y = x+ 1 з початковою умовою y(1) = 0.
Це лiнiйне неоднорiдне рiвняння.
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Розв’яжемо вiдповiдне йому однорiдне рiвняння.

xy′ + y = 0; x
dy

dx
= −y;

dy

y
= −dx

x
; ln |y| = − ln |x|+ lnC;

xy = C; y =
C

x
;

Розв’язок неоднорiдного рiвняння буде мати вигляд:

y =
C(x)

x
;

Пiдставимо у вихiдне рiвняння:

x
C ′(x)x− C(x)

x2
+
C(x)

x
= x+ 1;

C ′(x)x

x
= x+ 1; C ′(x) = x+ 1;

C(x) =
x2

2
+ x+ C;

Загальний розв’язок буде мати вигляд: y =
x

2
+ 1 +

C

x
;

З врахуванням початкової умови y(1) = 0: 0 =
1

2
+ 1 + C; C = −3

2
;

Частинний розв’язок: y =
x

2
− 3

2x
+ 1;

Приклад. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння xy′ = y ln
(y
x

)
з початковою умовою y(1) = e.

Це рiвняння може бути зведене до типу рiвняння з вiдокремлюваними змiнними за допомогою замiни змiнних.
Позначимо: ln

(y
x

)
= u;

y

x
= eu; y = xeu; y′ = xu′eu + eu;

Рiвняння набуває такого вигляду:

xu′eu + eu = euu; xu′ + 1 = u; xu′ = u− 1;

Одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

x
du

dx
= u− 1;

du

u− 1
=

dx

x
;

�
du

u− 1
=

�
dx

x
; ln |u− 1| = ln |x|+ lnC; u− 1 = Cx;

Зробимо зворотну замiну: Cx = ln
(y
x

)
− 1; ln

(y
x

)
= Cx+ 1;

y

x
= eCx+1;

Загальний розв’язок: y = xeCx+1.
З врахуванням початкової умови y(1) = e: e = eC+1; C = 0.
Частинний розв’язок: y = ex.
Другий спосiб розв’язання.

xy′ = y ln
y

x
;

xy′ = y ln y − y lnx;

y′ − y

x
ln y = −y

x
lnx;

Одержали лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння. Вiдповiдне однорiдне:

y′ − y

x
ln y = 0;

y′ =
y

x
ln y;

dy

y ln y
=

dx

x
;

� d (ln y)

ln y
=
� dx

x
;

ln |ln y| = ln |x|+ lnC; ln y = Cx; y = eCx;

Розв’язок вихiдного рiвняння шукаємо у виглядi: y = eC(x)x;
Тодi y′ = eC(x)x (C ′(x)x+ C(x)) ;
Пiдставимо отриманi результати у вихiдне рiвняння:

xeC(x)x (C ′(x)x+ C(x)) = eC(x)x ln
eC(x)x

x
;

x2C ′(x) + xC(x) = C(x)x− lnx;

x2C ′(x) = − lnx; C ′(x) = − lnx

x2
;
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C(x) = −
�

lnx

x2
dx =


u = lnx; dv =

dx

x2
;

du =
dx

x
; v = − 1

x
;

 = −
[
− lnx

x
−
�
−dx

x2

]
=

lnx

x
+

1

x
+ C;

y = eC(x)x = eln x+1+Cx = xeCx+1;

Одержуємо загальний розв’язок: y = xeCx+1;

Приклад. Розв’язати диференцiальне рiвняння y′ + e

y

x − y

x
= 0 з початковою умовою y(1) = 0.

У цьому рiвняннi також зручно застосувати замiну змiнних.

e

y

x = u;
y

x
= lnu; y = x lnu; y′ = lnu+

xu′

u
;

Рiвняння набуває такого вигляду: lnu+
xu′

u
+ u− lnu = 0; xu′ + u2 = 0;

xu′ = −u2;
du

u2
= −dx

x
;

�
du

u2
= −

�
dx

x
;

1

u
= ln |x|+ lnC;

1

u
= lnCx;

Робимо зворотну пiдстановку: e
−
y

x = lnCx; −y
x

= ln(lnCx);

Загальний розв’язок: y = −x ln(lnCx);
З врахуванням початкової умови y(1) = 0: 0 = − ln(lnC); C = e;
Частинний розв’язок: y = −x ln(ln ex);
Iнший спосiб розв’язання.

y′ + e

y

x − y

x
= 0

Замiна змiнної: u =
y

x
; y = ux; y′ = u′x+ u.

u′x+ u+ eu − u = 0

u′x+ eu = 0

du

dx
x = −eu

−e−udu =
dx

x

−
�
e−udu =

�
dx

x
;

e−u = ln |x|+ lnC; e−u = ln |Cx| ;

−u = ln(ln |Cx|); u = − ln(ln |Cx|);

Загальний розв’язок: y = −x ln(lnCx).

2.1.10 Геометрична iнтерпретацiя розв’язкiв диференцiальних рiвнянь першого порядку

Як уже говорилися вище (див. Iнтегральнi кривi), лiнiя S, що задається функцiєю, що є якимось розв’язком
диференцiального рiвняння, називається iнтегральною кривою рiвняння y′ = f(x, y).

Похiдна y′ є кутовим коефiцiєнтом дотичної до iнтегральної кривої.
У будь-якiй точцi A(x, y) iнтегральний кривий цей кутовий коефiцiєнт дотичної може бути знайдений ще до

розв’язання диференцiального рiвняння.
Оскiльки дотична вказує напрямок iнтегральної кривої ще до її безпосередньої побудови, то за умови неперервностi

функцiї f(x, y) i неперервного перемiщення точки A можна наочно зобразити поле напрямкiв кривих, якi виходять
у результатi iнтегрування диференцiального рiвняння, тобто являють собою його загальний розв’язок.

Означення. Множина дотичних у кожнiй точцi розглянутої областi називається полем напрямкiв.
З врахуванням сказаного вище можна навести наступне геометричне тлумачення диференцiального рiвняння:
1) Задати диференцiальне рiвняння першого порядку – це значить задати поле напрямкiв.
2) Розв’язати або проiнтегрувати диференцiальне рiвняння – це значить знайти всi кривi, у яких напрямок дотичних

у кожнiй точцi збiгається з полем напрямкiв.
Означення. Лiнiї рiвного нахилу у полi напрямкiв називаються iзоклiнами.
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2.1.11 Обчислювальнi методи розв’язання диференцiальних рiвнянь

Вiдомi методи точного iнтегрування диференцiальних рiвнянь дозволяють знайти розв’язок у виглядi аналiтичної
функцiї, однак цi методи застосовнi для дуже обмеженого класу функцiй. Бiльшiсть рiвнянь, що зустрiчаються при
розв’язаннi практичних задач не можна проiнтегрувати за допомогою цих методiв.

У таких випадках використаються числовi методи розв’язання, якi представляють розв’язок диференцiального
рiвняння не у виглядi аналiтичної функцiї, а у виглядi таблиць значень шуканої функцiї залежно вiд значення змiнної.

Iснує кiлька методiв числового iнтегрування диференцiальних рiвнянь, якi вiдрiзняються один вiд iншого за скла-
днiстю обчислень i точнiстю результату.

Розгляньмо деякi з них.

2.1.11.1 Метод Ейлера

Вiдомо, що рiвняння y′ = f(x, y) задає у деякiй областi поле напрямкiв. Розв’язок цього рiвняння з деякими
початковими умовами дає криву, що дотична до поля напрямкiв у будь-якiй точцi.

Якщо взяти послiдовнiсть точок x0, x1, x2, . . . i замiнити на вiдрiзках, що вийшли, iнтегральну криву на вiдрiзки
дотичнi до неї, то одержимо ламану лiнiю.

При пiдставляннi заданих початкових умов (x0, y0) у диференцiальне рiвняння y′ = f(x, y) одержуємо кутовий
коефiцiєнт дотичної до iнтегральної кривої у початковiй точцi

tgα0 = y′ = f(x0, y0).

Замiнивши на вiдрiзку [x0, x1] iнтегральну криву на дотичну до неї, одержуємо значення

y1 = y0 + f(x0, y0)(x1 − x0).

Роблячи аналогiчну операцiю для вiдрiзка [x1, x2], одержуємо:

y2 = y1 + f(x1, y1)(x2 − x1).

Продовжуючи подiбнi дiї далi, одержуємо ламану криву, що називається ламаною Ейлера.
Можна записати загальну формулу обчислень:

yn = yn−1 + f(xn−1, yn−1)(xn − xn−1).

Якщо послiдовнiсть точок xi вибрати так, щоб вони вiдстояли одна вiд одної на однакову вiдстань h, названу
кроком обчислення, то одержуємо формулу:

yn = yn−1 + f(xn−1, yn−1)h

Слiд зазначити, що точнiсть методу Ейлера вiдносно невисока. Збiльшити точнiсть можна, звичайно, зменшивши
крок обчислень, однак, це приведе до ускладнення розрахункiв. Тому на практицi застосовується так званий уточне-
ний метод Ейлера або формула перерахування.
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Суть методу полягає у тому, що у формулi y1 = y0 + f(x0, y0)h замiсть значення y′0 = f(x0, y0) береться середнє
арифметичне значень f(x0, y0) i f(x1, y1). Тодi уточнене значення:

y
(1)
1 = y0 +

f(x0, y0) + f(x1, y1)

2
h;

Потiм знаходимо значення похiдної у точцi (x1, y
(1)
1 ). Замiняючи f(x0, y0) середнiм арифметичним значень f(x0, y0)

i f(x1, y
(1)
1 ), знаходимо друге уточнене значення y1.

y
(2)
1 = y0 +

f(x0, y0) + f(x1, y
(1)
1 )

2
h;

Потiм третє:

y
(3)
1 = y0 +

f(x0, y0) + f(x1, y
(2)
1 )

2
h;

тощо, поки два послiдовних уточнених значення не перебуватимуть на вiдстанi, меншiй за заданий порядок точностi.
Тодi це значення приймається за ординату точки M1 ламаної Ейлера.

Аналогiчна операцiя виконується для iнших значень y.
Подiбне уточнення дозволяє iстотно пiдвищити точнiсть результату.

2.1.11.2 Метод Рунґе-Кутти

Метод Рунґе5-Кутти6 є точнiшим у порiвняннi з методом Ейлера.
Суть уточнення полягає у тому, що шуканий розв’язок представляється у виглядi розкладу Тейлора (див. Формула

Тейлора).

yi+1 = yi + y′ih+ y′′i
h2

2!
+ y′′′i

h3

3!
+ yIVi

h4

4!
+ ...

Якщо у цiй формулi обмежитися двома першими доданками, то одержимо формулу методу Ейлера. Метод Рунґе-
Кутти враховує чотири перших члени розкладу.

yi+1 = yi + y′ih+ y′′i
h2

2!
+ y′′′i

h3

3!
= yi + ∆yi.

У методi Рунґе–Кутти прирости ∆yi пропонується обчислювати за формулою:

∆yi =
1

6

(
k

(i)
1 + 2k

(i)
2 + 2k

(i)
3 + k

(i)
4

)
де коефiцiєнти ki обчислюються за формулами:

k
(i)
1 = hf(xi, yi);

k
(i)
2 = hf

(
xi +

h

2
; yi +

k
(i)
1

2

)
;

k
(i)
3 = hf

(
xi +

h

2
; yi +

k
(i)
2

2

)
;

k
(i)
4 = hf

(
xi + h; yi + k

(i)
3

)
;

Приклад. Розв’язати методом Рунґе–Кутти диференцiальне рiвняння y′ = x+ y при початковiй умовi y(0) = 1 на
вiдрiзку [0; 0,5] iз кроком 0,1.

Для i = 0 обчислимо коефiцiєнти ki.

k
(0)
1 = hf(x0, y0) = 0, 1(x0 + y0) = 0, 1(0 + 1) = 0, 1;

k
(0)
2 = hf

(
x0 +

h

2
; y0 +

k
(0)
1

2

)
= 0, 1 (0, 05 + 1, 05) = 0, 11;

k
(0)
3 = hf

(
x0 +

h

2
; y0 +

k
(0)
2

2

)
= 0, 1(0, 05 + 1, 055) = 0, 1105;

k
(0)
4 = hf

(
x0 + h; y0 + k

(0)
3

)
= 0, 1(0, 1 + 1, 1105) = 0, 1211;

∆y0 =
1

6
(k

(0)
1 + 2k

(0)
2 + 2k

(0)
3 + k

(0)
4 ) =

1

6
(0, 1 + 0, 22 + 0, 221 + 0, 1211) = 0, 1104;

x1 = x0 + h = 0, 1;
y1 = y0 + ∆y0 = 1 + 0, 1104 = 1, 1104;
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i xi k ∆yi yi
0 0 1 0,1000 0,1104 1

2 0,1100
3 0,1105
4 0,1155

1 0,1 1 0,1210 0,1325 1,1104
2 0,1321
3 0,1326
4 0,1443

2 0,2 1 0,1443 0,1569 1,2429
2 0,1565
3 0,1571
4 0,1700

3 0.3 1 0,1700 0,1840 1,3998
2 0,1835
3 0,1842
4 0,1984

4 0,4 1 0,1984 0,2138 1,5838
2 0,2133
3 0,2140
4 0,2298

5 0,5 1,7976

i 0 1 2 3 4 5
xi 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
yi 1 1,1 1,22 1,362 1,528 1,721

Наступнi обчислення наводити не будемо, а результати представимо у виглядi таблицi.
Розв’яжемо цей же приклад методом Ейлера.
Застосовуємо формулу yn = yn−1 + hf(xn−1, yn−1).

x0 = 0, y0 = 1, f(x0, y0) = x0 + y0 = 1;

hf(x0, y0) = h(x0 + y0) = 0, 1;

y1 = y0 + hf(x0, y0) = 1 + 0, 1 = 1, 1.

x1 = 0, 1 y0 = 1, 1 f(x1, y1) = x1 + y1 = 1, 2;

hf(x1, y1) = h(x1 + y1) = 0, 12;

y2 = y1 + hf(x1, y1) = 1, 1 + 0, 12 = 1, 22.

Виконуючи аналогiчнi обчислення далi, одержуємо таблицю значень:
Застосуємо тепер уточнений метод Ейлера.
Для порiвняння точностi наведених методiв числового розв’язання даного рiвняння розв’яжемо його аналiтично i

знайдемо точнi значення функцiї y на заданому вiдрiзку.
Рiвняння y′−y = x є лiнiйним неоднорiдним диференцiальним рiвнянням першого порядку. Розв’яжемо вiдповiдне

йому однорiдне рiвняння.

y′ − y = 0; y′ = y;
dy

dx
= y;

dy

y
= dx;

�
dy

y
=

�
dx;

ln |y| = x+ lnC; ln
∣∣∣ y
C

∣∣∣ = x; y = Cex;

Розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд y = C(x)ex.

y′ = C ′(x)ex + C(x)ex;

5Карл Давiд Тольме Рунґе (Carl David Tolmé Runge) (1856–1927) – нiмецький математик, фiзик i спектроскопiст.
6Мартiн Вiльгельм Кутта (Martin Wilhelm Kutta) (1867–1944) – нiмецький математик.

i 0 1 2 3 4 5
xi 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
yi 1 1,1 1,243 1,400 1,585 1,799

47



C ′(x)ex + C(x)ex = x+ C(x)ex; C ′(x)ex = x; C ′(x) = xe−x;

C(x) =

�
xe−xdx =

{
u = x; dv = e−xdx;
du = dx; v = −e−x;

}
= −xe−x +

�
e−xdx = −xe−x − e−x + C;

Загальний розв’язок: y = Cex − x− 1;
З врахуванням початкової умови: 1 = C − 0− 1; C = 2;
Частинний розв’язок: y = 2ex − x− 1.
Для порiвняння отриманих результатiв складемо таблицю.

i xi yi
Метод Ейлера Уточнений метод Ейлера Метод Рунґе-Кутти Точне значення

0 0 1 1 1 1
1 0,1 1,1 1,1 1,1104 1,1103
2 0,2 1,22 1,243 1,2429 1,2428
3 0,3 1,362 1,4 1,3998 1,3997
4 0,4 1,528 1,585 1,5838 1,5837
5 0,5 1,721 1,799 1,7976 1,7975

Як видно з отриманих результатiв метод Рунґе-Кутти дає найбiльш точну вiдповiдь. Точнiсть досягає 0, 0001. Крiм
того, варто звернути увагу на те, помилка (розбiжнiсть мiж точним i наближеним значеннями) збiльшується з кожним
кроком обчислень. Це обумовлено тим, що, по-перше, отримане наближене значення округляється на кожному кроцi,
а по-друге – тим, що як основу обчислення приймається значення, отримане на попередньому кроцi, тобто наближене
значення. У такий спосiб вiдбувається нагромадження помилки.

Це добре видно з таблицi. З кожним новим кроком наближене значення усе бiльше вiдрiзняється вiд точного.

2.2 Диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв
Означення. Диференцiальним рiвнянням порядку n називається рiвняння вигляду:

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0

У деяких випадках це рiвняння можна розв’язати вiдносно y(n):

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)).

Так само, як i рiвняння першого порядку, рiвняння вищих порядкiв мають нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв.
Означення. Розв’язок y = ϕ(x) задовольняє початковим умовам x0, y0, y

′
0, ..., y

(n−1)
0 , якщо ϕ(x0) = y0, ϕ′(x0) = y′0,

. . . , ϕ(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Означення. Розв’язок рiвняння F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0, що задовольняє початковим умовам x0, y0, y′0, . . . , y
(n−1)
0 ,

називається розв’язком задачi Кошi.
Теорема Кошi. (Теорема про необхiднi i достатнi умови iснування розв’язку задачi Кошi).
Якщо функцiя (n+ 1)-ої змiнної вигляду f(x, y, y′, ..., y(n−1)) у деякiй областi D (n+ 1)-вимiрного простору непе-

рервна i має неперервнi частиннi похiднi за y, y′, ..., y(n−1), то яка б не була точка (x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 ) у цiй областi,

iснує єдиний розв’язок y = ϕ(x) рiвняння y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)), визначений у деякому iнтервалi, що мiстить
точку x0, та задовольняє початковим умовам x0, y0, y

′
0, ..., y

(n−1)
0 .

Диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв, розв’язки яких можуть бути знайденi аналiтично, можна роздiлити на
кiлька основних типiв.

Розгляньмо докладнiше методи знаходження розв’язкiв цих рiвнянь.

2.2.1 Рiвняння, що допускають зниження порядку

Зниження порядку диференцiального рiвняння – основний метод розв’язання рiвнянь вищих порядкiв. Цей метод
дає можливiсть порiвняно легко знаходити розв’язок, однак, вiн застосовний далеко не до всiх рiвнянь. Розглянемо
випадки, коли можливе зниження порядку.

2.2.2 Рiвняння типу y(n) = f(x)

Якщо f(x) – функцiя неперервна на деякому промiжку a < x < b, то розв’язок може бути знайдено послiдовним
iнтегруванням.

y(n−1) =

�
f(x)dx+ C1;

y(n−2) =

� (�
f(x)dx+ C1

)
dx+ C2 =

�
dx

�
f(x)dx+ C1x+ C2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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y =

�
dx

�
dx....

�
f(x)dx+ C1

xn−1

(n− 1)!
+ C2

xn−2

(n− 2)!
+ ...+ Cn;

Приклад. Розв’язати рiвняння y′′′ = e2x з початковими умовами x0 = 0; y0 = 1; y′0 = −1; y′′0 = 0.

y′′ =

�
e2xdx+ C1 =

1

2
e2x + C1;

y′ =

� (
1

2
e2x + C1

)
dx =

1

4
e2x + C1x+ C2;

y =

� (
1

4
e2x + C1x+ C2

)
dx =

1

8
e2x +

1

2
C1x

2 + C2x+ C3;

Пiдставимо початковi умови:

1 =
1

8
+ C3; −1 =

1

4
+ C2; 0 =

1

2
+ C1;

C1 = −1

2
; C2 = −5

4
; C3 =

7

8
;

Одержуємо частинний розв’язок (розв’язок задачi Кошi): y =
1

8
e2x − 1

4
x2 − 5

4
x+

7

8
.

Нижче показана iнтегральна крива даного диференцiального рiвняння.

2.2.3 Рiвняння, що не мiстять явно шуканої функцiї i її похiдних до порядку k − 1 включно

Це рiвняння вигляду: F (x, y(k), y(k+1), ..., y(n)) = 0.
У рiвняннях такого типу можливе зниження порядку на k одиниць. Для цього роблять замiну змiнної:

y(k) = z; y(k+1) = z′; ... y(n) = z(n−k).

Тодi одержуємо: F (x, z, z′, ..., z(n−k)) = 0.
Тепер припустимо, що отримане диференцiальне рiвняння проiнтегровано i сукупнiсть його розв’язкiв виражається

спiввiдношенням:
z = ψ(x,C1, C2, ..., Cn−k).

Роблячи зворотну пiдстановку, маємо:
y(k) = ψ(x,C1, C2, ..., Cn−k)

Iнтегруючи отримане спiввiдношення послiдовно k раз, одержуємо остаточну вiдповiдь:

y = ϕ(x,C1, C2, ..., Cn).

Приклад. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′′ =
y′′

x
.

Застосовуємо пiдстановку z = y′′; z′ = y′′′;

z′ =
z

x
;

dz

dx
=
z

x
;

dz

z
=

dx

x
;

�
dz

z
=

�
dx

x
;

ln |z| = ln |x|+ lnC1; z = C1x;
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Зробивши зворотну замiну, одержуємо:

y′′ = C1x; y′ =

�
C1xdx =

C1

2
x2 + C2;

y =

� (
C1

2
x2 + C2

)
dx =

C1

6
x3 + C2x+ C3;

Загальний розв’язок вихiдного диференцiального рiвняння:

y = Cx3 + C2x+ C3;

Вiдзначимо, що це спiввiдношення є розв’язком для всiх значень змiнної x крiм значення x = 0.

2.2.4 Рiвняння, що не мiстять явно незалежної змiнної (автономнi)

Це рiвняння типу F (y, y′, ..., y(n)) = 0.
Порядок таких рiвнянь може бути знижений на одиницю за допомогою замiни змiнних y′ = p.

y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dy
· dy

dx
=

dp

dy
p;

y′′′ =
dy′′

dx
=

dy′′

dy
· dy

dx
=

dy′′

dy
p =

d

(
dp

dy
p

)
dy

p =
d2p

dy2
p2 +

(
dp

dy

)2

p; тощо.

Пiдставляючи цi значення у вихiдне диференцiальне рiвняння, одержуємо:

F1

(
y, p,

dp

dy
, ...,

dn−1p

dyn−1

)
= 0

Якщо це рiвняння проiнтегрувати, i Φ(y, p, C1, C2, ..., Cn−1) = 0 – сукупнiсть його розв’язкiв, то для розв’язання
даного диференцiального рiвняння залишається розв’язати рiвняння першого порядку:

Φ(y, y′, C1, C2, ..., Cn−1) = 0.

Приклад. Знайти загальний розв’язок рiвняння yy′′ − (y′)2 − 4yy′ = 0.

Замiна змiнної: p = y′; y′′ =
dp

dy
p;

yp
dp

dy
− p2 − 4yp = 0; p

(
y

dp

dy
− p− 4y

)
= 0;

1)y
dp

dy
− p− 4y = 0;

dp

dy
= 4 +

p

y
;

Для розв’язання отриманого диференцiального рiвняння зробимо замiну змiнної: u =
p

y
.

u+
du

dy
y = 4 + u; du = 4

dy

y
;

�
du = 4

�
dy

y
; u = 4 ln |y|+ 4 lnC1; u = 4 ln |C1y| ;

p = 4y ln |C1y| ;

З врахуванням того, що p =
dy

dx
, одержуємо:

dy

dx
= 4y ln |C1y| ;

�
dy

4y ln |C1y|
=

�
dx;

x =
1

4

�
d (ln |C1y|)

ln |C1y|
=

1

4
ln |ln |C1y||+ C2;

Загальний iнтеграл має вигляд: ln |ln |C1y|| = 4x+ C;

2)p = 0; y′ = 0; y = C;

Таким чином, одержали два загальних розв’язки.
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2.2.5 Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв

Означення. Лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-го порядку називається будь-яке рiвняння першого
степеня щодо функцiї y i ї ї похiдних y′, y′′, ..., y(n) вигляду:

p0y
(n) + p1y

(n−1) + p2y
(n−2) + ...+ pn−1y

′ + pny = f(x);

де p0, p1, . . . , pn – функцiї вiд x або сталi величини, причому p0 6= 0.
Лiву частину цього рiвняння позначимо L(y).

p0y
(n) + p1y

(n−1) + p2y
(n−2) + ...+ pn−1y

′ + pny = L(y);

Означення. Якщо f(x) = 0, то рiвняння L(y) = 0 називається лiнiйним однорiдним рiвнянням, якщо f(x) 6= 0,
то рiвняння L(y) = f(x) називається лiнiйним неоднорiдним рiвнянням, якщо всi коефiцiєнти p0, p1, p2, . . . , pn –
сталi числа, то рiвняння L(y) = f(x) називається лiнiйним диференцiальним рiвнянням вищого порядку зi
сталими коефiцiєнтами.

Вiдзначимо одну важливу властивiсть лiнiйних рiвнянь вищих порядкiв, що вiдрiзняє їх вiд нелiнiйних. Для нелiнiй-
них рiвнянь частинний iнтеграл знаходиться iз загального, а для лiнiйних – навпаки, загальний iнтеграл складається
iз часток. Лiнiйнi рiвняння являють собою найбiльш вивчений клас диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв. Це по-
яснюється порiвняною простотою знаходження розв’язку. Якщо при розв’язаннi якихось практичних задач потрiбно
розв’язати нелiнiйне диференцiальне рiвняння, то часто застосовуються наближенi методи, що дозволяють замiнити
таке рiвняння «близьким» до нього лiнiйним.

Розглянемо способи iнтегрування деяких типiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв.

2.2.6 Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння з довiльними коефiцiєнтами

Розглянемо рiвняння типу p0y
(n) + p1y

(n−1) + p2y
(n−2) + ...+ pn−1y

′ + pny = 0
Означення. Вираз p0y

(n)+p1y
(n−1)+p2y

(n−2)+...+pn−1y
′+pny = L(y) називається лiнiйним диференцiальним

оператором.
Лiнiйний диференцiальний оператор має наступнi властивостi:

1)L(Cy) = CL(y);

2)L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2);

Розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння мають наступнi властивостi:
1) Якщо функцiя y1 є розв’язком рiвняння, то функцiя Cy1, де C – стале число, також є його розв’язком.
2) Якщо функцiї y1 i y2 є розв’язками рiвняння, то y1 + y2 також є його розв’язком.
Структура загального розв’язку
Означення. Фундаментальною системою розв’язкiв лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння n-го

порядку на iнтервалi (a, b) називається всяка система n лiнiйно незалежних на цьому iнтервалi розв’язкiв рiвняння.
Означення. Якщо з функцiй yi скласти визначник n-го порядку

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 ... yn
y′1 y′2 ... y′n
... ... ... ...

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 ... y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
те цей визначник називається визначником Вронського7.

Теорема. Якщо функцiї y1, y2, ..., yn лiнiйно залежнi, то складений для них визначник Вронського дорiвнює нулю.
Теорема. Якщо функцiї y1, y2, ..., yn лiнiйно незалежнi, то складений для них визначник Вронського не дорiвнює

нулю в жоднiй точцi розглянутого iнтервалу.
Теорема. Для того, щоб система розв’язкiв лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння y1, y2, ..., yn була

фундаментальною необхiдно i достатньо, щоб складений для них визначник Вронського не дорiвнював нулю.
Теорема. Якщо y1, y2, ..., yn - фундаментальна система розв’язкiв на iнтервалi (a, b), то загальний розв’язок

лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння є лiнiйною комбiнацiєю цих розв’язкiв.

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn,

де Ci – сталi коефiцiєнти.
Застосування наведених вище властивостей i теорем розглянемо на прикладi лiнiйних однорiдних диференцiальних

рiвнянь другого порядку.
7Юзеф Вронський (Józef Maria Hoene-Wroński) (1776–1853) – польський математик i фiлософ-мiстик.
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2.2.7 Загальний розв’язок лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння другого порядку

З вищевикладеного видно, що вiдшукання загального розв’язку лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння
зводиться до знаходження його фундаментальної системи розв’язкiв.

Однак, навiть для рiвняння другого порядку, якщо коефiцiєнти p залежать вiд x, ця задача не може бути вирiшена
в загальному видi.

Проте, якщо вiдомий один ненульовий частинний розв’язок, то задача може бути вирiшена.
Теорема. Якщо задано рiвняння типу y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0 i вiдомий один ненульовий розв’язок y = y1, то

загальний розв’язок може бути знайдений за формулою:

y = C2y1

�
1

y2
1

e−
�
p1(x)dxdx+ C1y1.

Таким чином, для одержання загального розв’язку треба пiдiбрати якийсь частинний розв’язок диференцiального
рiвняння, хоча це буває часто достатньо складно.

2.2.8 Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Розв’язок диференцiального рiвняння типу y(n) + a1y
(n−1) + ...+ any = 0 або, коротше, L(y) = 0 будемо шукати у

виглядi y = ekx, де k = const.
Оскiльки y′ = kekx; y′′ = k2ekx; ... y(n) = knekx,

L(ekx) = ekx(kn + a1k
n−1 + ...+ an).

При цьому многочлен F (k) = kn + a1k
n−1 + ...+ an називається характеристичним многочленом диференцi-

ального рiвняння.
Для того, щоб функцiя y = ekx була розв’язком вихiдного диференцiального рiвняння, необхiдно i достатньо, щоб
L(ekx) = 0; Тобто ekxF (k) = 0.
Оскiльки ekx 6= 0, F (k) = 0 – це рiвняння називається характеристичним рiвнянням.
Як i будь-яке алгебраїчне рiвняння степеня n, характеристичне рiвняння kn + a1k

n−1 + ... + an = 0 має n корiнь.
Кожному кореню характеристичного рiвняння ki вiдповiдає розв’язок диференцiального рiвняння.

Залежно вiд коефiцiєнтiв k характеристичне рiвняння може мати або n рiзних дiйсних коренiв, або серед дiйсних
коренiв можуть бути кратнi коренi, можуть бути комплексно-спряженi коренi, як рiзнi, так i кратнi.

Не будемо докладно розглядати кожний випадок, а сформулюємо загальне правило знаходження розв’язку лiнiй-
ного однорiдного диференцiального рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.

1) Встановлюємо характеристичне рiвняння i знаходимо його коренi.
2) Знаходимо частиннi розв’язки диференцiального рiвняння, причому:
a) кожному дiйсному кореню вiдповiдає розв’язок ekx;
б) кожному дiйсному кореню кратностi m ставиться у вiдповiднiсть m розв’язкiв:

ekx; xekx; ... xm−1ekx.

в) кожнiй парi комплексно-спряжених коренiв α ± iβ характеристичного рiвняння ставиться у вiдповiднiсть два
розв’язки:

eαx cosβx та eαx sinβx
г) кожнiй парi m-кратних комплексно-спряжених коренiв α± iβ характеристичного рiвняння ставиться у вiдповiд-

нiсть 2m розв’язкiв:
eαx cosβx, xeαx cosβx, ... xm−1eαx cosβx,
eαx sinβx, xeαx sinβx, ...xm−1eαx sinβx.

3) Встановлюємо лiнiйну комбiнацiю знайдених розв’язкiв.
Ця лiнiйна комбiнацiя i буде загальним розв’язком вихiдного лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння зi

сталими коефiцiєнтами.
Приклад. Розв’язати рiвняння y′′′ − y = 0.
Складемо характеристичне рiвняння: k3 − 1 = 0;

(k − 1)(k2 + k + 1) = 0; k1 = 1; k2 + k + 1 = 0;

D = 1− 4 = −3; k2 = −1

2
+

√
3

2
i; k3 = −1

2
−
√

3

2
i;

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1e
x + e

−
x

2

[
C2 cos

√
3

2
x+ C3 sin

√
3

2
x

]
.

Приклад. Розв’язати рiвняння (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.
Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами другого порядку. Для знаходження

загального розв’язку необхiдно вiдшукати якийсь частинний розв’язок.
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Таким частинним розв’язком буде функцiя y1 = x.

y′1 = 1; y′′1 = 0; 0− 2x+ 2x = 0;

Вихiдне диференцiальне рiвняння можна перетворити:

y′′ − 2x

1− x2
y′ +

2y

1− x2
= 0.

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1x
� 1

x2
e

� 2x

1− x2
dx

dx+ C2x;

y = C1x

�
e− ln(1−x2)

x2
dx+ C2x;

y = C1x

�
dx

x2 (1− x2)
+ C2x; y = C2x+ C1x

� [
1

x2
+

1

2(1− x)
+

1

2(1 + x)

]
dx;

y = C2x+ C1x

[
− 1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣] ;

Остаточно: y = C2x+ C3x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C4;

Приклад. Розв’язати рiвняння yIV − y = 0.
Складемо характеристичне рiвняння: k4 − 1 = 0.

(k2 − 1)(k2 + 1) = 0; k1 = 1; k2 = −1; k3 = i; k4 = −i.

Загальний розв’язок:y = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sinx.
Приклад. Розв’язати рiвняння y′′ − 4y′ + 4y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 − 4k + 4 = 0; k1 = k2 = 2.
Загальний розв’язок: y = C1e

2x + C2xe
2x.

Приклад. Розв’язати рiвняння y′′ + 2y′ + 5y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 + 2k + 5 = 0; D = −16; k1 = −1 + 2i;

k2 = −1− 2i.

Загальний розв’язок: y = e−x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x).
Приклад. Розв’язати рiвняння y′′′ − 7y′′ + 6y′ = 0.
Характеристичне рiвняння: k3 − 7k2 + 6k = 0; k(k2 − 7k + 6) = 0;

k1 = 0; k2 = 1; k3 = 6;

Загальний розв’язок: y = C1 + C2e
x + C3e

6x;
Приклад. Розв’язати рiвняння y′′ − y′ − 2y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 − k − 2 = 0; k1 = −1; k2 = 2;
Загальний розв’язок: y = C1e

−x + C2e
2x.

Приклад. Розв’язати рiвняння yV − 9y′′′ = 0.
Характеристичне рiвняння: k5 − 9k3 = 0; k3(k2 − 9) = 0;

k1 = k2 = k3 = 0; k4 = 3; k5 = −3;

Загальний розв’язок: y = C1 + C2x+ C3x
2 + C4e

3x + C5e
−3x;

Приклад. Розв’язати рiвняння yy′′ − y′2 = 0.
Це рiвняння не є лiнiйним, отже, наведений вище метод розв’язання до нього не застосовний.
Понизимо порядок рiвняння за допомогою пiдстановки y′ = p.

Тодi y′′ =
dp

dy
y′ =

dp

dy
p.

y
dp

dy
p− p2 = 0; p1 = 0; y1 = C1;

y
dp

dy
= p;

dp

p
=

dy

y
;

�
dp

p
=

�
dy

y
; ln |p| = ln |y|+ lnC;

p = Cy; y′ = Cy;
dy

Cy
= dx;

�
dy

Cy
=

�
dx;

1

C
ln |Cy| = x+ lnC2; Cy = eCxeC lnC2 = C3e

Cx;
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Остаточно одержуємо: y = C1e
Cx;

Цей вираз буде загальним розв’язком вихiдного диференцiального рiвняння. Отриманий вище розв’язок y1 = C1

виходить iз загального розв’язку при C = 0.
Приклад. Розв’язати рiвняння 3yy′′ + y′2 = 0.

Робимо замiну змiнної: y′ = p; y′′ =
dp

dy
y′ = p

dp

dy
;

3yp
dp

dy
+ p2 = 0; p1 = 0; y1 = C;

3y
dp

dy
= −p; dp

p
= −dy

3y
;

�
dp

p
= −1

3

�
dy

y
;

ln |p| = −1

3
ln |y|+ lnC; p3 =

C

y
; y′ = C1y

−
1

3 ;

y

1

3 dy = C1dx;

�
y

1

3 dy = C1

�
dx;

3

4
y

4

3 = C1x+ C2;

y

4

3 = C3x+ C4;

Загальний розв’язок: y = (C3x+ C4)

3

4 .

2.2.9 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння з довiльними коефiцiєнтами

Розглянемо рiвняння типу y(n) + p1(x)y(n−1) + ...+ pn(x)y = f(x).
З урахуванням позначення y(n) + p1(x)y(n−1) + ...+ pn(x)y = L(x) можна записати:

L(x) = f(x).

При цьому будемо вважати, що коефiцiєнти i права частина цього рiвняння неперервнi на деякому iнтервалi ( кiнцевому
або нескiнченному).

Теорема. Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння y(n) +p1(x)y(n−1) + ...+pn(x)y =
f(x) у деякiй областi є сума будь-якого його розв’язку i загального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного
диференцiального рiвняння.

Доведення. Нехай Y – деякий розв’язок неоднорiдного рiвняння.
Тодi при пiдстановцi цього розв’язку у вихiдне рiвняння одержуємо тотожнiсть:

L(Y ) ≡ f(x).

Нехай y1, y2, ..., yn – фундаментальна система розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння L(y) = 0. Тодi загальний
розв’язок однорiдного рiвняння можна записати у виглядi:

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn; Ci = const.

Далi покажемо, що сума Y + C1y1 + C2y2 + ...+ Cnynє загальним розв’язком неоднорiдного рiвняння.

L(Y + C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn) = L(Y ) + L(C1y1) + L(C2y2) + ...+ L(Cnyn) = L(Y ) = f(x)

Загалом кажучи, розв’язок Y може бути отриманий iз загального розв’язку, оскiльки є частинним розв’язком.
Таким чином, вiдповiдно до доведеної теореми, для розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння

необхiдно знайти загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння i якимось чином вiдшукати один частковий
розв’язок неоднорiдного рiвняння. Зазвичай вiн знаходиться пiдбором.

На практицi зручно застосовувати метод варiацiї довiльних сталих. Для цього спочатку знаходять загальний
розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння у виглядi:

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn =

n∑
i=1

Ciyi;

Потiм, вважаючи коефiцiєнти Ci функцiями вiд x, шукається розв’язок неоднорiдного рiвняння:

y =

n∑
i=1

Ci(x)yi;
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Можна довести, що для знаходження функцiй Ci(x) треба розв’язати систему рiвнянь:
∑n
i=1 C

′
i(x)yi = 0∑n

i=1 C
′
i(x)y′i = 0

..........................∑n
i=1 C

′
i(x)y

(n−1)
i = f(x)

Приклад. Розв’язати рiвняння y′′ + y = x− sin 2x.
Розв’язуємо лiнiйне однорiдне рiвняння y′′ + y = 0.

k2 + 1 = 0; k1 = i; k2 = −i.

y = eαx(A cosβx+B sinβx); α = 0; β = 1;

y = A cosx+B sinx;

Розв’язок неоднорiдного рiвняння буде мати вигляд:

y = A(x) cosx+B(x) sinx;

Становимо систему рiвнянь: {
A′(x) cosx+B′(x) sinx = 0
−A′(x) sinx+B′(x) cosx = x− sin 2x

Розв’яжемо цю систему: B′(x) = −A′(x)
cosx

sinx

−A′(x) sinx−A′(x)
cos2 x

sinx
= x− sin 2x

{ −A′(x)

sinx
= x− sin 2x

B′(x) = cosx(x− sin 2x)

Зi спiввiдношення A′(x) = 2 sin2 x cosx− x sinx знайдемо функцiю A(x).

A(x) =

� (
2 sin2 x cosx− x sinx

)
dx = 2

�
sin2 x cosxdx−

�
x sinxdx =

2

3
sin3 x−

�
x sinxdx =

=

{
u = x; dv = sinxdx;
du = dx; v = − cosx

}
=

2

3
sin3 x+ x cosx−

�
cosxdx =

2

3
sin3 x+ x cosx− sinx+ C1.

Тепер знаходимо y(x).

B(x) =

�
x cosxdx− 2

�
cos2 x sinxdx =

{
u = x; dv = cosxdx;
du = dx; v = sinx;

}
=

= x sinx−
�

sinxdx+
2

3
cos3 x ==

2

3
cos3 x+ x sinx+ cosx+ C2.

Пiдставляємо отриманi значення у формулу загального розв’язку неоднорiдного рiвняння:

y =
2

3
sin3 x cosx+ x cos2 x− sinx cosx+ C1 cosx+

2

3
sinx cos3 x+ x sin2 x+ sinx cosx+ C2 sinx =

=
2

3
sinx cosx(sin2 x+ cos2 x) + x(sin2 x+ cos2 x) + C1 cosx+ C2 sinx.

Остаточна вiдповiдь: y =
1

3
sin 2x+ x+ C1 cosx+ C2 sinx;

Таким чином, удалося уникнути знаходження частинного розв’язку неоднорiдного рiвняння методом пiдбору.
Загалом кажучи, метод варiацiї довiльних сталих придатний для знаходження розв’язкiв будь-якого лiнiйного

неоднорiдного рiвняння. Але оскiльки знаходження фундаментальної системи розв’язкiв вiдповiдного однорiдного
рiвняння може бути достатньо складною задачею, цей метод в основному застосовується для неоднорiдних рiвнянь iз
сталими коефiцiєнтами.

2.2.10 Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Рiвняння iз правою частиною спецiального вигляду
Представляється можливим представити вид частинного розв’язку залежно вiд типу правої частини неоднорiдного

рiвняння.
Розрiзняють наступнi випадки:
I. Права частина лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння має вигляд:

f(x) = P (x)eαx,

де P (x) = A0x
m +A1x

m−1 + ...+Am – многочлен степеня m.
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Тодi частинний розв’язок шукається у виглядi:

y = xreαxQ(x)

Тут Q(x) – многочлен того ж степеня, що i P (x), але з невизначеними коефiцiєнтами, а r – число, що показує скiль-
ки разiв число α є коренем характеристичного рiвняння для вiдповiдного лiнiйного однорiдного диференцiального
рiвняння.

Приклад. Розв’язати рiвняння y′′′ − 4y′ = x.
Розв’яжемо вiдповiдне однорiдне рiвняння: y′′′ − 4y′ = 0.

k3 − 4k = 0; k(k2 − 4) = 0; k1 = 0; k2 = 2; k3 = −2;

y = C1 + C2e
2x + C3e

−2x;

Тепер знайдемо частинний розв’язок вихiдного неоднорiдного рiвняння.
Зiставимо праву частину рiвняння з видом правої частини, розглянутим вище.

P (x) = x; α = 0.

Частинний розв’язок шукаємо у виглядi: y = xreαxQ(x), де r = 1; α = 0; Q(x) = Ax+B.
Тобто y = Ax2 +Bx.
Тепер визначимо невiдомi коефiцiєнти A i B.
Пiдставимо частинний розв’язок в загальному видi у вихiдне неоднорiдне диференцiальне рiвняння.

y′ = 2Ax+B; y′′ = 2A; y′′′ = 0;

0− 8Ax− 4B = x; −8A = 1; A = −1

8
; B = 0;

Разом, частинний розв’язок: y = −x
2

8
.

Тодi загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння:

y = −x
2

8
+ C1 + C2e

2x + C3e
−2x.

II. Права частина лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння має вигляд:

f(x) = eαx [P1(x) cosβx+ P2(x) sinβx]

Тут P1(x) i P2(x) – многочлени степеня m1 i m2 вiдповiдно.
Тодi частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння буде мати вигляд:

y = xreαx [Q1(x) cosβx+Q2(x) sinβx]

де число r дорiвнює кратностi кореня α + iβ характеристичного рiвняння для вiдповiдного однорiдного рiвняння, а
Q1(x) i Q2(x) – многочлени степеня не вище m, де m – бiльший зi степенiв m1 i m2.

Зазначимо, що якщо права частина рiвняння є комбiнацiєю виразiв розглянутого вище вигляду, то розв’язок зна-
ходиться як комбiнацiя розв’язкiв допомiжних рiвнянь, кожне з яких має праву частину, що вiдповiдає виразу, що
входить у комбiнацiю.

Тобто якщо рiвняння має вигляд L(y) = f1(x) + f2(x), то частинний розв’язок цього рiвняння буде y = y1 + y2, де
y1 i y2 – частинi розв’язки допомiжних рiвнянь

L(y) = f1(x) i L(y) = f2(x)
Для iлюстрацiї розв’яжемо розглянутий вище приклад iншим способом.
Приклад. Розв’язати рiвняння y′′ + y = x− sin 2x.
Праву частину диференцiального рiвняння представимо у виглядi суми двох функцiй f1(x) +f2(x) = x+ (− sin 2x).
Складемо i розв’яжемо характеристичне рiвняння: k2 + 1 = 0; k1,2 = ± i:

1. Для функцiї f1(x) розв’язок шукаємо у виглядi y1 = xreαxQ(x).

Одержуємо: α = 0, r = 0, Q(x) = Ax+B. Тобто y1 = Ax+B;

y′1 = A; y′′1 = 0;
Ax+B = x;A = 1;B = 0;

Разом: y1 = x;

2. Для функцiї f2(x) розв’язок шукаємо у виглядi: y2 = xreαx (Q1(x) cosβx+Q2(x) sinβx).
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Аналiзуючи функцiю f2(x), одержуємо: P1(x) = 0; P2(x) = −1; α = 0; β = 2; r = 0;
Таким чином, y2 = C cos 2x+D sin 2x;

y
′

2 = −2C sin 2x+ 2D cos 2x;

y
′′

2 = −4C cos 2x− 4D sin 2x;
−4C cos 2x− 4D sin 2x+ C cos 2x+D sin 2x = − sin 2x;

−3C cos 2x− 3D sin 2x = − sin 2x

C = 0; D =
1

3
;

Разом: y2 =
1

3
sin 2x;

Тобто шуканий частинний розв’язок має вигляд: y = y1 + y2 =
1

3
sin 2x+ x;

Загальний розв’язок неоднорiдного диференцiального рiвняння:

y =
1

3
sin 2x+ x+ C1 cosx+ C2 sinx;

Розглянемо приклади застосування описаних методiв.
Приклад. Розв’язати рiвняння y′′ − 2y′ + y = 3ex.
Складемо характеристичне рiвняння для вiдповiдного лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння:

k2 − 2k + 1− 0; k1 = k2 = 1;

Загальний розв’язок однорiдного рiвняння: y = C1e
x + C2xe

x.
Тепер знайдемо частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння у виглядi:

y = xreαxQ(x)

α = 1; r = 2; Q(x) = C;

y = Cx2ex.

Скористаємося методом невизначених коефiцiєнтiв.

y′ = 2Cxex + Cx2ex; y′′ = 2Cex + 2Cxex + 2Cxex + Cx2ex.

Пiдставляючи у вихiдне рiвняння, одержуємо:

2Cex + 4Cxex + Cx2ex − 4Cxex − 2Cx2ex + Cx2ex = 3ex.

2C = 3; C =
3

2
.

Частинний розв’язок має вигляд: y =
3

2
x2ex.

Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння: y = C1e
x + C2xe

x +
3

2
x2ex.

Приклад. Розв’язати рiвняння y′′′ − y′ = x2 − 1.
Характеристичне рiвняння: k3 − k = 0; k(k2 − 1) = 0; k1 = 0; k2 = 1; k3 = −1;
Загальний розв’язок однорiдного рiвняння: y = C1 + C2e

x + C3e
−x.

Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння: y = xreαxQ(x).

α = 0; r = 1; Q(x) = Ax2 +Bx+ C.

y = Ax3 +Bx2 + Cx

Знаходимо похiднi i пiдставляємо їх у вихiдне неоднорiдне рiвняння:

y′ = 3Ax2 + 2Bx+ C; y′′ = 6Ax+ 2B; y′′′ = 6A;

6A− 3Ax2 − 2Bx− C = x2 − 1;

−3A = 1; −2B = 0; 6A− C = −1;

A = −1

3
; B = 0; C = −1;

Одержуємо загальний розв’язок неоднорiдного диференцiального рiвняння:

y = C1 + C2e
x + C3e

−x − 1

3
x3 − x.
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2.3 Нормальнi системи звичайних диференцiальних рiвнянь
Означення. Сукупнiсть спiввiдношень вигляду:

F1(x, y1, y2, ..., yn, y
′
1, y
′
2, ..., y

′
n) = 0

F2(x, y1, y2, ..., yn, y
′
1, y
′
2, ..., y

′
n) = 0

......................................................
Fn(x, y1, y2, ..., yn, y

′
1, y
′
2, ..., y

′
n) = 0

де x – незалежна змiнна, y1, y2,. . . , yn – шуканi функцiї, називається системою диференцiальних рiвнянь пер-
шого порядку.

Означення. Система диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язних вiдносно похiдних вiд невiдомих
функцiй, називається нормальною системою диференцiальних рiвнянь.

Така система має вигляд: 

dy1

dx
= f1(x, y1, y2, ..., yn)

dy2

dx
= f2(x, y1, y2, ..., yn)

........................................
dyn
dx

= fn(x, y1, y2, ..., yn)

(3)

Для прикладу можна сказати, що графiк розв’язку системи двох диференцiальних рiвнянь являє собою iнтегральну
криву у просторi третього порядку.

Теорема. (Теорема Кошi). Якщо у деякiй областi (n + 1)-вимiрного простору функцiї f1(x, y1, y2, y3, ..., yn), ...
fn(x, y1, y2, ..., yn) неперервнi i мають неперервнi частиннi похiднi за y1, y2, ... , yn, то для будь-якої точки (x0. y10,
... , yn0) цiєї областi iснує єдиний розв’язок

y1 = ϕ1(x), y2 = ϕ2(x), ... yn = ϕn(x)

системи диференцiальних рiвнянь типу (3), визначений у деякому околi точки x0 такий, що задовольняє початковiй
умовi x0.y10, y20, ..., yn0.

Означення. Загальним розв’язком системи диференцiальних рiвнянь типу (3) буде сукупнiсть функцiй y1 =
ϕ1(x,C1, C2, ..., Cn), y2 = ϕ2(x,C1, C2, ..., Cn), . . . yn = ϕn(x,C1, C2, ..., Cn), якi при пiдстановцi в систему (3) обертають
її у тотожнiсть.

2.3.1 Нормальнi системи лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь iз сталими коефiцiєнтами

При розглядi систем диференцiальних рiвнянь обмежимося випадком системи трьох рiвнянь (n = 3). Все нижче-
сказане справедливе для систем довiльного порядку.

Означення. Нормальна система диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами називається лiнiйною одно-
рiдною, якщо її можна записати у виглядi: 

dy

dx
= a11y + a12z + a13u

dz

dx
= a21y + a22z + a23u

du

dx
= a31y + a32z + a33u

(4)

Розв’язки системи (4) мають наступнi властивостi:
1) Якщо y, z, u – розв’язки системи, то Cy, Cz, Cu, де C = const – теж є розв’язками цiєї системи.
2) Якщо y1, z1, u1 i y2, z2, u2 – розв’язки системи, то y1 + y2, z1 + z2, u1 + u2 – теж є розв’язками системи.
Розв’язки системи шукаємо у виглядi: y = αekx; z = βekx; u = γekx, α, β, γ, k = const
Пiдставляючи цi значення в систему (4) переносячи всi члени в одну сторону i скоротивши на ekx, одержуємо: (a11 − k)α+ a12β + a13γ = 0

a21α+ (a22 − k)β + a23γ = 0
a31α+ a32β + (a33 − k)γ = 0

Для того, щоб отримана система мала ненульовий розв’язок необхiдно i достатньо, щоб визначник системи був рiвний
нулю, тобто: ∣∣∣∣∣∣

a11 − k a12 a13

a21 a22 − k a23

a31 a32 a33 − k

∣∣∣∣∣∣ = 0

У результатi обчислення визначника одержуємо рiвняння третього степеня вiдносно k. Це рiвняння називається
характеристичним рiвнянням i має три коренi k1, k2, k3. Кожному iз цих коренiв вiдповiдає ненульовий розв’язок
системи (4):

y1 = α1e
k1x, z1 = β1e

k1x, u1 = γ1e
k1x,
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y2 = α2e
k2x, z2 = β2e

k2x, u2 = γ2e
k2x,

y3 = α3e
k3x, z3 = β3e

k3x, u3 = γ3e
k3x.

Лiнiйна комбiнацiя цих розв’язкiв iз довiльними коефiцiєнтами буде розв’язком системи (4):

y = C1α1e
k1x + C2α2e

k2x + C3α3e
k3x;

z = C1β1e
k1x + C2β2e

k2x + C3β3e
k3x;

u = C1γ1e
k1x + C2γ2e

k2x + C3γ3e
k3x.

Приклад. Знайти загальний розв’язок системи рiвнянь:{
x′ = 5x+ 2y
y′ = 2x+ 2y

Складемо характеристичне рiвняння:∣∣∣∣ 5− k 2
2 2− k

∣∣∣∣ = 0; (5− k)(2− k)− 4 = 0; 10− 5k − 2k + k2 − 4 = 0;

k2 − 7k + 6 = 0; k1 = 1; k2 = 6;

Розв’яжемо систему рiвнянь: {
(a11 − k)α+ a12β = 0
a21α+ (a22 − k)β = 0

Для k1:
{

(5− 1)α1 + 2β1 = 0
2α1 + (2− 1)β1 = 0

{
4α1 + 2β1 = 0
2α1 + β1 = 0

Пiдставляючи α1 = 1 (приймається будь-яке значення), одержуємо: β1 = −2.

Для k2:
{

(5− 6)α2 + 2β2 = 0
2α2 + (2− 6)β2 = 0

{
−1α2 + 2β2 = 0
2α2 − 4β2 = 0

Покладаючи α2 = 2 (приймається будь-яке значення), одержуємо: β2 = 1.

Загальний розв’язок системи:
{
x = C1e

t + 2C2e
6t

y = −2C1e
t + C2e

6t

Цей приклад може бути розв’язаний iншим способом:
Продиференцiюємо перше рiвняння: x′′ = 5x′ + 2y′;
Пiдставимо у цей вираз похiдну y′ = 2x+ 2y з другого рiвняння.

x′′ = 5x′ + 4x+ 4y;

Пiдставимо сюди y, виражене з першого рiвняння:

x′′ = 5x′ + 4x+ 2x′ − 10x

x′′ − 7x′ + 6x = 0

k1 = 6; k2 = 1

x = Aet +Be6t; x′ = Aet + 6Be6t;

2y = x′ − 5x = Aet + 6Be6t − 5Aet − 5Be6t;

y = −2Aet +
1

2
Be6t;

Позначивши A = C1;
1

2
B = C2, одержуємо розв’язок системи:

{
x = C1e

t + 2C2e
6t

y = −2C1e
t + C2e

6t

Приклад. Знайти розв’язок системи рiвнянь {
y′ = y + z
z′ = y + z + x

Ця система диференцiальних рiвнянь не належить до розглянутого вище типу, оскiльки не є однорiдною (у рiвняння
входить незалежна змiнна x).

Для розв’язання продиференцiюємо перше рiвняння за x. Одержуємо:

y′′ = y′ + z′.

Замiняючи значення z′ з другого рiвняння одержуємо: y′′ = y′ + y + z + x.
З врахуванням першого рiвняння, одержуємо: y′′ = 2y′ + x.
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Розв’язуємо отримане диференцiальне рiвняння другого порядку.

y′′ − 2y′ = x; y′′ − 2y′ = 0; k2 − 2k = 0; k1 = 0; k2 = 2.

Загальний розв’язок однорiдного рiвняння: y = C1 + C2e
2x.

Тепер знаходимо частинний розв’язок неоднорiдного диференцiального рiвняння за формулою y = xreαxQ(x);
α = 0; r = 1; Q(x) = Ax+B;

y = Ax2 +Bx; y′ = 2Ax+B; y′′ = 2A;

2A− 4Ax− 2B = x; A = −1

4
; B = −1

4
;

Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння:

y = C1 + C2e
2x − 1

4
x(x+ 1).

Пiдставивши отримане значення у перше рiвняння системи, одержуємо:

z = −C1 + C2e
2x +

1

4
(x2 − x− 1).

Приклад. Знайти розв’язок системи рiвнянь:  y′ = z + w
z′ = 3y + w
w′ = 3y + z

Складемо характеристичне рiвняння:∣∣∣∣∣∣
−k 1 1
3 −k 1
3 1 −k

∣∣∣∣∣∣ = 0; −k
∣∣∣∣ −k 1

1 −k

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ 3 1
3 −k

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 3 −k
3 1

∣∣∣∣ = 0;

−k(k2 − 1) + 3k + 3 + 3 + 3k = 0; k3 − 7k − 6 = 0; k1 = −1; k2 = −2; k3 = 3;

1. k1 = −1.  α+ β + γ = 0
3α+ β + γ = 0
3α+ β + γ = 0

; α = 0; β = −γ;

Якщо прийняти γ = 1, то розв’язок у цьому випадку одержуємо:

y1 = 0; z1 = −e−x; w1 = e−x;

2. k2 = −2.  2α+ β + γ = 0
3α+ 2β + γ = 0
3α+ β + 2γ = 0

; α = −γ; β = γ;

Якщо прийняти γ = 1, то одержуємо:

y2 = −e−2x; z2 = e−2x; w2 = e−2x;

3. k3 = 3.  −3α+ β + γ = 0
3α− 3β + γ = 0
3α+ β − 3γ = 0

; α =
2

3
γ; β = γ;

Якщо прийняти γ = 3, то одержуємо:

y3 = 2e3x; z3 = 3e3x; w3 = 3e3x;

Загальний розв’язок має вигляд:  y = −C2e
−2x + 2C3e

3x

z = −C1e
−x + C2e

−2x + 3C3e
3x

w = C1e
−x + C2e

−2x + 3C3e
3x
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3 Ряди

3.1 Основнi визначення
Означення. Сума членiв нескiнченної числової послiдовностi u1, u2, ..., un, ... називається числовим рядом.

u1 + u2 + ...+ un + ... =

∞∑
n=1

un

При цьому числа u1, u2, ... будемо називати членами ряду, а un – загальним членом ряду.
Означення. Суми Sn = u1+u2+...+un =

∑n
k=1 uk, n = 1, 2, . . . називаються частинними (частковими) сумами

ряду.
Таким чином, можливо розглядати послiдовностi часткових сум ряду S1, S2, . . . , Sn, . . .
Означення. Ряд u1 + u2 + ... + un + ... =

∑∞
n=1 un називається збiжним, якщо збiгається послiдовнiсть його

частинних сум. Сума збiжного ряду – границя послiдовностi його частинних сум.

lim
n→∞

Sn = S, S =

∞∑
n=1

un.

Означення. Якщо послiдовнiсть частинних сум ряду розбiжна, тобто не має границi, або має нескiнченну границю,
то ряд називається розбiжним i йому не ставлять у вiдповiднiсть нiякої суми.

3.1.1 Властивостi рядiв

1) Збiжнiсть або розбiжнiсть ряду не порушиться якщо змiнити, вiдкинути або додати скiнченне число членiв ряду.
2) Розглянемо два ряди

∑
un i

∑
Cun, де C – стале число.

Теорема. Якщо ряд
∑
un збiгається i його сума дорiвнює S, то ряд

∑
Cun теж збiгається, i його сума дорiвнює

СS. (C 6= 0)
3) Розглянемо два ряди

∑
un i

∑
vn. Сумою або рiзницею цих рядiв буде називатися ряд

∑
(un±vn), де елементи

отриманi в результатi додавання (вiднiмання) вихiдних елементiв з однаковими номерами.
Теорема. Якщо ряди

∑
un i

∑
vn збiжнi i їхнi суми рiвнi вiдповiдно S i σ, то ряд

∑
(un + vn) теж збiгається i

його сума дорiвнює S + σ. ∑
(un + vn) =

∑
un +

∑
vn = S + σ

Рiзниця двох збiжних рядiв також буде збiжним рядом.
Сума збiжного i розбiжного рядiв буде розбiжним рядом.
Про суму двох розбiжних рядiв загального твердження зробити не можна.
При вивченнi рядiв вирiшують в основному двi задачi: дослiдження на збiжнiсть i знаходження суми ряду.

3.2 Критерiй Кошi
Для того, щоб послiдовнiсть a1, a2, ..., an, ... була збiжною, необхiдно i достатньо, щоб для кожного ε > 0 iснував

такий номер N , що при n > N i будь-якому p > 0, де р – цiле число, виконувалася б нерiвнiсть:

|an+p − an| < ε.

Доведення. (необхiднiсть) Нехай an → a, тодi для будь-якого числа ε > 0 знайдеться номерN такий, що нерiвнiсть
|a− an| <

ε

2
виконується при n > N . При n > N i будь-якому цiлому p > 0 виконується також нерiвнiсть |a− an+p| <

ε

2
.

З огляду на обидвi нерiвностi, одержуємо:

|an+p − an| = |(an+p − a) + (a− an)| 6 |an+p − a|+ |a− an| <
ε

2
+
ε

2
= ε

Необхiднiсть доведена. Доведення достатностi розглядати не будемо.
Сформулюємо критерiй Кошi для ряду.
Для того, щоб ряд u1 + u2 + ...+ un + ... =

∑∞
n=1 un був збiжним необхiдно i достатньо, щоб для кожного ε > 0

iснував номер N такий, що при n > N i будь-якому p > 0 виконувалася б нерiвнiсть

|un+1 + un+2 + ...+ un+p| < ε.

Однак, на практицi використовувати безпосередньо критерiй Кошi не дуже зручно. Тому, як правило, використа-
ються бiльше простi ознаки збiжностi:

1) Якщо ряд
∑
un збiгається, то необхiдно, щоб загальний член un прямував до нуля. Однак, ця умова не є

достатньою. Можна говорити тiльки про те, що якщо загальний член не прямує до нуля, то ряд точно розбiжний.

Наприклад, так званий гармонiйний ряд
∞∑
n=1

1

n
є розбiжним, хоча його загальний член i прямує до нуля.
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Приклад. Дослiдити збiжнiсть ряду
1

2
+

2

5
+

3

8
+ ...+

n

3n− 1
+ ...

Знайдемо lim
n→∞

n

3n− 1
= lim
n→∞

1

3− 1

n

=
1

3
6= 0 – необхiдна ознака збiжностi не виконується, значить ряд розбiжний.

Приклад. Дослiдити збiжнiсть гармонiйного ряду
∞∑
n=1

1

n
.

Скористаємося такою нерiвнiстю:
� k+1

k

dx

x
6

1

k

� k+1

k

dx =
1

k
.

Тодi для частинних сум ряду, Sn, маємо

Sn >

� n+1

1

dx

x
= ln(n+ 1),

отже lim
n→∞

Sn > lim
n→∞

ln(n+ 1) = +∞. Це i означає, що гармонiйний ряд є розбiжним.
2) Якщо ряд збiгається, то послiдовнiсть його частинних сум обмежена. Однак, ця ознака також не є достатньою.
Наприклад, ряд 1−1+1−1+1−1+ · · ·+(−1)n+1 + . . . розбiжний, оскiльки розбiжна послiдовнiсть його частинних

сум у силу того, що

Sn =

{
0, при парних n
1, при непарних n

Однак, при цьому послiдовнiсть частинних сум обмежена, оскiльки |Sn| < 2 при будь-якому n.

3.3 Ряди з невiд’ємними членами
При вивченнi знакосталих рядiв обмежимося розглядом рядiв з невiд’ємними членами, оскiльки при простому

множеннi на −1 iз цих рядiв можна одержати ряди з вiд’ємними членами.
Теорема. Для збiжностi ряду

∑
un з невiд’ємними членами необхiдно i достатньо, щоб частинi суми ряду були

обмеженi.
Ознака порiвняння рядiв з невiд’ємними членами.
Нехай данi два ряди

∑
un i

∑
vn при un, vn>0.

Теорема. Якщо un 6 vn при будь-якому n, то зi збiжностi ряду
∑
vn випливає збiжнiсть ряду

∑
un, а з розбiжностi

ряду
∑
un випливає розбiжнiсть ряду

∑
vn.

Доведення. Позначимо через Sn i σn частиннi суми рядiв
∑
un i

∑
vn. Оскiльки за умовою теореми ряд

∑
vn

збiгається, то його частинi суми обмеженi, тобто при всiх n σn < M , де M – деяке число. Але оскiльки un 6 vn, то
Sn 6 σn, то частиннi суми ряду

∑
un теж обмеженi, а цього достатньо для збiжностi.

Приклад. Дослiдити на збiжнiсть ряд
1

ln 2
+

1

ln 3
+ ...+

1

lnn
+ ...

Оскiльки
1

lnn
>

1

n
, а гармонiйний ряд

∑ 1

n
розбiжний, то розбiжний i ряд

∑ 1

lnn
.

Приклад. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∑∞
n=1

1

n2n
.

Оскiльки
1

n2n
<

1

2n
, а ряд

∑ 1

2n
збiгається (як спадна геометрична прогресiя), то ряд

∑∞
n=1

1

n2n
теж збiгається.

Приклад. Дослiдити збiжнiсть узагальненого гармонiйного ряду
∞∑
n=1

1

nα
.

Якщо α 6 1,
1

nα
>

1

n
, враховуючи розбiжнiсть гармонiйного ряду, робимо висновок, що узагальнений гармонiйний

ряд також є розбiжним.
Якщо ж α > 1, то, позначивши α = 1 + δ, матимемо

1

(n+ 1)α
+

1

(n+ 2)α
+ · · ·+ 1

(2n)α
<

n

(n+ 1)α
<

1

nδ

Отже

∞∑
n=1

1

nα
=

(
1 +

1

2α

)
+

(
1

3α
+

1

4α

)
+

(
1

(4 + 1)α
+

1

(4 + 2)α
+

1

(4 + 3)α
+

1

2 · 4α

)
+ · · · <

< 1 +
1

2α
+

1

2δ
+

1

4δ
+

1

8δ
+ · · · = 1 +

1

2α
+

1
2δ

1− 1
2δ

.

Тобто ряд з умови є меншим за збiжний ряд, тобто i сам є збiжним.
Також використовується наступна ознака збiжностi:
Теорема. Якщо un > 0, vn > 0 i iснує границя lim

n→∞

un
vn

= h, де h – число, вiдмiнне вiд нуля, то ряди
∑
un i∑

vn поводять себе однаково в сенсi збiжностi.

62



3.4 Ознака д’Аламбера
Якщо для ряду

∑
un з додатними членами iснує таке число q < 1, що для всiх достатньо великих n виконується

нерiвнiсть
un+1

un
6 q,

то ряд
∑
un збiгається, якщо ж для всiх достатньо великих n виконується умова

un+1

un
>1,

то ряд
∑
un розбiжний.

3.4.1 Гранична ознака д’Аламбера

Гранична ознака д’Аламбера8 є наслiдком з наведеної вище ознаки д’Аламбера.
Якщо iснує границя lim

n→∞

un+1

un
= ρ, то при ρ < 1 ряд збiгається, а при ρ > 1 – розбiжний. Якщо ρ = 1, то на

питання про збiжнiсть вiдповiсти не можна.

Приклад. Дослiдити збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

n

2n
.

un =
n

2n
; un+1 =

n+ 1

2n+1
; lim

n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

(n+ 1)2n

2n+1n
= lim
n→∞

n+ 1

2n
= lim
n→∞

1 +
1

n
2

=
1

2
< 1

Висновок: ряд збiгається.

Приклад. Дослiдити збiжнiсть ряду 1 +
1

1!
+

1

2!
+ ...+

1

n!
+ ...

un =
1

n!
; un+1 =

1

(n+ 1)!
; lim

n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim
n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1

Висновок: ряд збiгається.

3.5 Радикальна ознака Кошi
Якщо для ряду

∑
un з невiд’ємними членами iснує таке число q<1, що для всiх достатньо великих виконується

нерiвнiсть
n
√
un 6 q,

то ряд
∑
un збiгається, якщо ж для всiх достатньо великих n виконується нерiвнiсть

n
√
un>1,

то ряд
∑
un розбiжний.

Наслiдок. Якщо iснує границя lim
n→∞

n
√
un = ρ, то при ρ < 1 ряд збiгається, а при ρ > 1 ряд розбiжний.

Приклад. Дослiдити збiжнiсть ряду
∑∞
n=1

(
2n2 + 1

3n2 + 5

)n
.

lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞

2n2 + 1

3n2 + 5
= lim
n→∞

2 +
1

n2

3 +
5

n2

=
2

3
< 1

Висновок: ряд збiгається.

Приклад. Дослiдити збiжнiсть ряду
∑∞
n=1

(
1 +

1

n

)n
.

lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)
= 1.

Тобто ознака Кошi не дає вiдповiдi на питання про збiжнiсть ряду. Перевiримо виконання необхiдних умов збiжностi.
Як було сказано вище, якщо ряд збiгається, то загальний член ряду прямує до нуля.

lim
n→∞

un = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e 6= 0,

таким чином, необхiдна умова збiжностi не виконується, виходить, ряд розбiжний.
8Жан Лерон д’Аламбер (Jean-Baptiste le Rond d’Alembert) (1717–1783) – французький математик.
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3.6 Iнтегральна ознака Кошi
Якщо ϕ(x) – неперервна додатна функцiя, що спадає на промiжку [1;∞), то ряд ϕ(1) + ϕ(2) + · · ·+ ϕ(n) + · · · =

∞∑
n=1

ϕ(n) i невласний iнтеграл
∞�
1

ϕ(x)dx однаковi в сенсi збiжностi.

Приклад. Ряд 1 +
1

2α
+

1

3α
+ ...+

1

nα
+ ... збiгається при α > 1 i розбiжний α ≤ 1 оскiльки вiдповiдний невласний

iнтеграл
∞�
1

dx

xα
збiгається при α > 1 i розбiжний α ≤ 1. Ряд

∞∑
n=1

1

nα
називається узагальненим гармонiйним рядом.

Наслiдок. Якщо f(x) i ϕ(x) – неперервнi функцiї на iнтервалi (a, b] i lim
x→a+0

f(x)

ϕ(x)
= h, h 6= 0, то iнтеграли

� b
a
f(x)dx i

� b
a
ϕ(x)dx поводяться однаково в сенсi збiжностi.

3.7 Знакозмiннi ряди

3.7.1 Знакочерговi ряди

Знакочерговий ряд можна записати у виглядi:

u1 − u2 + u3 − u4 + ...+ (−1)n+1un + ...

де un > 0, n = 1, 2, 3, ...

3.7.1.1 Ознака Ляйбнiца

Якщо в знакочерговому рядi u1−u2+u3−u4+...+(−1)n+1un+... абсолютнi величини ui спадають u1 > u2 > u3 > ...
i загальний член прямує до нуля un → 0, то ряд збiгається.

3.7.2 Абсолютна i умовна збiжнiсть рядiв

Розглянемо деякий знакозмiнний ряд (з членами довiльних знакiв).

u1 + u2 + ...+ un + ... =

∞∑
n=1

un (5)

i ряд, складений з абсолютних величин членiв ряду (5):

|u1|+ |u2|+ ...+ |un|+ ... =

∞∑
n=1

|un| (6)

Теорема. Зi збiжностi ряду (6) випливає збiжнiсть ряду (5).
Доведення. Ряд (6) є рядом iз невiд’ємними членами. Якщо ряд (6) збiгається, то за критерiєм Кошi для кожного

ε > 0 iснує число N , таке, що при n > N i будь-якому цiлому p > 0 виконується нерiвнiсть:

|un+1|+ |un+2|+ ...+ |un+p| < ε

За властивiстю абсолютних величин:

|un+1 + un+2 + ...+ un+p| 6 |un+1|+ |un+2|+ ...+ |un+p| < ε

|un+1 + un+2 + ...+ un+p| < ε

Тобто за критерiєм Кошi зi збiжностi ряду (6) виливає збiжнiсть ряду (5).
Означення. Ряд

∑
un називається абсолютно збiжним, якщо збiгається ряд

∑
|un|.

Очевидно, що для знакосталих рядiв поняття збiжностi i абсолютної збiжностi збiгаються.
Означення. Ряд

∑
un називається умовно збiжним, якщо вiн збiгається, а ряд

∑
|un| розбiжний.

3.7.2.1 Ознаки д’Аламбера i Кошi для знакозмiнних рядiв

Нехай
∑
un – знакозмiнний ряд.

Ознака д’Аламбера. Якщо iснує границя lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = ρ, то при ρ < 1 ряд
∑
un буде абсолютно збiжним, а при

ρ > 1 ряд буде розбiжним. При ρ = 1 ознака не дає вiдповiдi про збiжнiсть ряду.
Ознака Кошi. Якщо iснує границя lim

n→∞
n
√
|un| = ρ, то при ρ < 1 ряд

∑
un буде абсолютно збiжним, а при ρ > 1

ряд буде розбiжним. При ρ = 1 ознака не дає вiдповiдi про збiжнiсть ряду.

64



3.7.2.2 Властивостi абсолютно збiжних рядiв

1) Теорема. Для абсолютної збiжностi ряду
∑
un необхiдно i достатньо, щоб його можна було представити у

виглядi рiзницi двох збiжних рядiв з невiд’ємними членами.
Наслiдок. Умовно збiжний ряд є рiзницею двох розбiжних рядiв з невiд’ємними членами, що прямують до нуля.
2) У збiжному рядi будь-яке групування членiв ряду, що не змiнює їхнього порядку, зберiгає збiжнiсть i величину

ряду.
3) Якщо ряд збiгається абсолютно, то ряд, отриманий з нього будь-якою перестановкою членiв, також абсолютно

збiгається i має ту ж суму.
Перестановкою членiв умовно збiжного ряду можна одержати умовно збiжний ряд, що має кожну наперед задану

суму, i навiть розбiжний ряд.
4) Теорема. При будь-якому групуваннi членiв абсолютно збiжного ряду (при цьому число груп може бути як

скiнченним, так i нескiнченним i число членiв у групi може бути як скiнченним, так i нескiнченним) виходить
збiжний ряд, сума якого дорiвнює сумi вихiдного ряду.

5) Якщо ряди
∑∞
n=1 un й

∑∞
n=1 vn збiжнi абсолютно i їх суми рiвнi вiдповiдно S i σ, то ряд, складений iз всiх

добуткiв типу uivk, i, k = 1, 2, ... взятих у якому завгодно порядку, також збiгається абсолютно i його сума дорiвнює
S · σ – добутку сум рядiв, що перемножують.

Якщо ж виконувати множення умовно збiжних рядiв, то в результатi можна одержати розбiжний ряд.

3.8 Функцiональнi послiдовностi
Означення. Якщо членами ряду будуть не числа, а функцiї вiд x, то ряд називається функцiональним.
Дослiдження на збiжнiсть функцiональних рядiв складнiше нiж дослiдження числових рядiв. Той самий фун-

кцiональний ряд може при одних значеннях змiнної x збiгатися, а при iнших – розбiгатися. Тому питання збiжностi
функцiональних рядiв зводиться до визначення тих значень змiнної x, при яких ряд збiгається.

Сукупнiсть таких значень називається областю збiжностi.
Оскiльки границею кожної функцiї, що входить в область збiжностi ряду, є деяке число, то границею функцiо-

нальної послiдовностi буде деяка функцiя:
f(x) = lim

n→∞
fn(x)

Означення. Послiдовнiсть {fn(x)} збiгається до функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b], якщо для будь-якого числа ε > 0
i будь-якої точки x з розглянутого вiдрiзка iснує номер N = N(ε, x), такий, що нерiвнiсть

|f(x)− fn(x)| < ε

виконується при n > N .
При обраному значеннi ε > 0 кожнiй точцi вiдрiзка [a, b] вiдповiдає свiй номер i, отже, номерiв, що вiдповiдають

всiм точкам вiдрiзка [a, b], буде незлiченна множина. Якщо вибрати iз всiх цих номерiв найбiльший, то цей номер буде
годитися для всiх точок вiдрiзка [a, b], тобто буде спiльним для всiх точок.

Означення. Послiдовнiсть {fn(x)} рiвномiрно збiгається до функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b], якщо для будь-якого
числа ε > 0 iснує номер N = N(ε), такий, що нерiвнiсть

|f(x)− fn(x)| < ε

виконується при n > N для всiх точок вiдрiзка [a, b].

Приклад. Розглянемо послiдовнiсть
sinx

1
,

sin 2x

2
, ...,

sinnx

n
, ...

Ця послiдовнiсть збiгається на всiй числовiй осi до функцiї f(x) = 0, оскiльки

lim
n→∞

sinnx

n
= 0, −∞ < x <∞

Побудуємо графiки цiєї послiдовностi:

Як видно, при збiльшеннi числа n графiк послiдовностi наближається до осi x.
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3.9 Функцiональнi ряди

Означення. Частковими (частинними) сумами функцiонального ряду
∞∑
n=1

un(x) називаються функцiї Sn(x) =∑n
k=1 uk(x), n = 1, 2, ...
Означення. Функцiональний ряд

∑∞
n=1 un(x) називається збiжним у точцi (x = x0), якщо у цiй точцi збiгається

послiдовнiсть його частинних сум. Границя послiдовностi {Sn(x0)} називається сумою ряду
∑∞
n=1 un(x) у точцi x0.

Означення. Сукупнiсть всiх значень x, для яких збiгається ряд
∑∞
n=1 un(x) називається областю збiжностi

ряду.
Означення. Ряд

∑∞
n=1 un(x) називається рiвномiрно збiжним на вiдрiзку [a, b], якщо рiвномiрно збiгається на

цьому вiдрiзку послiдовнiсть частинних сум цього ряду.
Теорема. (Критерiй Кошi рiвномiрної збiжностi ряду)
Для рiвномiрної збiжностi ряду

∑∞
n=1 un(x) необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого числа ε > 0 iснував такий

номер N(ε), що при n > N i будь-якому цiлому p > 0 нерiвнiсть

|un+1(x) + un+2(x) + ...+ un+p(x)| < ε

виконувалася б для всiх x на вiдрiзку [a, b].
Теорема. (Ознака рiвномiрної збiжностi Веєрштраса)
Ряд

∑∞
n=1 un(x) збiгається рiвномiрно i при тому абсолютно на вiдрiзку [a, b], якщо модулi його членiв на тiм

же вiдрiзку не перевершують вiдповiдних членiв збiжного числового ряду з додатними членами:

M1 +M2 + ...+Mn + ...

тобто має мiсце нерiвнiсть:
|un(x)| 6Mn.

Ще кажуть, що у цьому випадку функцiональний ряд
∑∞
n=1 un(x) мажорується числовим рядом

∑∞
n=1Mn.

Приклад. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∑∞
n=1

cosnx

n3
.

Оскiльки |cosnx| 6 1 завжди, то очевидно, що
∣∣∣cosnx

n3

∣∣∣ 6 1

n3
.

При цьому вiдомо, що узагальнений гармонiйний ряд
∑∞
n=1

1

nα
при α = 3 > 1 збiгається, то вiдповiдно до ознаки

Веєрштраса9 дослiджуваний ряд рiвномiрно збiгається i при тому на будь-якому iнтервалi.

Приклад. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∑∞
n=1

xn

n3
.

На вiдрiзку [– 1, 1] виконується нерiвнiсть
∣∣∣∣xnn3

∣∣∣∣ 6 1

n3
тобто за ознакою Веєрштраса на цьому вiдрiзку дослiджуваний

ряд збiгається, а на iнтервалах (−∞,−1) ∪ (1,∞) розбiжний.

3.9.1 Властивостi рiвномiрно збiжних рядiв

1) Теорема про неперервнiсть суми ряду.
Якщо члени ряду

∑∞
n=1 un(x) – неперервнi на вiдрiзку [a, b] функцiї i ряд збiгається рiвномiрно, то i його сума

S(x) є неперервна функцiя на вiдрiзку [a, b].
2) Теорема про почленне iнтегрування ряду.
Рiвномiрно збiжний на вiдрiзку [a, b] ряд з неперервними членами можна почленно iнтегрувати на цьому вiдрiзку,

тобто ряд, складений з iнтегралiв вiд його членiв за вiдрiзком [a, b], збiгається до iнтеграла вiд суми ряду за цим
вiдрiзком. � β

α

∞∑
n=1

un(x)dx =

∞∑
n=1

� β

α

un(x)dx; α, β ∈ [a, b]

3) Теорема про почленне диференцiювання ряду.
Якщо члени ряду

∑∞
n=1 un(x) збiжного на вiдрiзку [a, b] являють собою неперервнi функцiї, що мають неперерв-

нi похiднi, i ряд, складений iз цих похiдних
∑∞
n=1 u

′
n(x) збiгається на цьому вiдрiзку рiвномiрно, то i даний ряд

збiгається рiвномiрно i його можна диференцiювати почленно.

d

dx

∞∑
n=1

un(x) =

∞∑
n=1

dun(x)

dx

На основi того, що сума ряду є деякою функцiєю вiд змiнної x, можна виконувати операцiю подання будь-якої
функцiї у виглядi ряду (розклад функцiї в ряд), що має широке застосування при iнтегруваннi, диференцiюваннi i
iнших дiях з функцiями.

На практицi часто застосовується розклад функцiй у степеневий ряд.
9Карл Теодор Вiльгельм Веєрштрас (Karl Theodor Wilhelm Weierstraß) (1815–1897) – нiмецький математик
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3.10 Степеневi ряди
Означення. Степеневим рядом називається ряд вигляду

a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n + ... =

∞∑
n=0

anx
n.

Для дослiдження на збiжнiсть степеневих рядiв зручно використовувати ознаку д’Аламбера.

Приклад. Дослiдити на збiжнiсть ряд x+
x2

2
+
x3

3
+ ...+

xn

n
+ ...

Застосовуємо ознаку д’Аламбера:

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
xn+1

n+ 1
xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ xn

n+ 1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣
x

1 +
1

n

∣∣∣∣∣∣∣ = |x| .

Одержуємо, що цей ряд збiгається при |x| < 1 i є розбiжним при |x| > 1.
Тепер визначимо збiжнiсть у граничних точках 1 i – 1.

При x = −1: −1 +
1

2
− 1

3
+

1

4
− ... ряд збiгається за ознакою Ляйбнiца (див. Ознака Ляйбнiца).

При x = 1: 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
+ ... ряд розбiжний (гармонiйний ряд).

3.10.1 Теореми Абеля

Теорема. Якщо степеневий ряд a0 + a1x + a2x
2 + ... + anx

n + ... =
∑∞
n=0 anx

n збiгається при x = x1 , то вiн
збiгається, причому абсолютно, для всiх |x| < |x1|.

Доведення. За умовою теореми, оскiльки члени ряду обмеженi,

|anxn1 | 6 k,

де k – деяке стале число. Справедлива така нерiвнiсть:

|anxn| = |anxn1 |
∣∣∣∣ xx1

∣∣∣∣n 6 k

∣∣∣∣ xx1

∣∣∣∣n
Iз цiєї нерiвностi видно, що при x < x1 числовi величини членiв нашого ряду будуть менше (у всякому разi

не бiльше) вiдповiдних членiв ряду правої частини записаної вище нерiвностi, якi утворять геометричну прогресiю.

Знаменник цiєї прогресiї
∣∣∣∣ xx1

∣∣∣∣ за умовою теореми менше одиницi, отже, ця прогресiя являє собою збiжний ряд.

Тому на пiдставi ознаки порiвняння робимо висновок, що ряд
∑
|anxn| збiгається, а значить ряд

∑
anx

n збiгається
абсолютно.

Таким чином за теоремою Абеля10, якщо степеневий ряд
∑
anx

n збiгається у точцi x1, то вiн абсолютно збiгається
в будь-якiй точцi iнтервалу довжини 2 |E1| iз центром у точцi x = 0.

Наслiдок. Якщо при x = x1 ряд розбiжний, то вiн розбiжний для всiх |x| > |x1|.
Таким чином, для кожного степеневого ряду iснує таке додатне число R, що при всiх x таких, що |x| < R ряд

абсолютно збiгається, а при всiх |x| > R ряд розбiжний. При цьому число R називається радiусом збiжностi.
Iнтервал (−R,R) називається iнтервалом збiжностi.

Вiдзначимо, що цей iнтервал може бути як замкненим з однiєї або двох сторiн, так i незамкненим.
Радiус збiжностi може бути знайдений за формулою:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣an−1

an

∣∣∣∣
Приклад. Знайти область збiжностi ряду x+

x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
+ ...

Знаходимо радiус збiжностi R = lim
n→∞

∣∣∣∣an−1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(n− 1)!
1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ n!

(n− 1)!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|n| = |∞|.

Отже, даний ряд збiгається при будь-якому значеннi x. Загальний член цього ряду прямує до нуля.

lim
n→∞

xn

n!
= 0.

Теорема. Якщо степеневий ряд
∑
anx

n збiгається для додатного значення x = x1 , то вiн збiгається рiвномiрно в
будь-якому промiжку усерединi (− |x1| ; |x1|).

10Нiльс Хенрiк Абель (Niels Henrik Abel) (1802–1829) – норвезький математик.
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3.10.2 Дiї зi степеневими рядами

1) Iнтегрування степеневих рядiв.
Якщо деяка функцiя f(x) визначається степеневим рядом: f(x) =

∑∞
n=0 anx

n, то iнтеграл вiд цiєї функцiї можна
записати у виглядi ряду:

�
f(x)dx =

� ∞∑
n=0

anx
ndx =

∞∑
n=0

�
anx

ndx =

∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1 + C

2) Диференцiювання степеневих рядiв.
Похiдна функцiї, що визначається степеневим рядом, знаходиться за формулою:

f ′(x) =
d

dx

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

d

dx
(anx

n) =

∞∑
n=0

nanx
n−1

3) Додавання, вiднiмання, множення i дiлення степеневих рядiв.
Додавання i вiднiмання степеневих рядiв зводиться до вiдповiдних операцiй з їхнiми членами:

∞∑
n=0

anx
n ±

∞∑
n=0

bnx
n =

∞∑
n=0

(an ± bn)xn

Добуток двох степеневих рядiв виражається формулою:
∞∑
n=0

anx
n ·

∞∑
n=0

bnx
n =

∞∑
n=0

cnx
n

Коефiцiєнти ci знаходяться за формулою:

cn = a0bn + a1bn−1 + ...+ an−1b1 + anb0

Дiлення двох степеневих рядiв виражається формулою:∑∞
n=0 anx

n∑∞
n=0 bnx

n
=

∞∑
n=0

qnx
n

Для визначення коефiцiєнтiв qn розглядаємо добуток
∑∞
n=0 qnx

n ·
∑∞
n=0 bnx

n =
∑∞
n=0 anx

n, отриманий iз записаного
вище рiвностi i розв’язуємо систему рiвнянь:

a0 = q0b0
a1 = q0b1 + q1b0
a2 = q0b2 + q1b1 + q2b0
....................................
an = q0bn + q1bn−1 + ...+ qnb0

3.10.3 Розклад функцiй у степеневi ряди

Розклад функцiй у степеневий ряд має велике значення для розв’язання рiзних задач дослiдження функцiй, дифе-
ренцiювання, iнтегрування, розв’язання диференцiальних рiвнянь, обчислення меж, обчислення наближених значень
функцiї.

Можливi рiзнi способи розклад функцiї в степеневий ряд. Такi способи як розклад за допомогою рядiв Тейлора i
Маклорена були розглянутi ранiше.

Iснує також спосiб розкладу в степеневий ряд за допомогою алгебраїчного дiлення. Це – найпростiший спосiб
розкладу, однак, придатний вiн тiльки для розкладу в ряд алгебраїчних дробiв.

Приклад. Розкласти в ряд функцiю
1

1− x
.

Суть методу алгебраїчного дiлення полягає в застосуваннi загального правила дiлення многочленiв:

1 1− x
1− x 1 + x+ x2 + x3 + ...

x
x − x2

x2

x2 − x3

x3

Якщо застосувати до тiєї ж функцiї формулу Маклорена

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn +Rn(x),
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то одержуємо: f ′(x) =
1

(1− x)2
; f ′(0) = 1;

f ′′(x) =
2

(1− x)3
; f ′′(0) = 2;

f ′′′(x) =
2 · 3

(1− x)4
; f ′′′(0) = 3!;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x) =
n!

(1− x)n+1
; f (n)(0) = n!;

Разом, одержуємо: f(x) = 1 + x+ x2 + ...+ xn + ...
Розглянемо спосiб розкладу функцiї в ряд за допомогою iнтегрування.
За допомогою iнтегрування можна розкладати в ряд таку функцiю, для якої вiдомо або може бути легко знайдено

розклад в ряд її похiдної.
Знаходимо диференцiал функцiї df(x) = f ′(x)dx i iнтегруємо його у межах вiд 0 до x.

� x

0

df(x) =

� x

0

f ′(x)dx; f(x)|x0 =

� x

0

f ′(x)dx;

f(x) = f(0) +

� x

0

f ′(x)dx;

Приклад. Розкласти в ряд функцiю f(x) = ln(1 + x).
Розклад в ряд цiєї функцiї за формулою Маклорена було розглянуто вище.
Тепер розв’яжемо цю задачу за допомогою iнтегрування.

При f(0) = 0, f ′(x) =
1

1 + x
одержуємо за наведеною вище формулою:

ln(1 + x) =

� x

0

1

1 + x
dx

Розклад в ряд функцiї
1

1 + x
може бути легко знайдено способом алгебраїчного дiлення аналогiчно розглянутому вище

прикладу.

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + x4 − ...+ (−1)nxn + ...

Тодi одержуємо: ln(1 + x) =
� x

0

1

1 + x
dx =

� x
0

∑∞
n=0(−1)nxndx =

∑∞
n=0

� x
0

(−1)nxndx =
∑∞
n=0(−1)n

xn+1

n+ 1

Остаточно одержимо: ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ ...+ (−1)n

xn+1

n+ 1
+ ...

Приклад. Розкласти в степеневий ряд функцiю arctg x.
Застосуємо розклад в ряд за допомогою iнтегрування.

f(x) = arctg x; f(0) = 0; f ′(x) =
1

1 + x2
;

arctg x =

� x

0

1

1 + x2
dx

Пiдiнтегральна функцiя може бути розкладена в ряд методом алгебраїчного дiлення:

1 1 + x2

1 + x2 1− x2 + x4 − ...
− x2

− x2 − x4

x4

x4 + x6

−x6

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − ...+ (−1)nx2n + ...

Тодi arctg x =
� x

0

1

1 + x2
dx =

� x
0

∑∞
n=0(−1)nx2ndx =

∑∞
n=0

� x
0

(−1)nx2ndx =
∑∞
n=0(−1)n

x2n+1

2n+ 1

Остаточно одержуємо: arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− ...+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ ...
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3.10.4 Розв’язання диференцiальних рiвнянь за допомогою степеневих рядiв

За допомогою степеневих рядiв можливо iнтегрувати диференцiальнi рiвняння.
Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння вигляду:

y(n) + p1(x)y(n−1) + p2(x)y(n−2) + ...+ pn(x)y = f(x)

Якщо всi коефiцiєнти i права частина цього рiвняння розкладаються в збiжнi у деякому iнтервалi степеневi ряди,
то iснує розв’язок цього рiвняння у деякiй малiй околицi нульової точки, що задовольняє початковим умовам.

Цей розв’язок можна представити степеневим рядом:

y = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + ...

Для знаходження розв’язку залишається визначити невiдомi сталi ci.
Ця задача вирiшується методом порiвняння невизначених коефiцiєнтiв. Записаний вираз для шуканої фун-

кцiї пiдставляємо у вихiдне диференцiальне рiвняння, виконуючи при цьому всi необхiднi дiї зi степеневими рядами
(диференцiювання, додавання, вiднiмання, множення та iн.)

Потiм прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях x у лiвiй i правiй частинах рiвняння. У результатi з
урахуванням початкових умов одержимо систему рiвнянь, з якої послiдовно визначаємо коефiцiєнти ci.

Вiдзначимо, що цей метод застосовний i до нелiнiйних диференцiальних рiвнянь.
Приклад. Знайти розв’язок рiвняння y′′ − xy = 0 з початковими умовами y(0) = 1, y′(0) = 0.
Розв’язок рiвняння будемо шукати у виглядi y = c0 + c1x+ c2x

2 + ...

y′ = c1 + 2c2x+ 3c3x
2 + 4c4x

3 + ...

y′′ = 2c2 + 6c3x+ 12c4x
2 + 20c5x

3 + ...

Пiдставляємо отриманi вирази у вихiдне рiвняння:

(2c2 + 6c3x+ 12c4x
2 + 20c5x

3 + ...)− (c0x+ c1x
2 + c2x

3 + c3x
4 + ...) = 0

2c2 + x(6c3 − c0) + x2(12c4 − c1) + x3(20c5 − c2) + x4(30c6 − c3) + ... = 0

Звiдси одержуємо: 2c2 = 0
6c3 − c0 = 0
12c4 − c1 = 0
20c5 − c2 = 0
30c6 − c3 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Одержуємо, пiдставивши початковi умови у вираз для шуканої функцiї i її першої похiдної:

c0 = 1
c1 = 0

Остаточно одержимо: c0 = 1; c1 = 0; c2 = 0; c3 =
1

6
; c4 = 0; c5 = 0; c6 =

1

180
; ...

Разом: y = 1 +
x3

6
+

x6

180
+ ...

Iснує i iнший метод розв’язання диференцiальних рiвнянь за допомогою рядiв. Вiн зветься методом послiдовного
диференцiювання.

Розглянемо той же приклад. Розв’язання диференцiального рiвняння будемо шукати у виглядi розкладу невiдомої
функцiї в ряд Маклорена.

y = y(0) +
y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3 + ...

Якщо заданi початковi умови y(0) = 1, y′(0) = 0 пiдставити у вихiдне диференцiальне рiвняння, одержимо, що
y′′(0) = 0.

Далi запишемо диференцiальне рiвняння у виглядi y′′ = xy i будемо послiдовно диференцiювати його за x.

y′′′ = y + xy′; y′′′(0) = y(0) = 1;
yIV = y′ + y′ + xy′′; yIV (0) = 0;
yV = 2y′′ + y′′ + xy′′′; yV (0) = 0;
yV I = 3y′′′ + y′′′ + xyIV ; yV I(0) = 4;
..........................................................

Пiсля пiдстановки отриманих значень одержуємо:

y = 1 +
x3

6
+

x6

180
+ ...
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3.11 Ряди Фур’є

3.11.1 Тригонометричний ряд

Означення. Тригонометричним рядом називається ряд вигляду:

a0

2
+ (a1 cosx+ b1 sinx) + (a2 cos 2x+ b2 sin 2x) + ...+ (an cosnx+ bn sinnx) + ...

або, коротше,
a0

2
+
∑∞
n=1(an cosnx+ bn sinnx).

Дiйснi числа ai, bi називаються коефiцiєнтами тригонометричного ряду.
Якщо ряд представленого вище типу збiгається, то його сума являє собою перiодичну функцiю з перiодом 2π,

оскiльки функцiї sinnx i cosnx також перiодичнi функцiї з перiодом 2π.
Нехай тригонометричний ряд рiвномiрно збiгається на вiдрiзку [−π;π], а отже, i на будь-якому вiдрiзку в силу

перiодичностi, i його сума дорiвнює f(x).
Визначимо коефiцiєнти цього ряду.
Для розв’язання цiєї задачi скористаємося наступними рiвностями:

� π

−π
cosmx cosnxdx =

{
0, m 6= n, m = 0, 1, 2, ..
π, m = n, m, n = 1, 2, ...

� π

−π
sinmx sinnxdx =

{
0, m 6= n,
π, m = n, m, n = 1, 2, ...

� π

−π
cosmx sinnxdx = 0, m = 0, 1, 2, ..., n = 1, 2, ...

Справедливiсть цих рiвностей випливає iз застосування до пiдiнтегрального виразу тригонометричних формул.
Докладнiше див. Iнтегрування тригонометричних функцiй.

Оскiльки функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [−π;π], то iснує iнтеграл

� π

−π
f(x)dx =

a0

2

� π

−π
dx+

� π

−π

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)dx = πa0

Такий результат виходить у результатi того, що
� π
−π
∑∞
n=1(an cosnx+ bn sinnx)dx = 0.

Одержуємо: a0 =
1

π

� π
−π f(x)dx

Далi множимо вираз розкладу функцiї в ряд на cosnx i iнтегруємо у межах вiд −π до π.

� π

−π
f(x) cosnxdx =

a0

2

� π

−π
cosnxdx+

� π

−π

∞∑
n=1

(an cos2 nx+ bn cosnx sinnx)dx = πan

Звiдси одержуємо: an =
1

π

� π
−π f(x) cosnxdx; n = 1, 2, ...

Аналогiчно множимо вираз розкладу функцiї в ряд на sinnx i iнтегруємо у межах вiд −π до π.

Одержуємо: bn =
1

π

� π
−π f(x) sinnxdx, n = 1, 2, ...

Вираз для коефiцiєнта a0 є частковим випадком для виразу коефiцiєнтiв an.
Таким чином, якщо функцiя f(x) – будь-яка перiодична функцiя перiоду 2π, неперервна на вiдрiзку [−π;π] або

така, що має на цьому вiдрiзку скiнченну кiлькiсть точок розриву першого роду, то коефiцiєнти

an =
1

π

� π

−π
f(x) cosnxdx; n = 0, 1, 2, ...

bn =
1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx, n = 1, 2, ...

iснують i називаються коефiцiєнтами Фур’є11 для функцiї f(x).
Означення. Рядом Фур’є для функцiї f(x) називається тригонометричний ряд, коефiцiєнти якого є коефiцiєн-

тами Фур’є. Якщо ряд Фур’є функцiї f(x) збiгається до неї у всiх її точках неперервностi, то кажуть, що функцiя
f(x) розкладається в ряд Фур’є.

11Жан Батист Жозеф Фур’є (Jean-Baptiste Joseph Fourier) (1768 – 1830) – французький математик.
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3.11.2 Достатнi ознаки розкладностi в ряд Фур’є

Теорема. (Теорема Дiрiхле) Якщо функцiя f(x) має перiод 2π i на вiдрiзку [−π;π] неперервна або має скiн-
ченне число точок розриву першого роду, i вiдрiзок [−π;π] можна розбити на скiнченне число вiдрiзкiв так, що
усерединi кожного з них функцiя f(x) монотонна, то ряд Фур’є для функцiї f(x) збiгається при всiх значеннях
x, причому у точках неперервностi функцiї f(x) його сума дорiвнює f(x), а у точках розриву його сума дорiвнює
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
, тобто середньому арифметичному граничних значень лiворуч i праворуч. При цьому ряд Фур’є

функцiї f(x) збiгається рiвномiрно на будь-якому вiдрiзку, що належить iнтервалу неперервностi функцiї f(x).
Функцiя f(x), для якої виконуються умови теореми Дiрiхле називається кусково-монотонною на вiдрiзку [−π;π].
Теорема. Якщо функцiя f(x) має перiод 2π, крiм того, f(x) i її похiдна f ′(x) – неперервнi функцiї на вiдрiзку

[−π;π] або мають скiнченне число точок розриву першого роду на цьому вiдрiзку, то ряд Фур’є функцiї f(x) збi-
гається при всiх значеннях x, причому у точках неперервностi його сума дорiвнює f(x), а у точках розриву вона

дорiвнює
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
. При цьому ряд Фур’є функцiї f(x) збiгається рiвномiрно на будь-якому вiдрiзку, що

належить iнтервалу неперервностi функцiї f(x).
Функцiя, що задовольняє умовам цiєї теореми, називається кусково-гладкою на вiдрiзку [−π;π].

3.11.3 Розклад в ряд Фур’є неперiодичної функцiї

Задача розклад неперiодичної функцiї в ряд Фур’є у принципi не вiдрiзняється вiд розкладу в ряд Фур’є перiодичної
функцiї.

Припустимо, функцiя f(x) задана на вiдрiзку [a, b] i є на цьому вiдрiзку кусково-монотонною. Розглянемо довiльну
перiодичну кусково-монотонну функцiю f1(x) з перiодом 2T = b− a, що збiгається з функцiєю f(x) на вiдрiзку [a, b].

Таким чином, функцiя f(x) була доповнена. Тепер функцiя f1(x) розкладається в ряд Фур’є. Сума цього ряду у
всiх точках вiдрiзку [a, b] збiгається з функцiєю f(x), тобто можна вважати, що функцiя f(x) розкладена в ряд Фур’є
на вiдрiзку [a, b].

Таким чином, якщо функцiя f(x) задана на вiдрiзку рiвному 2π, розклад в ряд Фур’є нiчим не вiдрiзняється
вiд розкладу в ряд перiодичної функцiї. Якщо ж вiдрiзок, на якому задана функцiя, менше, нiж 2α, то функцiя
продовжується на iнтервал (b, a + 2π) так, що умови розкладностi в ряд Фур’є зберiгалися.

Загалом кажучи, у цьому випадку продовження заданої функцiї на вiдрiзок (iнтервал) довжиною 2π може бути
зроблено нескiнченною кiлькiстю способiв, тому суми рядiв, що вийшли, будуть рiзнi, але вони будуть збiгатися iз
заданою функцiєю f(x) на вiдрiзку [a, b].

3.11.4 Ряд Фур’є для парних i непарних функцiй

Зазначимо наступнi властивостi парних i непарних функцiй: 1)
� a

−a
f(x)dx =

{
0, f(x) – непарна
2
� a

0
f(x)dx, f(x) – парна

2) Добуток двох парних i непарних функцiй є парною функцiєю.
3) Добуток парної i непарної функцiй – непарна функцiя.
Справедливiсть цих властивостей може бути легко доведена виходячи з визначення парностi i непарностi функцiй.
Якщо f(x) – парна перiодична функцiя з перiодом 2π, що задовольняє умовам розкладностi в ряд Фур’є, то можна

записати:
an =

1

π

� π

−π
f(x) cosnxdx =

2

π

� π

0

f(x) cosnxdx (n = 0, 1, 2, ...)

bn =
1

π

� π

−π
f(x) sinnxdx = 0; (n = 1, 2, ...)

Таким чином, для парної функцiї ряд Фур’є записується:

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx

an =
2

π

� π

0

f(x) cosnxdx (n = 0, 1, 2, ...)

Аналогiчно одержуємо розклад в ряд Фур’є для непарної функцiї:

f(x) =

∞∑
n=1

bn sinnx;

bn =
2

π

� π

0

f(x) sinnxdx; (n = 1, 2, ...)

Приклад. Розкласти в ряд Фур’є перiодичну функцiю f(x) = x3 з перiодом T = 2π на вiдрiзку [−π;π].
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Задана функцiя є непарною, отже, коефiцiєнти Фур’є шукаємо у виглядi:

bn =
2

π

� π

0

f(x) sinnxdx; (n = 1, 2, ...)

bn =
2

π

� π

0

x3 sinnxdx =

{
u = x3; dv = sinnxdx;

du = 3x2dx; v = −cosnx

n
;

}
=

2

π

(
− x3 cosnx

n

∣∣∣∣π
0

+
3

n

� π

0

x2 cosnxdx

)
=

=

{
u = x2; dv = cosnxdx;

du = 2xdx; v =
sinnx

n
;

}
=

2

π

(
−π

3 cosπn

n
+

3

n

[
x2 sinnx

n

∣∣∣∣π
0

−
� π

0

2x sinnx

n
dx

])
=

=
2

π

(
−π

3 cosπn

n
− 6

n2

� π

0

x sinnxdx

)
=

{
u = x; dv = sinnxdx;

du = dx; v = −cosnx

n
;

}
=

=
2

π

(
−π

3 cosπn

n
− 6

n2

(
− x cosnx

n

∣∣∣π
0

+

� π

0

cosnx

n
dx

))
=

=
2

π

(
−π

3 cosπn

n
+

6π cosπ

n3
− 6

n3

(
sinnx

n

∣∣∣∣π
0

))
= −2π2 cosπn

n
+

12 cosπn

n3
= (−1)n

(
12

n3
− 2π2

n

)
Одержуємо:

x3 =

∞∑
n=1

bn sinnx =

∞∑
n=1

(−1)n
(

12

n3
− 2π2

n

)
sinnx.

Побудуємо графiки заданої функцiї i її розклад в ряд Фур’є, обмежившись першими чотирма членами ряду.

3.11.5 Ряди Фур’є для функцiй довiльного перiоду

Ряд Фур’є для функцiї f(x) перiоду T = 2l, неперервної або такої, що має скiнченне число точок розриву першого
роду на вiдрiзку [−l, l] має вигляд:

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

πn

l
x+ bn sin

πn

l
x
)

a0 =
1

l

l�
−l
f(x)dx;

an =
1

l

l�
−l
f(x) cos

πn

l
xdx, n = 1, 2, ...

bn =
1

l

l�
−l
f(x) sin

πn

l
xdx, n = 1, 2, ...

Для парної функцiї довiльного перiоду розклад в ряд Фур’є має вигляд:
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f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
πn

l
x;

a0 =
2

l

l�
0

f(x)dx;

an =
2

l

l�
0

f(x) cos
πn

l
xdx; n = 1, 2, ...

Для непарної функцiї:

f(x) =
∞∑
n=1

bn sin
πn

l
x;

bn =
2

l

l�
0

f(x) sin
πn

l
xdx; n = 1, 2, ...

3.12 Iнтеграл Фур’є
Нехай функцiя f(x) на кожному вiдрiзку [−l, l], де l – будь-яке число, кусково-гладка або кусково-монотонна, крiм

того, f(x) – абсолютно iнтегрована функцiя, тобто збiгається невласний iнтеграл� ∞
−∞
|f(x)|dx

Тодi функцiя f(x) розкладається в ряд Фур’є:

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

πn

l
x+ bn sin

πn

l
x
)

an =
1

l

l�
−l
f(t) cos

πn

l
tdt, n = 0, 1, 2, ...

bn =
1

l

l�
−l
f(t) sin

πn

l
tdt, n = 1, 2, ...

Якщо пiдставити коефiцiєнти у формулу для f(x), одержимо:

f(x) =
1

2l

� l

−l
f(t)dt+

1

l

∞∑
n=1

(� l

−l
f(t) cos

πn

l
tdt cos

πn

l
x+

� l

−l
f(t) sin

πn

l
tdt sin

πn

l
x

)
=

=
1

2l

� l

−l
f(t)dt+

1

l

∞∑
n=1

� l

−l
f(t) cos

πn

l
(t− x)dt

Переходячи до границi при l→∞, можна довести, що lim
l→∞

1

2l

� l
−l f(t)dt = 0 i

f(x) = lim
l→∞

1

l

∞∑
n=1

� l

−l
f(t) cos

πn

l
(t− x)dt

Позначимо un =
πn

l
; ∆un = un+1 − un =

π

l
;

1

l
=

∆un
π

;

При l→∞, ∆un → 0.

f(x) =
1

π
lim
l→∞

∞∑
n=1

∆un

� l

−l
f(t) cosun(t− x)dt

Можна довести, що границя суми, що стоїть у правiй частинi рiвностi дорiвнює iнтегралу� ∞
0

du

� ∞
−∞

f(t) cosu(t− x)dt

Тодi f (x) =
1

π

�∞
0

du
�∞
−∞ f(t) cosu(t− x)dt – подвiйний iнтеграл Фур’є.

Остаточно одержуємо:
f(x) =

�∞
0

[a(u) cosux+ b(u) sinux] du

a(u) =
1

π

�∞
−∞ f(t) cosutdt

b(u) =
1

π

�∞
−∞ f(t) sinutdt

– подання функцiї f(x) iнтегралом Фур’є.
Подвiйний iнтеграл Фур’є для функцiї f(x) можна представити в комплекснiй формi:

f(x) =
1

2π

� ∞
−∞

du

� ∞
−∞

f(t)eiu(x−t)dt
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3.13 Перетворення Фур’є
Означення. Якщо f(x) – будь-яка абсолютно iнтегрована на всiй числовiй осi функцiя, неперервна або така, що

має скiнченне число точок розриву першого роду на кожному вiдрiзку, то функцiя

F (u) =

� ∞
−∞

f(x)e−iuxdx

називається перетворенням Фур’є функцiї f(x).
Функцiя F (u) називається також спектральною характеристикою функцiї f(x).
Якщо f(x) – функцiя, що може бути представлена iнтегралом Фур’є, то можна записати:

f(x) =
1

2π

� ∞
−∞

F (u)eiuxdu

Ця рiвнiсть називається зворотним перетворенням Фур’є

Iнтеграли F (u) =

√
2

π

∞�
0

f(x) cosuxdx i F (u) =

√
2

π

∞�
0

f(x) sinuxdx називаються вiдповiдно косинус-перетво-

ренням Фур’є i синус-перетворенням Фур’є.
Косинус-перетворення Фур’є буде перетворенням Фур’є для парних функцiй, синус-перетворення – для непарних.
Перетворення Фур’є застосовується у функцiональному аналiзi, гармонiйному аналiзi, операцiйному численнi, те-

орiї лiнiйних систем тощо.

4 Кратнi, криволiнiйнi та поверхневi iнтеграли

Як вiдомо, iнтегрування є процесом пiдсумовування. Однак пiдсумовування може виконуватися неодноразово, що
приводить нас до поняття кратних iнтегралiв. Розгляд цього питання почнемо з розгляду подвiйних iнтегралiв.

4.1 Подвiйнi iнтеграли
Розглянемо на площинi деяку замкнену криву, рiвняння якої f(x, y) = 0.

Сукупнiсть всiх точок, що лежать усерединi кривої i на самiй кривiй назвемо замкненою областю ∆. Якщо вибрати
точки областi без врахування точок, що лежать на кривiй, область буде називається незамкненою областю ∆.

З геометричної точки зору ∆ – площа фiгури, обмеженої контуром.
Розiб’ємо область ∆ на n часткових областей сiткою прямих, що вiдстоять одна вiд одної за вiссю x на вiдстанi

∆xi, а за вiссю y – на ∆yi. Загалом кажучи, такий порядок розбиття необов’язковий, можливе розбиття областi на
частковi дiлянки довiльної форми i розмiру.

Одержуємо, що площа S дiлиться на елементарнi прямокутники, площi яких рiвнi Si = ∆xi ·∆yi.
У кожнiй частковiй областi вiзьмемо довiльну точку P (xi, yi) i складемо iнтегральну суму

n∑
i=1

f(xi, yi) · Si;

де f – функцiя неперервна i однозначна для всiх точок областi ∆.
Якщо нескiнченно збiльшувати кiлькiсть часткових областей ∆i, тодi, очевидно, площа кожної часткової дiлянки

Si прямує до нуля.
Означення: Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття областi ∆ iнтегральнi суми

∑n
i=1 f(xi, yi) · Si мають

скiнченну границю, то ця границя називається подвiйним iнтегралом вiд функцiї f(x, y) за областю ∆.

lim
n→∞

i=n∑
i=1

f(xi, yi)Si =

�
∆

f(x, y)dxdy

З врахуванням того, що Si = ∆xi ·∆yi, одержуємо:
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i=n∑
i=1

f(xi, yi)Si =

i=n∑
i=1

i=n∑
i=1

f(xi, yi)∆yi∆xi

У наведенiм вище записi є два знаки Σ, оскiльки пiдсумовування виконується за двома змiнними, x i y.
Оскiльки дiлення областi iнтегрування довiльне, також довiльний i вибiр точок Pi, тому, вважаючи всi площi Si

однаковими, одержуємо формулу:
�

∆

f(x, y)dydx = lim
∆x→ 0
∆y → 0

∑∑
f(x, y)∆y∆x

∆

4.1.1 Умови iснування подвiйного iнтеграла

Сформулюємо достатнi умови iснування подвiйного iнтеграла.
Теорема Якщо функцiя f(x, y) неперервна в замкненiй областi ∆, то подвiйний iнтеграл

�
∆
f(x, y)d∆ iснує.

Теорема Якщо функцiя f(x, y) обмежена в замкненiй областi ∆ i неперервна в нiй усюди, крiм скiнченного числа
кусково-гладких лiнiй, то подвiйний iнтеграл

�
∆
f(x, y)d∆ iснує.

4.1.2 Властивостi подвiйного iнтеграла

1)

�
∆

[f1(x, y) + f2(x, y)− f3(x, y)] dydx =

�
∆

f1(x, y)dydx+

�
∆

f2(x, y)dydx−
�

∆

f3(x, y)dydx

2)

�
∆

kf(x, y)dydx = k

�
∆

f(x, y)dydx

3) Якщо ∆ = ∆1 + ∆2, то
�

∆

f(x, y)dydx =

�
∆1

f(x, y)dydx+

�
∆2

f(x, y)dydx

4) Теорема про середнє. Подвiйний iнтеграл вiд функцiї f(x, y) дорiвнює добутку значення цiєї функцiї у деякiй
точцi областi iнтегрування на площу областi iнтегрування.

�
∆

f(x, y)dydx = f(x0, y0) · S

5) Якщо f (x, y)>0 в областi ∆, то
�

∆
f(x, y)dydx>0.

6) Якщо f1 (x, y) 6 f2 (x, y), то
�

∆
f1(x, y)dydx 6

�
∆
f2(x, y)dydx.

7)

∣∣∣∣�
∆

f(x, y)dydx

∣∣∣∣ 6 �
∆

|f(x, y)|dydx.

4.1.3 Обчислення подвiйного iнтеграла

Теорема Якщо функцiя f(x, y) неперервна в замкненiй областi ∆, обмеженої лiнiями x = a, x = b, (a < b),
y = ϕ(x), y = ψ(x), де ϕ i ψ – неперервнi функцiї i ϕ 6 ψ, тодi

�
∆

f(x, y)dxdy =

� b

a

(� ψ(x)

ϕ(x)

f(x, y)dy

)
dx =

� b

a

dx

� ψ(x)

ϕ(x)

f(x, y)dy

Приклад Обчислити iнтеграл
�

∆
(x− y)dxdy, якщо область ∆ обмежена лiнiями: y = 0, y = x2, x = 2.
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�
∆

f(x, y)dxdy =

� 2

0

dx

� x2

0

(x− y)dy =

� 2

0

(
xy − y2

2

)∣∣∣∣y=x2

y=0

dx =

� 2

0

(
x3 − x4

2

)
dx =

(
x4

4
− x5

10

)∣∣∣∣2
0

=

= 4− 3, 2 = 0, 8

Теорема Якщо функцiя f(x, y) неперервна в замкненiй областi ∆, обмеженiй лiнiями y = c, y = d (c < d),
x = Φ(y), x = Ψ(y) (Φ (y) 6 Ψ (y)), то

�
∆

f(x, y)dxdy =

� d

c

dy

� Ψ(y)

Φ(y)

f(x, y)dx

Приклад Обчислити iнтеграл
�

∆
(x2 + y2)dxdy, якщо область ∆ обмежена лiнiями y = x, x = 0, y = 1, y = 2.

�
∆

(x2 + y2)dxdy =

� 2

1

dy

� y

0

(
x2 + y2

)
dx =

� 2

1

(
x3

3
+ y2x

)∣∣∣∣y
0

dy =

� 2

1

4

3
y3dy =

4

12
y4
∣∣2
1

=
64

12
− 4

12
= 5

Приклад Обчислити iнтеграл
�

∆
(3x2−2xy+y)dxdy, якщо область iнтегрування ∆ обмежена лiнiями x = 0, x = y2,

y = 2.

�
∆

(3x2 − 2xy + y)dxdy =

� 2

0

dy

� y2

0

(3x2 − 2xy + y)dx =

� 2

0

(
x3 − yx2 + yx

)∣∣y2
0

dy =

=

� 2

0

(y6 − y5 + y3)dy =

(
y7

7
− y6

6
+
y4

4

)∣∣∣∣2
0

=
244

21

Приклад Обчислити подвiйний iнтеграл
�

∆
y lnxdxdy, якщо область iнтегрування обмежена лiнiями xy = 1, y =√

x, x = 2.

�
∆

y lnxdxdy =

� 2

1

dx

� √x
1/x

y lnxdy =

� 2

1

y2

2
lnx

∣∣∣∣
√
x

1/x

dx =

� 2

1

[
x lnx

2
− lnx

2x2

]
dx

1. �
x lnxdx =

 u = lnx; dv = xdx;

du =
1

x
dx; v =

x2

2

 =
x2

2
lnx−

�
x

2
dx =

x2

2
lnx− x2

4
;

� 2

1

x lnxdx =

(
x2

2
lnx− x2

4

)∣∣∣∣2
1

= 2 ln 2− 1 +
1

4
= 2 ln 2− 3

4
.
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2.

�
lnx

x2
dx =

{
lnx = t; x = et;

dt =
1

x
dx;

}
=

�
txdt

x2
=

�
tdt

x
=

�
e−ttdt =

{
u = t; du = dt;
dv = e−tdt; v = −e−t;

}
= −te−t+

+

�
e−tdt = −te−t − e−t = − lnx

x
− 1

x
;

� 2

1

lnx

x2
dx =

(
− lnx

x
− 1

x

)∣∣∣∣2
1

= − ln 2

2
− 1

2
+ 1 = − ln 2

2
+

1

2
;

3. �
∆

y lnxdxdy =
1

2

(
2 ln 2− 3

4
+

ln 2

2
− 1

2

)
=

1

2

(
5 ln 2

2
− 5

4

)
=

5 ln 2

4
− 5

8
.

4.1.4 Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi

Розглянемо подвiйний iнтеграл типу
�

∆
F (x, y)dydx, де змiнна x змiнюється у межах вiд a до b, а змiнна y – вiд

ϕ1(x) до ϕ2(x).
Покладемо x = f(u, v); y = ϕ(u, v).

Тодi dx =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv; dy =

∂ϕ

∂u
du+

∂ϕ

∂v
dv;

�
∆

F (x, y)dydx =

� b

a

dx

� ϕ2(x)

ϕ1(x)

F (x, y)dy

оскiльки при першому iнтегруваннi змiнна x приймається за сталу, то dx = 0.
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv = 0, тобто du = −∂f/∂v

∂f/∂u
· dv

пiдставляючи цей вираз в записане вище спiввiдношення для dy, одержуємо:

dy = −∂ϕ
∂u
· ∂f/∂v

∂f/∂u
dv +

∂ϕ

∂v
dv =

∂ϕ

∂v
· ∂f
∂u
− ∂ϕ

∂u
· ∂f
∂v

∂f

∂u

· dv

Вираз
∂ϕ

∂v
· ∂f
∂u
− ∂ϕ

∂u
· ∂f
∂v

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂f

∂u

∂f

∂v
∂ϕ

∂u

∂ϕ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ = |i| називається визначником Якобi12 або Якобiаном функцiй f(u, v)

i ϕ(u, v).

Тодi
�

∆
F (x, y)dydx =

� b
a

dx
� Ψ2(x)

Ψ1(x)
F (f(u, v), ϕ(u, v)) · |i|

∂f/∂u
dv

Оскiльки при першому iнтегруваннi наведений вище вираз для dx приймає вигляд dx =
∂f

∂u
du( при першому

iнтегруваннi вважаємо v = const, dv = 0), то при змiнi порядку iнтегрування, одержуємо спiввiдношення:

�
∆

F (x, y)dydx =

� V2

V1

dv

� Θ2(v)

Θ1(v)

F (f(u, v), ϕ(u, v)) · |i| · du

12Карл Густав Якоб Якобi (Carl Gustav Jacob Jacobi) (1804–1851) – нiмецький математик.
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4.1.5 Подвiйний iнтеграл у полярних координатах

Скористаємося формулою замiни змiнних:
�

∆

F (x, y)dxdy =

�
∆

F (f(u, v), ϕ(u, v)) |i|dudv

При цьому вiдомо, що
{
x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

У цьому випадку якобiан має вигляд:

|i| =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂ρ

∂x

∂θ
∂y

∂ρ

∂y

∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣ = ρ cos2 θ + ρ sin2 θ = ρ

Тодi
�

∆
F (x, y)dxdy =

�
τ
F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ =

�
τ
f(ρ, θ)ρdρdθ

Тут τ – нова область значень, ρ =
√
x2 + y2; θ = arctg

y

x
;

4.2 Потрiйний iнтеграл
Розглядаючи потрiйний iнтеграл, не будемо докладно зупинятися на всiх тих теоретичних викладках, якi були

детально розiбранi для подвiйного iнтеграла, оскiльки iстотних розходжень мiж ними немає.
Єдина вiдмiннiсть полягає у тому, що при знаходженнi потрiйного iнтеграла iнтегрування виконується не за двома,

а за трьома змiнними, а областю iнтегрування є не частина площини, а деяка область у тривимiрному просторi.
�

V

f(x, y, z)dxdydz = lim
∆x→ 0
∆y → 0
∆z → 0

∑∑
v

∑
f(x, y, z)∆x∆y∆z

Пiдсумовування проводиться за областю V , що обмежена деякою поверхнею ϕ(x, y, z) = 0.
�

V

f(x, y, z)dxdydz =

� x2

x1

� y2

y1

� z2

z1

f(x, y, z)dzdydx

Тут x1 i x2 – сталi величини, y1 i y2 – можуть бути деякими функцiями вiд x або сталими величинами, z1 i z2 –
можуть бути функцiями вiд x та y або сталими величинами.

Приклад Обчислити iнтеграл
� 1

0

� x2

0

� xy
0
x2yzdzdydx

� 1

0

� x2

0

� xy

0

x2yzdzdydx =

� 1

0

� x2

0

x2y

(
z2

2

∣∣∣∣xy
0

)
dydx =

1

2

� 1

0

� x2

0

x2yx2y2dydx =
1

2

� 1

0

� x2

0

x4y3dydx =

=
1

2

� 1

0

x4

(
y4

4

∣∣∣∣x
2

0

)
dx =

1

2

� 1

0

x4x8

4
dx =

1

8

� 1

0

x12dx =
1

8
· 1

13
x13

∣∣∣∣1
0

=
1

104
.

4.2.1 Замiна змiнних у потрiйному iнтегралi

Операцiя замiни змiнних у потрiйному iнтегралi аналогiчна вiдповiднiй операцiї для подвiйного iнтеграла.
Можна записати: �

V

F (x, y, z) dxdydz =

�
τ

F (f(u, v, w), ϕ(u, v, w), ψ(u, v, w)) · |i| · dudvdw

|i| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u

∂x

∂v

∂x

∂w
∂y

∂u

∂y

∂v

∂y

∂w
∂z

∂u

∂z

∂v

∂z

∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Найчастiше до замiни змiнної у потрiйному iнтегралi вдаються з метою перейти вiд декартової прямокутної системи

координат до цилiндричної або сферичної системи.
Розглянемо цi перетворення докладнiше.
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4.2.2 Цилiндрична система координат

Зв’язок координат довiльної точки M простору у цилiндричнiй системi з координатами в декартовiй прямокутнiй
системi здiйснюється за формулами:  x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ
z = z

ρ =
√
x2 + y2; ϕ = arctg

y

x
; z = z;

Для подання потрiйного iнтеграла у цилiндричних координатах обчислюємо якобiан:

|i| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂ρ

∂x

∂ϕ

∂x

∂z
∂y

∂ρ

∂y

∂ϕ

∂y

∂z
∂z

∂ρ

∂z

∂ϕ

∂z

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
cosϕ −ρ sinϕ 0
sinϕ ρ cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = ρ cos2 ϕ+ ρ sin2 ϕ = ρ

Разом:
�

r
F (x, y, z)dxdydz =

�
τ
F (ρ cosϕ, ρ sinϕ, z)ρdϕdρdz

4.2.3 Сферична система координат

Зв’язок координат довiльної точки P простору в сферичнiй системi з координатами в декартовiй прямокутнiй
системi здiйснюється за формулами:  x = ρ sinϕ cos θ

y = ρ sinϕ sin θ
z = ρ cosϕ

ρ =
√
x2 + y2 + z2;

θ = arctg
y

x
;

ϕ = arctg

√
x2 + y2

z
.
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Для подання потрiйного iнтеграла в сферичних координатах обчислюємо якобiан:

|i| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂ρ

∂x

∂ϕ

∂x

∂θ
∂y

∂ρ

∂y

∂ϕ

∂y

∂θ
∂z

∂ρ

∂z

∂ϕ

∂z

∂θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
sinϕ cos θ ρ cosϕ cos θ −ρ sinϕ sin θ
sinϕ sin θ ρ cosϕ sin θ ρ sinϕ cos θ

cosϕ −ρ sinϕ 0

∣∣∣∣∣∣ = cosϕ
(
ρ2 sinϕ cosϕ cos2 θ+

+ρ2 sinϕ cosϕ sin2 θ
)

+ ρ sinϕ
(
ρ sin2 ϕ cos2 θ + ρ sin2 ϕ sin2 θ

)
= ρ2 cos2 ϕ sinϕ+ ρ2 sin3 ϕ =

= ρ2 sinϕ

Остаточно одержуємо: �
r

F (x, y, z)dxdydz =

�
τ

f(ρ, ϕ, θ)ρ2 sinϕdρdϕdθ

4.3 Геометричнi i фiзичнi застосування кратних iнтегралiв
1. Обчислення площ у декартових координатах.

Площа фiгури ∆, показаної на рисунку, може бути обчислена за допомогою подвiйного iнтеграла за формулою:

S =

� b

a

� ψ(x)

ϕ(x)

dydx

Приклад Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y2 = 4x+ 4; x+ y − 2 = 0.

Побудуємо графiки заданих функцiй:

Лiнiї перетинаються у двох точках – (0, 2) i (8,−6). Таким чином, область iнтегрування обмежена за вiссю Ox

графiками кривих вiд x =
y2 − 4

4
до x = 2− y, а за вiссю Oy – вiд −6 до 2. Тодi шукана площа дорiвнює:

S =

2�

−6

2−y�

y2−4
4

dxdy =

2�

−6

(
2− y − y2 − 4

4

)
dy =

2�

−6

(
8− 4y − y2 + 4

4

)
dy =

1

4

2�

−6

(
−y2 − 4y + 12

)
dy =

=
1

4

(
−y

3

3
− 4y2

2
+ 12y

)∣∣∣∣2
−6

=
1

4

(
−8

3
− 8 + 24−

(
36 · 6

3
− 4 · 36

2
− 12 · 6

))
=

1

4
·
(

88− 8

3

)
= 21

1

3

81



2. Обчислення площ у полярних координатах.

S =

�
τ

ρdρdθ =

�
∆

dydx =

� θ2

θ1

� ϕ(θ)

f(θ)

ρdρdθ

3. Обчислення об’ємiв тiл.

Нехай тiло обмежене знизу площиною xOy, а згори – поверхнею z = f(x, y), а з бокiв – цилiндричною поверхнею.

Таке тiло називається цилiндроїд

V = lim
∆x→0

∑∑
∆

f(x, y)∆y∆x =

�
∆

f(x, y)dydx =

� x2

x1

� y2

y1

f(x, y)dydx

Приклад Обчислити об’єм, обмежений поверхнями: x2 + y2 = 1; x+ y + z = 3 i площиною xOy.

Межi iнтегрування: за вiссю Ox: y1 = −
√

1− x2; y2 =
√

1− x2;

за вiссю Oy: x1 = −1; x2 = 1;

V =

� 1

−1

� √1−x2

−
√

1−x2

(3− x− y)dydx = 3π;

4. Обчислення площi кривої поверхнi.

Якщо поверхня задана рiвнянням: f(x, y, z) = 0, то площа її поверхнi знаходиться за формулою:

S =

�
∆

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

∂f

∂z

dydx

Якщо поверхню задано в явнiй формi, тобто рiвнянням z = ϕ(x, y), то площа цiєї поверхнi обчислюється за
формулою:

S =

�
∆

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dydx

5. Обчислення моментiв iнерцiї площ плоских фiгур.

Нехай площа плоскої фiгури (область ∆) обмежена лiнiєю, рiвняння якої f(x, y) = 0. Тодi моменти iнерцiї цiєї
фiгури знаходяться за формулами:

– вiдносно осi Ox: Ix =
�

∆
y2dydx

– вiдносно осi Oy: Iy =
�

∆
x2dydx

– вiдносно початку координат: I0 = Ix + Iy =
�

∆

(
x2 + y2

)
dydx – цей момент iнерцiї називають ще полярним

моментом iнерцiї

6. Обчислення центрiв ваги площ плоских фiгур.

Координати центра ваги знаходяться за формулами:

xC =

�
∆
wxdydx�

∆
wdydx

; yC =

�
∆
wydydx�

∆
wdydx

;

тут w – поверхнева щiльнiсть (dm = wdydx – маса елемента площi).
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7. Обчислення об’ємiв тiл за допомогою потрiйного iнтеграла.

Якщо поверхня тiла описується рiвнянням f(x, y, z) = 0, то об’єм тiла може бути знайдений за формулою:

V =

� x2

x1

� y2

y1

� z2

z1

dzdydx

при цьому z1 i z2 – функцiї вiд x i в або постiйнi, y1 i y2 – функцiї вiд x або сталi, x1 i x2 – постiйнi.

8. Координати центра ваги тiла.

xC =

�
r
wxdv�
r
wdv

; yC =

�
r
wydv�
r
wdv

; zC =

�
r
wzdv�
r
wdv

;

9. Моменти iнерцiї тiла щодо осей координат.

Ix =

�
r

(y2 + z2)wdv; Iy =

�
r

(x2 + z2)wdv; Iz =

�
r

(x2 + y2)wdv;

10. Моменти iнерцiї тiла щодо координатних площин.

Ixy =

�
r

z2wdv; Ixz =

�
r

y2wdv; Iyz =

�
r

x2wdv;

11. Момент iнерцiї тiла вiдносно початку координат.

I0 =

�
r

(x2 + y2 + z2)wdv;

У наведених вище формулах п.п. 8 – 11 r – область обчислення iнтеграла за об’ємом, w – щiльнiсть тiла у точцi
(x, y, z), dv – елемент об’єму

(а) у декартових координатах: dv = dxdydz;

(б) у цилiндричних координатах: dv = ρdzdϕdθ;

(в) у сферичних координатах: dv = ρ2 sinϕdρdϕdθ.

12. Обчислення маси неоднорiдного тiла.

M =

�
r

wdv;

Тепер щiльнiсть w – величина змiнна.

4.4 Криволiнiйнi iнтеграли

Означення. Крива ~r(t) = ϕ(t)~i + ψ(t)~j + γ(t)~k (a 6 t 6 b) називається неперервною кусково-гладкою, якщо
функцiї ϕ, ψ i γ неперервнi на вiдрiзку [a, b] i вiдрiзок [a, b] можна розбити на скiнченне число часткових вiдрiзкiв так,
що на кожному з них функцiї ϕ, ψ i γ мають неперервнi похiднi, не рiвнi нулю одночасно.

Якщо визначено не тiльки розбиття кривої на частковi вiдрiзки точками, але i порядок цих точок, то крива нази-
вається орiєнтованою кривою.

Орiєнтована крива називається замкненою, якщо значення радiус-вектора у рiвняннi кривої у початковiй i кiн-
цевiй точках збiгаються.

~r(a) = ~r(b)

Розглянемо у просторi XY Z криву AB, у кожнiй точцi якої визначена довiльна функцiя f(x, y, z).
Розiб’ємо криву на скiнченне число вiдрiзкiв i розглянемо добуток значення функцiї в кожнiй точцi розбиття на

довжину вiдповiдного вiдрiзка.
f(xi, yi, zi)∆si

Склавши всi отриманi у такий спосiб добутки, одержимо так звану iнтегральну суму функцiї f(x, y, z).

n∑
i=1

f(xi, yi, zi)∆si
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4.4.1 Криволiнiйнi iнтеграли першого роду

Означення. Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття кривої на частковi вiдрiзки iснує границя iнтегральних
сум, то ця границя називається криволiнiйним iнтегралом вiд функцiї f(x, y, z) за довжиною дуги AB або
криволiнiйним iнтегралом першого роду.

�
AB

f(x, y, z)ds

4.4.1.1 Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду

1) Значення криволiнiйного iнтеграла за довжиною дуги не залежить вiд напрямку кривої AB.
2) Сталий множник можна виносити за знак криволiнiйного iнтеграла.
3) Криволiнiйний iнтеграл вiд суми функцiй дорiвнює сумi криволiнiйних iнтегралiв вiд цих функцiй.
4) Якщо крива AB розбита на дуги AC i CB, то

�
AB

f(x, y, z)ds =

�
AC

f(x, y, z)ds+

�
CB

f(x, y, z)ds

5) Якщо у точках кривої AB
f1(x, y, z) 6 f2(x, y, z)

то �
AB

f1(x, y, z)ds 6
�
AB

f2(x, y, z)ds

6) Справедлива нерiвнiсть: ∣∣∣∣�
AB

f(x, y, z)ds

∣∣∣∣ 6 �
AB

|f(x, y, z)|ds

7) Якщо f(x, y, z) = 1, то �
AB

ds = lim
λ→0

n∑
i=1

∆si = S;

S – довжина дуги кривої, λ – найбiльша iз всiх часткових дуг, на якi розбивається дуга AB.
8) Теорема про середнє.
Якщо функцiя f(x, y, z) неперервна на кривiй AB, то на цiй кривiй iснує точка (x1, y1, z1) така, що

�
AB

f(x, y, z)ds = f(x1, y1, z1) · S

Для обчислення криволiнiйного iнтеграла за довжиною дуги треба визначити його зв’язок зi звичайним визначеним
iнтегралом.

Нехай крива AB задана параметрично рiвняннями x = x(t), y = y(t), z = z(t), α 6 t 6 β, де функцiї x, y, z
– неперервно диференцiйованi функцiї параметра t, причому точцi A вiдповiдає t = α, а точцi B вiдповiдає t = β.
Функцiя f(x, y, z) – неперервна на всiй кривiй AB.

Для будь-якої точки M(x, y, z) кривої довжина дуги AM обчислюється за формулою (див. Обчислення довжини
дуги кривої):

s = s(t) =

� t

α

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt

Довжина всiєї кривої AB дорiвнює

S =

� β

α

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt

Криволiнiйний iнтеграл за довжиною дуги AB можна знайти за формулою:
�
AB

f(x, y, z)ds =

� β

α

f(x(t), y(t), z(t))
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt

Таким чином, для обчислення криволiнiйного iнтеграла першого роду (за довжиною дуги AB) треба, використо-
вуючи параметричне рiвняння кривої виразити пiдiнтегральну функцiю через параметр t, замiнити ds диференцiалом
дуги залежно вiд параметра t i проiнтегрувати отриманий вираз за t.

Приклад. Обчислити iнтеграл
�
AB

(x2+y2+z2)ds за одним витком ґвинтової лiнiї x = cos t; y = sin t; z = t; 0 6
t 6 2π.

�
AB

(x2 + y2 + z2)ds =
� 2π

0
(cos2 t+ sin2 t+ t2)

√
(− sin t)2 + cos2 t+ 1 dt =

√
2
� 2π

0
(1 + t2)dt =

= 2
√

2π

(
1 +

4π2

3

)
.
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Якщо iнтегрування проводиться за довжиною плоскої кривої, заданої рiвнянням y = ϕ(x), a 6 x 6 b, то одержу-
ємо:

�
AB

f(x, y)ds =

� b

a

f(x, ϕ(x))
√

1 + ϕ′2(x)dx

4.4.2 Криволiнiйнi iнтеграли другого роду

Нехай AB – неперервна крива у просторi XY Z (або на площинi XY ), а точка P (x, y, z) – довiльна функцiя,
визначена на цiй кривiй. Розiб’ємо криву точками M(xi, yi, zi) на скiнченне число часткових дуг i розглянемо суму
добуткiв значень функцiї в кожнiй точцi на довжину вiдповiдної часткової дуги.

n∑
i=1

P (α, β, γ)∆xi;M(α, β, γ) ∈ ∆xi

Означення. Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття кривої AB iнтегральнi суми мають скiнченну границю,
то ця границя називається криволiнiйним iнтегралом за змiнною x вiд функцiї P (x, y, z) за кривою AB у
напрямку вiд A до B. �

AB

P (x, y, z)dx = lim
λ→0

n∑
i=1

P (α, β, γ)∆xi

Криволiнiйний iнтеграл другого роду, тобто iнтеграл за координатами вiдрiзняється вiд криволiнiйного iнтеграла
першого роду, тобто за довжиною дуги тим, що значення функцiї при складаннi iнтегральної суми множиться не на
довжину часткової дуги, а на її проекцiю на вiдповiдну вiсь. (У розглянутому вище випадку – на вiсь Ox).

Загалом кажучи, криволiнiйнi iнтеграли можна рахувати також i за змiнними y i z.

�
AB

Q(x, y, z)dy = lim
λ→0

n∑
i=1

Q(α, β, γ)∆yi

�
AB

R(x, y, z)dz = lim
λ→0

n∑
i=1

R(α, β, γ)∆zi

Суму криволiнiйних iнтегралiв також називають криволiнiйним iнтегралом другого роду.
�
AB

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

4.4.2.1 Властивостi криволiнiйного iнтеграла другого роду

1) Криволiнiйний iнтеграл при змiнi напрямку кривої мiняє знак.
�
AB

P (x, y, z)dx = −
�
BA

P (x, y, z)dx

2)

�
AB

kP (x, y, z)dx = k

�
AB

P (x, y, z)dx;

3)

�
AB

(P1(x, y, z) + P2(x, y, z)) dx =

�
AB

P1(x, y, z)dx+

�
AB

P2(x, y, z)dx

4)

�
AB

P (x, y, z)dx =

�
AC

P (x, y, z)dx+

�
CB

P (x, y, z)dx

5) Криволiнiйний iнтеграл за замкненою кривою L не залежить вiд вибору початкової точки, а залежить тiльки
вiд напрямку обходу кривої. �

L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

Напрямок обходу контуру L задається додатково. Якщо L – замкнена крива без точок самоперетину, то напрямок
обходу контуру проти годинникової стрiлки називається додатним.

6) Якщо AB – крива, що лежить у площинi, перпендикулярнiй осi Ox, то
�
AB

P (x, y, z)dx = 0.

Аналогiчнi спiввiдношення справедливi при iнтегруваннi за змiнними y i z.

85



Теорема. Якщо крива AB – кусково-гладка, а функцiї P (x, y, z), Q(x, y, z) i R(x, y, z) – неперервнi на кривiй AB,
то криволiнiйнi iнтеграли �

AB

P (x, y, z)dx;

�
AB

Q(x, y, z)dy;

�
AB

R(x, y, z)dz;

�
AB

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

iснують.
Якщо функцiї P (x, y, z), Q(x, y, z) i R(x, y, z) є компонентами вектора сили, то iнтеграл

�
AB

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

виражає собою роботу сили на сегментi AB кривої L.
Обчислення криволiнiйних iнтегралiв другого роду виконується шляхом перетворення їх до визначених iнтегралiв

за формулами:
�
AB

P (x, y, z)dx =

� β

α

P (x(t), y(t), z(t))x′(t)dt

�
AB

Q(x, y, z)dy =

� β

α

Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)dt

�
AB

R(x, y, z)dx =

� β

α

R(x(t), y(t), z(t))z′(t)dt

�
AB

Pdx+Qdy +Rdz =

� β

α

[Px′(t) +Qy′(t) +Rz′(t)] dt

У випадку, якщо AB – плоска крива, задана рiвнянням y = f(x),
�
AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

� xB

xA

[P (x, f(x)) +Q(x, f(x))f ′(x)] dx

Приклад. Обчислити криволiнiйний iнтеграл
�
L
x2ydx+x3dy. L – контур, обмежений параболами y2 = x; x2 = y.

Напрямок обходу контуру додатний.

Представимо замкнений контур L як суму двох дуг L1 = x2 i L2 =
√
x

�
L
x2ydx+ x3dy =

�
L1
x2ydx+

�
L1
x3dy +

�
L2
x2ydx+

�
L2
x3dy =

� 1

0
x4dx+

� 1

0
x3 · 2xdx+

� 0

1
x2
√
xdx+

+
� 0

1

x3

2
√
x

dx =
x5

5

∣∣∣∣1
0

+
2x5

5

∣∣∣∣1
0

+
2x

7
2

7

∣∣∣∣∣
0

1

+
x

7
2

7

∣∣∣∣∣
0

1

=
3

5
− 3

7
=

6

35
; ;

4.5 Формула Ґрiна

Формула Ґрiна13 встановлює зв’язок мiж криволiнiйним iнтегралом i подвiйним iнтегралом, тобто дає вираз iнте-
грала за замкненим контуром через подвiйний iнтеграл за областю, обмеженою цим контуром.

Будемо вважати, що розглянута область однозв’язна, тобто в нiй немає виключених дiлянок.
Якщо замкнений контур має вигляд, показаний на рисунку, то криволiнiйний iнтеграл за контуром L можна

записати у виглядi: �
L

P (x, y)dx =

�
AB

+

�
BC

+

�
CD

+

�
DA

13Джордж Ґрiн (George Green) (1793–1841) – англiйський математик.
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�
AB

=

�
CD

= 0

�
L

P (x, y)dx =

� x2

x1

P (x, y1(x)) dx+

� x1

x2

P (x, y2(x)) dx =

� x2

x1

P (x, y1(x)) dx−
� x2

x1

P (x, y2(x)) dx

�
L

P (x, y)dx = −
� x2

x1

(P (x, y2(x))− P (x, y1(x))) dx

P (x, y2(x))− P (x, y1(x)) = P (x, y)|y2(x)
y1(x) =

� y2

y1

∂P

∂y
dy

�
L

P (x, y)dx = −
� x2

x1

� y2

y1

∂P

∂y
dydx = −

�
∆

∂P

∂y
dydx

Якщо дiлянки AB i CD контуру прийняти за довiльнi кривi, то, провiвши аналогiчнi перетворення, одержимо
формулу для контуру довiльної форми:

�
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

�
∆

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dydx

Ця формула називається формулою Ґрiна.
Формула Ґрiна справедлива i у випадку багатозв’язної областi, тобто областi, усерединi якої є виключенi дiлянки. У

цьому випадку права частина формули буде являти собою суму iнтегралiв за зовнiшнiм контуром областi i iнтегралiв
за контурами всiх виключених дiлянок, причому кожний iз цих контурiв iнтегрується у такому напрямку, щоб область
∆ увесь час залишалася лiворуч лiнiї обходу.

Приклад. Розв’яжемо приклад, розглянутий вище, скориставшись формулою Ґрiна.

�
L

x2ydx+ x3dy =
�
∆

(
3x2 − x2

)
dydx =

�
∆

2x2dydx =
1�
0

2x2y
∣∣√x
x2 dx =

1�
0

2
(
x

5
2 − x4

)
dx =

= 2

(
2

7
x

7
2 − x5

5

)∣∣∣∣1
0

= 2

(
2

7
− 1

5

)
=

6

35
.

Формула Ґрiна дозволяє значно спростити обчислення криволiнiйного iнтеграла.
Криволiнiйний iнтеграл не залежить вiд форми шляху, якщо вiн уздовж всiх шляхiв, що з’єднують початкову i

кiнцеву точку, має ту саму величину.
Умовою незалежностi криволiнiйного iнтеграла вiд форми шляху є рiвнiсть нулю цього iнтеграла за будь-яким

замкненим контуром, що мiстить початкову i кiнцеву точки.
Ця умова буде виконуватися, якщо пiдiнтегральний вираз є повним диференцiалом деякої функцiї, тобто викону-

ється умова тотальностi.
∂P

∂y
=
∂Q

∂x

4.6 Поверхневi iнтеграли

4.6.1 Поверхневi iнтеграли першого роду

Поверхневий iнтеграл є таким же узагальненням подвiйного iнтеграла, яким є криволiнiйний iнтеграл вiдносно
визначеного iнтеграла.

Розглянемо поверхню у просторi, що довiльно розбита на n частин.
Розглянемо добуток значення деякої функцiї F у довiльнiй точцi з координатами (α, β, γ) на площу часткової

дiлянки ∆Si, що мiстить цю точку.
F (α, β, γ)∆Si

Означення. Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття поверхнi λ iснує скiнченна границя iнтегральних сум,
то ця границя називається поверхневим iнтегралом першого роду або iнтегралом за площею поверхнi.

�
S

F (x, y, z)dS = lim
λ→0

n∑
i=1

F (αi, βi, γi)∆Si
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4.6.1.1 Властивостi поверхневого iнтеграла першого роду

Поверхневi iнтеграли першого роду мають такi властивостi:
1)
�
S

dS = S, де S – площа поверхнi.
2) �

S

kF (x, y, z)dS = k

�
S

F (x, y, z)dS; k = const

3) �
S

[F1 (x, y, z) + F2 (x, y, z)] dS =

�
S

F1 (x, y, z) dS +

�
S

F2 (x, y, z) dS

4) Якщо поверхня роздiлена на частини S1 i S2, то
�
S

F (x, y, z)dS =

�
S1

F (x, y, z)dS +

�
S2

F (x, y, z)dS

5) Якщо F1(x, y, z) 6 F2(x, y, z), то
�
S

F1(x, y, z)dS 6
�
S

F2(x, y, z)dS

6) ∣∣∣∣�
S

F (x, y, z)dS

∣∣∣∣ 6 �
S

|F (x, y, z)|dS

7) Теорема про середнє.
Якщо функцiя F (x, y, z) неперервна в будь-якiй точцi поверхнi S, то iснує точка (α, β, γ) така, що

�
S

F (x, y, z)dS = F (α, β, γ) · S,

де S – площа поверхнi.
Провiвши дослiдження, аналогiчнi тим, якi використовувалися при знаходженнi криволiнiйного iнтеграла, одер-

жимо формулу для обчислення поверхневого iнтеграла першого роду через подвiйний iнтеграл за площею проекцiї
поверхнi на площину xOy.

�

S

F (x, y, z)dS =

�

∆

F (x, y, f(x, y))
√

1 + (f ′x(x, y))2 + (f ′y(x, y))2dxdy

4.6.2 Поверхневi iнтеграли другого роду

Якщо на поверхнi S є хоча б одна точка i хоча б один контур, що не перетинає границю поверхнi, при обходi за
яким напрямок нормалi у точцi мiняється на протилежний, то така поверхня називається однобiчною.

Якщо при цих умовах напрямок нормалi не мiняється, то поверхня називається двобiчною.
Будемо вважати додатним напрямком обходу контуру L, що належить поверхнi, такий напрямок, при русi за яким

за вибраним боком поверхнi сама поверхня залишається лiворуч.
Двобiчна поверхня iз установленим додатним напрямком обходу називається орiєнтованою поверхнею.
Розглянемо у просторi XY Z обмежену двобiчну поверхню S, що складається зi скiнченного числа шматкiв, кожний

з яких заданий або рiвнянням вигляду z = f(x, y), або є цилiндричною поверхнею з твiрними, паралельними осi Oz.
Означення. Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття поверхнi S iнтегральнi суми, складенi як суми до-

буткiв значень деякої функцiї на площу часткової поверхнi, мають скiнченну границю, то ця границя називається
поверхневим iнтегралом другого роду.

�
S

R(x, y, z)dxdy = lim
λ→0

n∑
i=1

R(αi, βi, γi) (∆Si)xy
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�
S

P (x, y, z)dydz = lim
λ→0

n∑
i=1

P (αi, βi, γi) (∆Si)yz

�
S

Q(x, y, z)dzdx = lim
λ→0

n∑
i=1

Q(αi, βi, γi) (∆Si)zx

�
S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy

– поверхневий iнтеграл другого роду.
Властивостi поверхневого iнтеграла другого роду аналогiчнi вже розглянутим нами властивостям поверхневого

iнтеграла першого роду.
Тобто будь-який поверхневий iнтеграл другого роду мiняє знак при змiнi сторони поверхнi, сталий множник можна

виносити за знак iнтеграла, поверхневий iнтеграл вiд суми двох i бiльше функцiй дорiвнює сумi поверхневих iнтегра-
лiв вiд цих функцiй, якщо поверхня розбита на скiнченне число часткових поверхонь, iнтеграл за усiєю поверхнею
дорiвнює сумi iнтегралiв за частинними поверхнями.

Якщо S – цилiндрична поверхня з твiрними, паралельними осi OZ, то
�
S
R(x, y, z)dxdy = 0. У випадку, якщо твiрнi

поверхнi паралельнi осям Ox i Oy, то дорiвнюють нулю вiдповiднi складовi поверхневого iнтеграла другого роду.
Обчислення поверхневого iнтеграла другого роду зводиться до обчислення вiдповiдних подвiйних iнтегралiв. Роз-

глянемо це на прикладi.
Приклад. Обчислити iнтеграл

�
S

(z −R)2dxdy за верхнiм боком пiвсфери

x2 + y2 + z2 = 2Rz, R 6 z 6 2R.

Перетворимо рiвняння поверхнi до вигляду: x2 + y2 + (z −R)2 −R2 = 0

z = R+
√
R2 − x2 − y2

Задана поверхня проектується на площину xOy у круг, рiвняння якого:

x2 + y2 6 R2

�
S

(z −R)2dxdy =

�
∆

(
R2 − x2 − y2

)
dxdy

Для обчислення подвiйного iнтеграла перейдемо до полярних координат:
(Див. Подвiйний iнтеграл у полярних координатах)

�
∆

(R2 − x2 − y2)dxdy =

�
τ

f(ρ, ϕ)ρdρdϕ, ρ =
√
x2 + y2

�
S

(z −R)2dxdy =

� 2π

0

dϕ

� R

0

(
R2 − ρ2

)
ρdρ =

� 2π

0

(
R2ρ2

2
− ρ4

4

)∣∣∣∣R
0

dϕ =
R4

4

� 2π

0

dϕ =
πR4

2

4.6.3 Зв’язок поверхневих iнтегралiв першого i другого роду

Поверхневi iнтеграли першого i другого роду пов’язанi один з одним спiввiдношенням:
�
S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

�
S

(P cosα+Q cosβ +R cos γ) dS

У цiй формулi cosα, cosβ, cos γ – напрямнi косинуси нормалi до поверхнi S в обрану сторону поверхнi.
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4.6.4 Формула Гауса-Остроградського

Формула Гауса-Остроградського14 є аналогом формули Ґрiна. Ця формула пов’язує поверхневий iнтеграл другого
роду за замкненою поверхнею з потрiйним iнтегралом за просторовою областю, обмеженою цiєю поверхнею.

Для виведення формули Гауса-Остроградського треба скористатися мiркуваннями, подiбними до тих, якi викори-
стовувалися при знаходженнi формули Ґрiна.

Розглядається спочатку поверхня, обмежена зверху i знизу деякими поверхнями, заданими вiдомими рiвняннями,
а збоку обмежена цилiндричною поверхнею. Потiм розглядається варiант коли поверхня обмежена цилiндричною
поверхнею з твiрних, паралельними двом iншим координатним осям.

Пiсля цього отриманi результати узагальнюються, приводячи до формули Гауса-Остроградського:
�
S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

�
V

(
∂P (x, y, z)

∂x
+
∂Q(x, y, z)

∂y
+
∂R(x, y, z)

∂z

)
dxdydz

Вiдзначимо, що ця формула застосовна для обчислення поверхневих iнтегралiв за замкненою поверхнею.
На практицi формулу Гауса-Остроградського можна застосовувати для обчислення об’єму тiл, якщо вiдома по-

верхня, що обмежує це тiло.
Так мають мiсце формули:

V =

�
S

xdydz =

�
S

ydxdz =

�
S

zdxdy =

�
V

dxdydz

Приклад. Знайти формулу обчислення об’єму кулi.
У поперечних перерiзах кулi (перетини паралельнi площини xOy) виходять кола.
Рiвняння кулi має вигляд: x2 + y2 + z2 = R2.
Знайти об’єм кулi можна за формулою:

V =

� R

−R

� √R2−x2

−
√
R2−x2

� √R2−x2−y2

−
√
R2−x2−y2

dzdydx = 8

� R

0

dx

� √R2−x2

−
√
R2−x2

√
R2 − x2 − y2dy =

= 8
� R

0

[
y
√
R2 − x2 − y2

2
+
R2 − x2

2
arcsin

y√
R2 − x2

]∣∣∣∣∣
√
R2−x2

0

dx = 8
� R

0

R2 − x2

2
· π

2
dx =

= 2π

[
R2x− x3

3

]∣∣∣∣R
0

=
4πR3

3
.

Для розв’язання цiєї ж задачi можна скористатися перетворенням iнтеграла до сферичних координат. (Див. Сфе-
рична система координат) Це значно спростить iнтегрування.

V =

� π

0

dθ2

� π

0

dϕ

� R

0

ρ2 sinϕdρ = 2

� π

0

dθ

� π

0

R3

3
sinϕdϕ =

2

3

� π

0

2R3dθ =
4πR3

3
.

Ще простiше задача розв’язується за допомогою формули Остроградського-Гауса та полярної системи координат
(Sc – перерiз кулi площиною Oxy):

V =

�
S

zdxdy = 2

�
Sc

√
R2 − x2 − y2dxdy =

� R

0

dρ

� π

−π

√
R2 − ρ2 · ρdθ = 2

� π

−π
dθ

� R

0

√
R2 − ρ2 · ρdρ =

4πR3

3
.

4.7 Елементи теорiї поля
Означення. Якщо кожнiй точцi простору M ставиться у вiдповiднiсть деяка скалярна величина U , то у такий

спосiб задається скалярне поле U(M). Якщо кожнiй точцi простору M ставиться у вiдповiднiсть вектор ~F , то
задається векторне поле ~F (M).

Нехай у просторi M задана поверхня ∆. Будемо вважати, що в кожнiй точцi P визначається додатний напрямок
нормалi одиничним вектором ~n(P ).

У просторi M задамо векторне поле, поставивши у вiдповiднiсть кожнiй точцi простору вектор, визначений коор-
динатами:

~F = P (x, y, z)~i+Q(x, y, z)~j +R(x, y, z)~k

Якщо розбити якимось чином поверхню на частковi дiлянки ∆i i скласти суму
∑
i(
~F (Pi)~n(Pi))∆i, де ~F~n – скалярний

добуток, то границя цiєї суми при прямуваннi до нуля площ часткових дiлянок розбиття (якщо ця границя iснує) буде
поверхневим iнтегралом. �

∆

~F~nd∆

Означення. Поверхневий iнтеграл
�

∆
~F~nd∆ називається потоком векторного поля ~F через поверхню ∆.

14(Остроградський Михайло Васильович (1801–1862) – український математик.)
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Якщо поверхня розбита на скiнченне число часткових поверхонь, то потiк векторного поля через всю поверхню
буде дорiвнює сумi потокiв через частковi поверхнi.

Якщо перетворити скалярний добуток у координатну форму, то одержуємо спiввiдношення:
�

∆

~F~nd∆ =

�
∆

[P cosα+Q cosβ +R cos γ]d∆ =

�
∆

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy

Якщо на областi ∆ iснує функцiя f(x, y, z), що має неперервнi частиннi похiднi, для яких виконуються властивостi:

∂f

∂x
= P ;

∂f

∂y
= Q;

∂f

∂z
= R;

то таку функцiю називають потенцiйною функцiєю або потенцiалом вектора ~F .
Тодi вектор ~F є градiєнтом функцiї f .

~F = gradf =
∂f

∂x
~i+

∂f

∂y
~j +

∂f

∂z
~k

Потенцiал може бути знайдений за формулою:

f(x, y, z) =

� x

x0

P (x, y0, z0)dx+

� y

y0

Q(x, y, z0)dy +

� z

z0

R(x, y, z)dz

У цiй формулi x0, y0, z0 – координати деякої початкової точки. У якостi такої точки зручно брати початок коор-
динат.

Теорема. Для того, щоб поле вектора ~F , заданого у деякiй областi, мало потенцiал, необхiдно i достатньо, щоб
виконувалося одна iз двох умов:

1 ) Iнтеграл вiд вектора ~F за будь-яким замкненим кусково-гладким контуром, що належить областi, дорiвнює
нулю.

2 ) Iнтеграл за будь-яким кусково-гладким шляхом, що з’єднує двi будь-якi точки поля, не залежить вiд шляху
iнтегрування.

4.7.1 Формула Стокса

Формула Стокса15 пов’язує криволiнiйнi iнтеграли другого роду з поверхневими iнтегралами другого роду.
Нехай у просторi задана деяка поверхня S. L – неперервний кусково-гладкий контур поверхнi S.

Припустимо, що функцiї P , Q i R неперервнi на поверхнi S разом зi своїми частинними похiдними першого порядку.
Застосуємо формулу, що виражає криволiнiйний iнтеграл через визначений.

�
L
P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz =

� β
α

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)+

+R(x(t), y(t), z(t))z′(t)]dt =
� β
α

[
Px′(t) +Qy′(t) +R

(
∂z

∂x
x′(t) +

∂z

∂y
y′(t)

)]
dt =

=
� β
α

{[
P +R

∂z

∂x

]
x′(t) +

[
Q+R

∂z

∂y

]
y′(t)

}
dt =

�
L

[
P +R

∂z

∂x

]
dx+

[
Q+R

∂z

∂y

]
dy

Введемо позначення: p =
∂z

∂x
; q =

∂z

∂y
;

Застосувавши формулу Ґрiна, можна замiнити криволiнiйний iнтеграл рiвним йому подвiйним iнтегралом. Пiсля
перетворень встановлюється така вiдповiднiсть мiж криволiнiйним i поверхневим iнтегралом:

�
L

Pdx+Qdy +Rdz =

�
S

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

ця формула i називається формулою Стокса.
15Джордж Габрiель Стокс (George Gabriel Stokes) (1819–1903) – iрландський математик.
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Означення. Вектор ~B, компоненти якого рiвнi вiдповiдно

Bx =
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
; By =

∂P

∂z
− ∂R

∂x
; Bz =

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
;

називається вихором або ротором вектора ~F = P~i+Q~j +R~k i позначається:

rot~F

Означення. Символiчний вектор ~∇ =

{
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

}
=~i

∂

∂x
+~j

∂

∂y
+~k

∂

∂z
називається оператором Гамiльтона16.

Символ ∇ – «набла».
З урахуванням цього позначення можна уявити собi поняття ротора вектора ~F як векторного добутку оператора

Гамiльтона на вектор ~F .

rot~F = ~∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣
Означення. Криволiнiйний iнтеграл, що виражає собою роботу векторного поля уздовж деякої кривої L назива-

ється лiнiйним iнтегралом вiд вектора ~F за орiєнтованою кривою L.
�
L

~Fd~s =

�
L

Pdx+Qdy +Rdz

Якщо крива L являє собою замкнений контур, то лiнiйний iнтеграл за таким контуром називається циркуляцiєю
векторного поля ~F уздовж контуру L.

C =

�
L

~Fd~s =

�
L

Pdx+Qdy +Rdz

У векторнiй формi теорему Стокса можна сформулювати так:
Циркуляцiя вектора уздовж контуру деякої поверхнi дорiвнює потоку вихору (ротора) через цю поверхню.

�
λ

~Fd~s =

�
∆

~nrot ~Fd∆

Вiдзначимо, що розглянута вище формула Ґрiна є частковим випадком формули Стокса.
Також за умови рiвностi нулю всiх компонентiв ротора вектора, одержуємо, що криволiнiйний iнтеграл за будь-

якою просторовою кривою дорiвнює нулю, тобто криволiнiйний iнтеграл не залежить вiд шляху iнтегрування.

Означення. Вираз
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
називається дивергенцiєю вектора (дивергенцiєю векторної функцiї)

~F = P~i+Q~j +R~k i позначається

div ~F =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

Таким чином, формулу Гауса-Остроградського може бути записана у виглядi:
�
S

(P cosα+Q cosβ +R cos γ)dS =

�
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz

або �
V

div ~Fdv =

�
S

~F~ndS

Тобто iнтеграл вiд дивергенцiї векторного поля ~F за об’ємом дорiвнює потоку вектора через поверхню, обмежену
цим об’ємом.

Означення. Векторне поле ~F називається соленоїдальним (трубчастим), якщо div ~F = 0.
З допомогою описаного вище оператора Гамiльтона можна представити визначенi нами поняття у такий спосiб:

gradf = ~∇f ; div ~F = ~∇~F ; rot~F = ~∇× ~F ;

Вираз

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

називається оператором Лапласа.
Справедливi наступнi спiввiдношення:

16Вiльям Роуан Гамiльтон (William Rowan Hamilton) (1805–1865) – iрландський математик.
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div(gradf) = ∆f ; ~∇ · ~∇f = ∆f

Справедливiсть цих рiвностей легко перевiрити безпосереднiм пiдставлянням.
Рiвняння

∆f = 0

називається рiвнянням Лапласа.
Його розв’язки – гармонiчнi функцiї.
До рiвняння Лапласа зводяться задачi стацiонарної теплопровiдностi та стацiонарної ламiнарної течiї.
Тепер розглянемо приклади застосування розглянутих вище понять.
Приклад. Знайти rot(~r · ~a) · ~r, якщо ~r = x~i+ y~j + z~k; ~a =~i+~j + ~k.
Знайдемо скалярний добуток: ~r · ~a = x+ y + z;
Знайдемо скалярний добуток:

(~r · ~a) · ~r = {P,Q,R} = {x2 + xy + xz, yx+ y2 + yx, xz + yz + z2}

rot(~r · ~a) · ~r =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ =~i

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
−~j

(
∂R

∂x
− ∂P

∂z

)
+ ~k

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

=~i(z − y)−~j(z − x) + ~k(y − x)

Приклад. Знайти потiк векторного поля ~F = (y − x)~i + (x + y)~j + y~k крiзь сторону трикутника S, вирiзаного iз
площини x+ y + z − 1 = 0 координатними площинами.

=

�

S

~F · ~nds =

�

S

(y − x)dydz + (x+ y)dxdz + ydxdy =

1�

0

dy

1−y�

0

(y + y + z − 1)dz+

+

1�

0

dz

1−z�

0

(x+ 1− z − x)dx+

1�

0

dx

1−x�

0

ydy =

1�

0

[
2yz +

z2

2
− z
]∣∣∣∣1−y

0

dy +

1�

0

[x− zx]|1−z0 dz+

+

1�

0

y2

2

∣∣∣∣1−x
0

dx =

1�

0

[
2y − 2y2 +

1

2
− y +

y2

2
− 1 + y

]
dy +

1�

0

[
1− z − z + z2

]
dz+

+

� 1

0

[
1

2
− x+

x2

2

]
dx =

� 1

0

[
−3y2

2
+ 2y − 1

2

]
dy +

[
z − z2 +

z3

3

]∣∣∣∣1
0

+

[
x

2
− x2

2
+
x3

6

]∣∣∣∣1
0

=

=

[
−y

3

2
+ y2 − y

2

]∣∣∣∣1
0

+ 1− 1 +
1

3
+

1

2
− 1

2
+

1

6
= −1

2
+ 1− 1

2
+

3

6
=

1

2
.

Приклад. Знайти div(gradu), якщо u = ex+y+z.

gradu =
∂u

∂x
~i+

∂u

∂y
~j +

∂u

∂z
~k = ex+y+z

[
~i+
←
j +~k

]
P = Q = R = ex+y+z;

div(gradu) = 3ex+y+z = 3u.

Приклад. Визначити чи є векторне поле

~F = (5x+ 6yz; 5y + 6xz; 5z + 6xy)

потенцiйним i знайти його потенцiал.
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gradu =

{
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

}
P =

∂u

∂x
= 5x+ 6yz; Q =

∂u

∂y
= 5y + 6xz; R =

∂u

∂z
= 5z + 6xy;

Якщо поле потенцiйне, то повиннi виконуватися наступнi умови:

1)
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
; 6z = 6z;

2)
∂Q

∂z
=
∂R

∂y
; 6x = 6x;

3)
∂P

∂z
=
∂R

∂x
; 6y = 6y;

Цi умови еквiвалентнi умовi рiвностi нулю ротора векторного поля. Справедливiсть цього твердження видна з
означення ротора.

Таким чином, поле потенцiйне. Потенцiал знаходиться за формулою:

u =

� x

0

5xdx+

� y

0

5ydy +

� z

0

(5z + 6xy)dz =
5

2
x2 +

5

2
y2 +

5

2
z2 + 6xyz;
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