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1 Комплекснi числа

1.1 Основнi означення
Означення. Множиною комплексних чисел називається множина упорядкованих пар дiйсних чисел, додава-

ння i множення яких виконується за такими правилами:

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′);

(x, y) · (x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + yx′).

Легко показати, що за таких правил (0, 1)·(0, 1) = (−1, 0). Оскiльки операцiї з парами типу (x, 0) повнiстю узгоджу-
ються з тим, що нам вiдомо про звичайнi дiйснi числа, встановлена рiвнiсть може трактуватися як рiвнiсть квадрата
певного числа, яке називають уявною одиницею i позначають i, числу −1. Використовуючи уявну одиницю, можна да-
ти альтернативне означення комплексних чисел iз використанням iншої форми запису пари, так званої алгебраїчної
форми запису комплексного числа.

Означення. Комплексним числом z називається вираз z = a+ ib, де a i b – дiйснi числа, i – уявна одиниця, що
визначається спiввiдношенням:

i2 = −1.

При цьому число a називається дiйсною частиною числа z (a = Rez), а b – уявною частиною (b = Imz).
Якщо a = Rez = 0, то число z буде суто уявним, якщо b = Imz = 0, то число z буде дiйсним.
Означення. Числа z = a+ ib i z̄ = a− ib називаються комплексно спряженими.
Означення. Два комплексних числа z1 = a1 + ib1 i z2 = a2 + ib2 називаються рiвними, якщо вiдповiдно рiвнi їхнi

дiйснi i уявнi частини:
a1 = a2; b1 = b2;

Означення. Комплексне число дорiвнює нулю, якщо вiдповiдно дорiвнюють нулю дiйсна i уявна частини.

a = b = 0.

Поняття комплексного числа має геометричне тлумачення. Множина комплексних чисел є розширенням множини
дiйсних чисел за рахунок включення множини уявних чисел. Комплекснi числа мiстять у собi всi множини чисел,
якi вивчалися ранiше. Так натуральнi, цiлi, рацiональнi, iррацiональнi, дiйснi числа є, загалом кажучи, окремими
випадками комплексних чисел.

Якщо будь-яке дiйсне число може бути геометрично представлене у виглядi точки на числовiй прямiй, то ком-
плексне число представляється точкою на площинi, координатами якої будуть вiдповiдно дiйсна i уявна частини
комплексного числа. При цьому горизонтальна вiсь буде дiйсною числовою вiссю, а вертикальна – уявною вiссю.

Таким чином, на осi Ox розташовуються дiйснi числа, а на осi Oy – суто уявнi.
За допомогою подiбного геометричного подання можна представляти числа у так званiй тригонометричнiй формi.

1.2 Тригонометрична форма комплексного числа
З геометричних мiркувань видно, що a = r cosϕ; b = r sinϕ. Тодi комплексне число можна представити у виглядi:

z = a+ ib = r cosϕ+ ir sinϕ = r(cosϕ+ i sinϕ)

Така форма запису називається тригонометричною формою запису комплексного числа.
При цьому величина r називається модулем комплексного числа, а кут нахилу ϕ – аргументом комплексного

числа.

r = |z| ; ϕ = Arg z.
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З геометричних мiркувань видно:

r = |a+ ib| =
√
a2 + b2; ϕ = Arg z = arctg

b

a
;

Очевидно, що комплексно спряженi числа мають однаковi модулi i протилежнi за знаком аргументи.

|z| = |z| ; Arg z = −Arg z.

1.3 Дiї з комплексними числами
Основнi дiї з комплексними числами випливають iз дiй з многочленами.
1) Додавання i вiднiмання.

z = z1 ± z2 = (a1 + ib1)± (a2 + ib2) = (a1 ± a2) + i(b1 ± b2)

|z| =
√

(a1 ± a2)2 + (b1 ± b2)2

2) Множення.
z = z1z2 = (a1 + ib1)(a2 + ib2) = a1a2 + ia1b2 + ib1a2 + i2b1b2

z = z1z2 = (a1a2 − b1b2) + i(a1b2 + b1a2)

У тригонометричнiй формi:

z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2).

z = z1z2 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2))

Для випадку комплексно-спряжених чисел:

zz = (a+ ib)(a− ib) = a2 + b2 = |z|2 = |z|2 .

3) Дiлення.

z =
z1

z2
=
a1 + ib1
a2 + ib2

= x+ iy

z =
(a1 + ib1)(a2 − ib2)

(a2 + ib2)(a2 − ib2)
=

(a1a2 + b1b2) + i(a2b1 − a1b2)

a2
2 + b22

z =
a1a2 + b1b2
a2

2 + b22
+ i

a2b1 − a1b2
a2

2 + b22

У тригонометричнiй формi:
z =

z1

z2
=
r1

r2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2))

4) Пiднесення до степеня.
З операцiї множення комплексних чисел випливає, що

z2 = z · z = r2(cos 2ϕ+ i sin 2ϕ)

У загальному випадку одержимо:

zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ),

де n – цiле додатне число.
Цей вираз називається формулою Муавра1.
Формулу Муавра можна використати для знаходження тригонометричних функцiй подвiйного, потрiйного тощо

кутiв.
Приклад. Знайти формули sin 2ϕ i cos 2ϕ.
Розглянемо деяке комплексне число z = r(cosϕ+ i sinϕ).
Тодi з одного боку z2 = r2(cos2 ϕ+ 2i cosϕ sinϕ− sin2 ϕ).
За формулою Муавра: z2 = r2(cos 2ϕ+ i sin 2ϕ)
Дорiвнюючи, одержимо cos 2ϕ+ i sin 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ+ 2i cosϕ sinϕ
Оскiльки два комплексних числа рiвнi, якщо рiвнi їхнi дiйснi i уявнi частини, то

cos 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ

sin 2ϕ = 2 sinϕ cosϕ

Одержали вiдомi формули для подвiйного кута.
1Абрахам де Муавр (Abraham de Moivre) (1667–1754) – англiйський математик
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5) Добування кореня з комплексного числа.

n
√
z = n

√
r(cosϕ+ i sinϕ) = ρ(cosψ + i sinψ)

Пiдносячи до степеня, одержимо:
ρn(cosnψ + i sinnψ) = r(cosϕ+ i sinϕ)

Звiдси: ρ = n
√
r; nψ = ϕ+ 2πk; k ∈ Z.

n
√
z = n

√
r(cosϕ+ i sinϕ) = n

√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
Таким чином, корiнь n-го степеня з комплексного числа має n рiзних значень.

1.4 Показникова форма комплексного числа
Розглянемо показникову функцiю w = ez; z = x+ iy.
Можна показати, що функцiя w може бути записана у виглядi:

w = ex+iy = ex(cos y + i sin y)

Ця рiвнiсть називається рiвнянням Ойлера.
Для комплексних чисел будуть справедливi наступнi властивостi:

1. ez1+z2 = ez1ez2 ;

2. ez1−z2 =
ez1

ez2
;

3. (ez)m = emz; де m – цiле число.

Якщо в рiвняннi Ойлера показник степеня прийняти за суто уявне число (x = 0), то одержуємо:

eiy = cos y + i sin y

Для комплексно спряженого числа одержуємо:

e−iy = cos y − i sin y

З цих двох рiвнянь одержуємо: 
cos y =

eiy + e−iy

2

sin y =
eiy − e−iy

2i

Цими формулами (формулами Ойлера) користуються для знаходження значень степенiв тригонометричних
функцiй через функцiї кратних кутiв.

Якщо представити комплексне число у тригонометричнiй формi:

z = r(cosϕ+ i sinϕ)

i скористатися формулою Ойлера: eiϕ = cosϕ+ i sinϕ

z = reiϕ

Отримана рiвнiсть i є показниковою формою комплексного числа.

1.5 Розклад многочлена на множники
Означення. Функцiя вигляду f(x) = A0x

n + A1x
n−1 + ...+ An називається цiлою рацiональною функцiєю вiд

x.
Теорема Безу. 2

При дiленнi многочлена f(x) на рiзницю x− a виходить остача, рiвна f(a).
Доведення. При дiленнi многочлена f(x) на рiзницю x − a часткою буде многочлен f1(x) степеня на одиницю

меншого, нiж f(x), а остачею – стале число R.

f(x) = f1(x)(x− a) +R

Спрямовуючи x до a, одержуємо f(a) = R.
2Етьєн Безу (Étienne Bézout) (1730–1783) – французький математик
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Наслiдок. Якщо, a – корiнь многочлена, тобто f(a) = 0, то многочлен f(x) дiлиться на (x− a) без остачi.
Означення. Якщо рiвняння має вигляд P (x) = 0, де P (x) – многочлен степеня n, то це рiвняння називається

алгебраїчним рiвнянням степеня n.
Теорема. (Основна теорема алгебри) Усяка цiла рацiональна функцiя f(x) має принаймнi один корiнь, дiйсний

або комплексний.
Теорема. Усякий многочлен n-го степеня розкладається на n лiнiйних множникiв вигляду x− a i множник, що

дорiвнює коефiцiєнту при xn.
Теорема. Якщо два многочлени тотожно рiвнi один одному, то коефiцiєнти одного многочлена дорiвнюють

вiдповiдним коефiцiєнтам iншого.
Якщо серед коренiв многочлена зустрiчаються кратнi коренi, то розклад на множники має вигляд:

f(x) = A0(x− a1)k1(x− a2)k2 ...(x− am)km .

k1 + k2 + ...+ km = n

ki – кратнiсть вiдповiдного кореня.
Звiдси випливає, що будь-який многочлен n-го степеня має рiвно n коренiв (дiйсних або комплексних).
Ця властивiсть має велике значення для розв’язання алгебраїчних рiвнянь, диференцiальних рiвнянь i вiдiграє

важливу роль в аналiзi функцiй.
Розгляньмо кiлька прикладiв дiй з комплексними числами.

Приклад. Дано два комплексних числа z1 = 1− 7

2
i; z2 = −7−2i. Потрiбно а) знайти значення виразу

 1− 7

2
i

−7− 2i


−4

в

алгебраїчнiй формi, б) для числа z = 2 − 2
√

3i знайти тригонометричну форму, знайти z20, знайти корiнь рiвняння
w3 − z = 0.

1. Очевидно, справедливе наступне перетворення:

 1− 7

2
i

−7− 2i


−4

=

(
2− 7i

−14− 4i

)−4

=

(
−14− 4i

2− 7i

)4

= 16

(
−7− 2i

2− 7i

)4

Далi, виконуємо дiлення двох комплексних чисел:

−7− 2i

2− 7i
=

(−7− 2i)(2 + 7i)

(2− 7i)(2 + 7i)
=
−14− 49i− 4i+ 14

4 + 49
=
−53i

53
= −i.

Одержуємо значення заданого виразу: 16(−i)4 = 16i4 = 16.

2. Число z = 2− 2
√

3i представимо у виглядi z = r(cosϕ+ i sinϕ), де

r = |z| =
√

4 + 12 = 4; ϕ = arctg
b

a
= arctg

(
−
√

3
)

= −60◦ = −π
3

Тодi z = 4(cos(−π/3) + i sin(−π/3)).

Для знаходження z20 скористаємося формулою Муавра.

z20 = 420(cos 1200◦ − i sin 1200◦) = 420(cos(3 · 2π + 120◦)− i sin(3 · 2π + 120◦)) =

= 420(cos 120◦ − i sin 120◦) = −420

(
1

2
+

√
3

2
i

)
.

Якщо w3 − z = 0, то w = 3
√
z

3
√
z = 3
√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

3
+ i sin

ϕ+ 2πk

3

)
=

3
√

4

(
cos
−π/3 + 2πk

3
+ i sin

−π/3 + 2πk

3

)
; k = 0, 1, 2.
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2 Елементи лiнiйної алгебри

2.1 Матриця. Основнi означення
Означення. Матрицею розмiруm×n, деm – кiлькiсть рядкiв, n – кiлькiсть стовпцiв, називається таблиця чисел,

розташованих у певному порядку. Цi числа називаються елементами матрицi. Мiсце кожного елемента однозначно
визначається номером рядка i стовпця, на перетинi яких вiн перебуває. Елементи матрицi позначаються aij , де i –
номер рядка, а j – номер стовпця.

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn


2.2 Основнi дiї над матрицями

Матриця може складатися як з одного рядка, так i з одного стовпця. Загалом кажучи, матриця може складатися
навiть iз одного елемента.

Означення. Якщо кiлькiсть стовпцiв матрицi дорiвнює кiлькостi рядкiв (m = n), то матриця називається ква-
дратною.

Означення. Матриця вигляду: 
1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

 = I

називається одиничною матрицею.
Означення. Якщо amn = anm, то матриця називається симетричною.

Приклад.

 2 1 5
1 3 6
5 6 4

 – симетрична матриця

Означення.Квадратна матриця виду


a11 0 ... 0
0 a22 ... 0
... ... ... 0
0 0 ... ann

 називається дiагональною матрицею.

Означення. Матриця виду


a11 a12 ... a1n

0 a22 ... a2n

0 ... ... ...
0 0 ... amn

 називається верхньою трикутною матрицею.

Означення. Матриця виду


a11 0 ... 0
a21 a22 ... 0
... ... ... 0
am1 am2 ... amn

 називається нижньою трикутною матрицею.

Означення. Якщо ж у матрицi форма областi ненульових елементiв подiбна до трапецiї, така матриця називається
(вiдповiдно до форми областi) верхньою або нижньою трапецеподiбною.

Додавання i вiднiмання матриць зводиться до вiдповiдних операцiй над їхнiми елементами. Найголовнiшою
властивiстю цих операцiй є те, що вони визначенi тiльки для матриць однакового розмiру. Таким чином, можна ви-
значити операцiї додавання i вiднiмання матриць:

Означення. Сумою (рiзницею) матриць є матриця, елементами якої є вiдповiдно сума (рiзниця) елементiв
вихiдних матриць.

cij = aij ± bij
C = A+B = B +A.

Операцiя множення (дiлення) матрицi будь-якого розмiру на довiльне число зводиться до множення (дiлення)
кожного елемента матрицi на це число.

αA =


αa11 αa12 ... αa1n

αa21 αa22 ... αa2n

... ... ... ...
αam1 αam2 ... αamn


α(A±B) = αA± αB

A(α± β) = αA± βA
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Приклад. Дано матрицi A =

 1 2 3
2 1 4
3 2 3

; B =

 1 3 4
5 7 8
1 2 4

, знайти 2A+B.

2A =

 2 4 6
4 2 8
6 4 6

, 2A+B =

 3 7 10
9 9 16
7 6 10

.

2.3 Операцiя множення матриць
Означення: Добутком матриць називається матриця, елементи якої можуть бути обчисленi за наступними фор-

мулами:

A ·B = C;

cij =

n∑
k=1

aik · bkj .

З наведеного визначення видно, що операцiя множення матриць визначена тiльки для матриць, кiлькiсть стов-
пцiв першої з яких дорiвнює кiлькостi рядкiв другої.

2.3.1 Властивостi операцiї множення матриць

1) Множення матриць не комутативне, тобто AB 6= BA, навiть якщо визначенi обидва добутки. Однак, якщо для
яких-небудь матриць спiввiдношення AB = BA виконується, то такi матрицi називаються комутуючими.

Найхарактернiшим прикладом може слугувати одинична матриця, що є комутуючою з будь-якою iншою матрицею
того ж розмiру.

Комутуючими можуть бути тiльки квадратнi матрицi того самого порядку.
A · I = I ·A = A.
Очевидно, що для будь-яких матриць виконується така властивiсть:
A ·O = O; O ·A = O, де O – нульова матриця.
2) Операцiя перемножування матриць асоцiативна, тобто якщо визначенi добутки AB i (AB)C, то визначенi BC

i A(BC), i виконується рiвнiсть:
(AB)C = A(BC).
3) Операцiя множення матриць дистрибутивна стосовно додавання, тобто якщо мають сенс вирази A(B + C) i

(A+B)C, то вiдповiдно:
A(B + C) = AB +AC,
(A+B)C = AC +BC.
4) Якщо добуток AB визначений, то для будь-якого числа α виконується спiввiдношення:
α(AB) = (αA)B = A(αB).
5) Якщо визначено добуток AB, то визначено i добуток BTAT , i виконується рiвнiсть:
(AB)T = BTAT , де iндексом T позначається транспонована матриця.
6) Зазначимо також, що для будь-яких квадратних матриць det(AB) = detAdetB.
Поняття det (визначник, детермiнант) буде розглянуто нижче.
Означення. Матрицю B називають транспонованою матрицею A, а перехiд вiд A до B транспонуванням,

якщо елементи кожного рядка матрицi A записати у тiм же порядку в стовпцi матрицi B.

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 ;B = AT =


a11 a21 ... am1

a12 a22 ... am2

... ... ... ...
a1n a2n ... amn

 ;

iнакше кажучи, bji = aij .
Як наслiдок з попередньої властивостi (5) можна записати, що:
(ABC)T = CTBTAT ,
за умови, що визначено добуток матриць ABC.

Приклад. Дано матрицi A =

 1 0 3
2 4 1
1 −4 2

, B =

 1
3
2

, C =

 −1
2
1

 i число α = 2. Знайти ATB + αC.

AT =

 1 2 1
0 4 −4
3 1 2

; ATB =

 1 2 1
0 4 −4
3 1 2

 ·
 1

3
2

 =

 1 · 1 + 2 · 3 + 1 · 2
0 · 1 + 4 · 3− 4 · 2
3 · 1 + 1 · 3 + 2 · 2

 =

 9
4
10

;

αC =

 −2
4
2

; ATB + αC =

 9
4
10

+

 −2
4
2

 =

 7
8
12

.
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Приклад. Знайти добуток матриць A =

 1
4
3

 i B =
(

2 4 1
)
.

AB =

 1
4
3

 · ( 2 4 1
)

=

 1 · 2 1 · 4 1 · 1
4 · 2 4 · 4 4 · 1
3 · 2 3 · 4 3 · 1

 =

 2 4 1
8 16 4
6 12 3

.

BA =
(

2 4 1
)
·

 1
4
3

 = 2 · 1 + 4 ·+1 · 3 = 2 + 16 + 3 = 21.

Приклад. Знайти добуток матриць A =
(

1 2
)
, B =

(
3 4
5 6

)
AB =

(
1 2

)
·
(

3 4
5 6

)
=
(

3 + 10 4 + 12
)
=
(

13 16
)
.

2.4 Визначники (детермiнанти)

Означення. Визначником (детермiнантом) квадратної матрицi A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 називається чи-

сло, яке може бути обчислене за елементами матрицi за формулою:

detA =

n∑
k=1

(−1)k+1a1k detM1k,

де detM1k – визначник матрицi, отриманої з вихiдної викреслюванням першого рядка i k-го стовбчика. Варто звернути
увагу на те, що визначники мають тiльки квадратнi матрицi, тобто матрицi, у яких кiлькiсть рядкiв дорiвнює кiлькостi
стовпцiв.

Попередня формула дозволяє обчислити визначник матрицi за першим рядком, також справедлива формула об-
числення визначника за першим стовпцем:

detA =

n∑
k=1

(−1)k+1ak1 detMk1

Загалом кажучи, визначник може обчислюватися за будь-яким рядком або стовпцем матрицi, тобто справедлива
формула:

detA =

n∑
k=1

(−1)k+iaik detMik, i = 1, 2, . . . , n...

Очевидно, що рiзнi матрицi можуть мати однаковi визначники.
Визначник одиничної матрицi дорiвнює 1.
Для зазначеної матрицi A матриця M1k називається додатковим мiнором елемента матрицi a1k. Таким чином,

можна помiтити, що кожний елемент матрицi має свiй додатковий мiнор. Додатковi мiнори iснують тiльки у квадра-
тних матрицях.

Означення. Додатковий мiнор довiльного елемента квадратної матрицi aij дорiвнює матрицi, отриманiй з
вихiдної викреслюванням i-го рядка та j-го стовбчика.

Зауваження:
1. Класичне означення визначника є таким:

detA = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑
σ∈Sn

(−1)invσ (a1σ1
· a2σ2

· . . . · anσn
) ,

де σi є елементами перестановки σ чисел вiд 1 до n; invσ – iнверсiя перестановки σ, яка дорiвнює кiлькостi iнверсних
пар у перестановцi. Iнверсними називаються такi пари елементiв перестановки, для яких σk > σl при k < l. Наведене
тут означення використано лише для спрощення викладу.

2. У переважнiй частинi класичної лiтератури мiнором називається визначник матрицi, яку ми тут назвали мiнором,
знову ж таки для спрощення викладу.
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2.4.1 Властивостi визначника

Властивiсть 1. Важливою властивiстю визначникiв є наступне спiввiдношення:

detA = detAT ;

Властивiсть 2. det(AB) = detA · detB.
Властивiсть 3. Якщо у квадратнiй матрицi помiняти мiсцями якi-небудь два рядки (або стовпцi), то визначник

матрицi змiнить знак, не змiнившись за абсолютною величиною.
Властивiсть 4. При множеннi стовпця (або рядка) матрицi на число її визначник множиться на це число.
Означення: Стовпцi (рядки) матрицi називаються лiнiйно залежними, якщо iснує їхня лiнiйна комбiнацiя,

рiвна нулю, що має нетривiальнi (не рiвнi нулю) розв’язки.
Властивiсть 5. Якщо в матрицi A рядки або стовпцi лiнiйно залежнi, то її визначник дорiвнює нулю.
Властивiсть 6. Якщо матриця мiстить нульовий стовпець або нульовий рядок, то її визначник дорiвнює нулю.

(Дане твердження очевидне, оскiльки рахувати визначник можна саме за нульовим рядком або стовпцем.)
Властивiсть 7. Визначник матрицi не змiниться, якщо до елементiв однiєї з його рядкiв (стовпця) додати (вiдняти)

елементи iншого рядка (стовпця), помноженi на якесь число, не рiвне нулю.
Властивiсть 8. Якщо для елементiв якогось рядка або стовбчика матрицi виконується спiввiдношення: d = d1±d2,

e = e1 ± e2, f1 = ±f2, то виконується:∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
k l m

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d1 e1 f1

k l m

∣∣∣∣∣∣±
∣∣∣∣∣∣
a b c
d2 e2 f2

k l m

∣∣∣∣∣∣
Приклад. Обчислити визначник матрицi A =

 1 2 1
0 −2 3
3 1 1


∣∣∣∣∣∣

1 2 1
0 −2 3
3 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ −2 3

1 1

∣∣∣∣− 2 ·
∣∣∣∣ 0 3

3 1

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣ 0 −2

3 1

∣∣∣∣ = (−2 · 1− 1 · 3)− 2(0 · 1− 3 · 3) + (0 · 1 + 3 · 2) =

= −5 + 18 + 6 = 19.

2.4.2 Обчислення визначникiв другого i третього порядкiв вручну

Для обчислення визначника другого порядку використовують просте правило: визначник дорiвнює добутку еле-
ментiв головної дiагоналi матрицi мiнус добуток елементiв її бiчної дiагоналi:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

+

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 − a12a21.

Для обчислення визначникiв третього порядку вручну на практицi часто застосовують правило Саррюса3.

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ + +

− − −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Iншим способом обчислення визначника третього порядку вручну є «правило трикутника»:

detA =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

−

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

3П’єр Фредерiк Саррюс (Pierre-Frédéric Sarrus) (1798–1861) – французький математик.
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Приклад:. Дано матрицi A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
5 2
1 3

)
. Знайти detAB.

1-й спосiб: detA = 4− 6 = −2; detB = 15− 2 = 13; det(AB) = detA · detB = −26.

2-й спосiб: AB =

(
1 · 5 + 2 · 1 1 · 2 + 2 · 3
3 · 5 + 4 · 1 3 · 2 + 4 · 3

)
=

(
7 8
19 18

)
, det(AB) = 7 · 18− 8 · 19 = 126− 152 = −26.

Приклад. Обчислити визначник

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 3 4
2 −1 1 2
0 3 2 1
2 1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣.∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 3 4
2 −1 1 2
0 3 2 1
2 1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1

∣∣∣∣∣∣
−1 1 2
3 2 1
1 4 3

∣∣∣∣∣∣+ 3 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 2
0 3 1
2 1 3

∣∣∣∣∣∣− 4 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
0 3 2
2 1 4

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
−1 1 2
3 2 1
1 4 3

∣∣∣∣∣∣ = −1(6− 4)− 1(9− 1) + 2(12− 2) = −2− 8 + 20 = 10.

∣∣∣∣∣∣
2 −1 2
0 3 1
2 1 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 −2 −1
0 3 1
2 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 2(0− 2)− 1(0− 6) = 2.

∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
0 3 2
2 1 4

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 −2 −3
0 3 2
2 1 4

∣∣∣∣∣∣ = 2(−4)− 3(−6) = −8 + 18 = 10.

Значення визначника: −10 + 6− 40 = −44.

2.5 Елементарнi перетворення матрицi
Означення. Елементарними перетвореннями матрицi назвемо наступнi перетворення:
1) множення рядка на число, вiдмiнне вiд нуля;
2) додавання до елементiв одного рядка елементiв iншого рядка;
3) перестановка рядкiв;
4) викреслювання (видалення) одного з однакових рядкiв (стовпцiв);
5) транспонування.
Тi ж операцiї, застосованi до стовпцiв, також називаються елементарними перетвореннями.
За допомогою елементарних перетворень можна до якого-небудь рядка або стовпця додати лiнiйну комбiнацiю

iнших рядкiв (стовпцiв).

2.6 Мiнори
Вище було використане поняття додаткового мiнора матрицi. Дамо означення мiнора матрицi.
Означення. Якщо у матрицi A вилучити кiлька довiльних рядкiв i стiльки ж довiльних стовпцiв, то визначник

матрицi, складеної з елементiв, розташованих на перетинi цих рядкiв i стовпцiв називається мiнором матрицi A.
Якщо перетинаються s рядкiв i стовпцiв, то отриманий мiнор називається мiнором порядку s.

Зазначимо, що вищесказане застосовне не тiльки до квадратних матриць, але i до прямокутних.
Якщо викреслити з вихiдної квадратної матрицi A видiленi рядки i стовпцi, то отримана матриця буде додатковим

мiнором.

2.7 Алгебраїчнi доповнення
Означення. Алгебраїчним доповненням мiнора матрицi називається визначник його додаткового мiнора, по-

множений на (−1) у степенi, рiвному сумi номера рядка i номера стовпця мiнора матрицi.
В окремому випадку, алгебраїчним доповненням елемента матрицi називається визначник його додаткового мiнора,

узятий зi своїм знаком, якщо сума номерiв стовпця i рядка, на яких стоїть елемент, є число парне, i з протилежним
знаком, якщо непарне.

2.8 Обернена матриця
Визначимо операцiю дiлення матриць як операцiю, обернену множенню.
Означення. Якщо iснують квадратнi матрицi X i A одного порядку, що задовольняють умовi:

XA = AX = I,

де I – одинична матриця того ж самого порядку, що i матриця A, то матриця X називається оберненою до матрицi
A i позначається A−1.

13



Кожна квадратна матриця з визначником, не рiвним нулю має обернену матрицю i при тому тiльки одну.
Розглянемо загальний пiдхiд до знаходження оберненої матрицi. Виходячи з визначення добутку матриць, можна

записати:

AX = I ⇒
n∑
k=1

aik · xkj = eij , i = (1, n), j = (1, n),

eij = 0, i 6= j,

eij = 1, i = j.

Таким чином, одержуємо систему рiвнянь:
a11x1j + a12x2j + ...+ a1nxnj = 0
................................................
aj1x1j + aj2x2j + ...+ ajnxnj = 1
................................................
an1x1j + an2x2j + ...+ annxnj = 0

,

Розв’язавши цю систему, знаходимо елементи матрицi X.

Приклад. Дано матрицю A =

(
1 2
3 4

)
, знайти A−1.

(
a11 a12

a21 a22

)
·
(
x11 x12

x21 x22

)
=

(
1 0
0 1

)
.


a11x11 + a12x21 = e11 = 1
a11x12 + a12x22 = e12 = 0
a21x11 + a22x21 = e21 = 0
a21x12 + a22x22 = e22 = 1


x11 + 2x21 = 1
x12 + 2x22 = 0
3x11 + 4x21 = 0
3x12 + 4x22 = 1


x11 = −2
x12 = 1
x21 = 3/2
x22 = −1/2

Таким чином, A−1 =

(
−2 1
3/2 −1/2

)
.

Однак, такий спосiб незручний при знаходженнi обернених матриць бiльших порядкiв, тому звичайно застосовують
наступну формулу:

xij =
Aji

detA
,

де Aji – алгебраїчне доповнення елемента aji матрицi А. Цей метод називається методом спряженої матрицi, а
матриця з алгебраїчних доповнень — спряженою матрицею.

Приклад. Дано матрицю A =

(
1 2
3 4

)
, знайти A−1.

detA = 4− 6 = −2.

M11 = 4; M12 = 3; M21 = 2; M22 = 1
x11 = −2; x12 = 1; x21 = 3/2; x22 = −1/2

Таким чином, A−1 =

(
−2 1
3/2 −1/2

)
.

2.9 Властивостi обернених матриць
Вкажемо наступнi властивостi обернених матриць:
1) (A−1)−1 = A;
2) (AB)−1 = B−1A−1

3) (AT )−1 = (A−1)T .

A2 = AA =

(
3 2
1 4

)(
3 2
1 4

)
=

(
11 14
7 18

)
; A3 =

(
3 2
1 4

)(
11 14
7 18

)
=
(

47 78
39 86

)
.

Зазначимо, що матрицi
(

3 2
1 4

)
i
(

11 14
7 18

)
є комутуючими.
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2.10 Базисний мiнор матрицi. Ранг матрицi
Як було сказано вище, мiнором матрицi порядку s називається матриця, утворена з елементiв вихiдної матрицi,

що перебувають на перетинi яких-небудь обраних s рядкiв i s стовпцiв.
Означення. У матрицi порядку m×n мiнор порядку r називається базисним, якщо його визначник не дорiвнює

нулю, а всi мiнори порядку r+ 1 i вище дорiвнюють нулю, або не iснують зовсiм, тобто r збiгається з меншим iз чисел
m або n.

Стовпцi i рядки матрицi, на яких стоїть базисний мiнор, також називаються базисними.
У матрицi може бути кiлька рiзних базисних мiнорiв, що мають однаковий порядок.
Означення. Порядок базисного мiнору матрицi називається рангом матрицi i позначається rankA.
Дуже важливою властивiстю елементарних перетворень матриць є те, що вони не змiнюють ранг матрицi.
Означення. Матрицi, отриманi в результатi елементарного перетворення, називаються еквiвалентними.
Слiд вiдзначити, що рiвнi матрицi i еквiвалентнi матрицi – поняття зовсiм рiзнi.
Теорема. Найбiльша кiлькiсть лiнiйно незалежних стовпцiв у матрицi дорiвнює кiлькостi лiнiйно незалежних

рядкiв i дорiвнює рангу матрицi.
Оскiльки елементарнi перетворення не змiнюють ранг матрицi, то можна iстотно спростити процес знаходження

рангу матрицi.
Приклад. Визначити ранг матрицi. 1 0 0 0 5

0 0 0 0 0
2 0 0 0 11

 ∼ ( 1 0 0 0 5
2 0 0 0 11

)
∼
(

1 5
2 11

)
,

∣∣∣∣ 1 5
2 11

∣∣∣∣ = 11− 10 = 1 6= 0⇒ rankA = 2.

Приклад: Визначити ранг матрицi.

 3 5 7
1 2 3
1 3 5

 ∼
 4 8 12

1 2 3
1 3 5

 ∼
 1 2 3

1 2 3
1 3 5

 ∼ ( 1 2 3
1 3 5

)
,

∣∣∣∣ 1 2
1 3

∣∣∣∣ = 3− 2 = 1 6= 0⇒ rankA = 2.

Приклад. Визначити ранг матрицi. 1 2 1 3 4
3 4 2 6 8
1 2 1 3 4

 ∼ ( 1 2 1 3 4
3 4 2 6 8

)
,

∣∣∣∣ 1 2
3 4

∣∣∣∣ = 4− 6 = −2 6= 0.⇒ rankA = 2.

Якщо за допомогою елементарних перетворень не вдається знайти матрицю, еквiвалентну вихiднiй, але меншого
розмiру, то знаходження рангу матрицi варто починати з обчислення мiнорiв найвищого можливого порядку. У ви-
щенаведеному прикладi – це мiнори порядку 3. Якщо визначник хоча б один з них не дорiвнює нулю, то ранг матрицi
дорiвнює порядку цього мiнору.

2.10.1 Теорема про базисний мiнор

Теорема.У довiльнiй матрицi А кожний стовпець (рядок) є лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв (рядкiв), у яких
розташований базисний мiнор.

Таким чином, ранг довiльної матрицi А дорiвнює максимальному числу лiнiйно незалежних рядкiв (стовпцiв) у
матрицi.

Якщо A – квадратна матриця i detA = 0, то принаймнi один зi стовпцiв – лiнiйна комбiнацiя iнших стовпцiв. Те ж
саме справедливе i для рядкiв. Дане твердження є наслiдком властивостi лiнiйної залежностi рядкiв або стовпчикiв
при визначнику рiвному нулю.

2.11 Матричний метод розв’язання систем лiнiйних рiвнянь
Матричний метод застосуємо до розв’язання систем рiвнянь, де кiлькiсть рiвнянь дорiвнює кiлькостi невiдомих.
Метод зручний для розв’язування систем невисокого порядку.
Метод заснований на застосуваннi властивостей множення матриць.
Нехай дана система рiвнянь: 

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...............................................
an1x1 + an2x2 + ...+ annxn = bn

Складемо матрицi: A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

; B =


b1
b2
...
bn

; x =


x1

x2

...
xn

.

Систему рiвнянь можна записати так:
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A · x = B.

Зробимо наступне перетворення: A−1 ·A · x = A−1 ·B, оскiльки A−1 ·A = I, то I · x = A−1 ·B,

x = A−1 ·B.

Для застосування даного методу необхiдно знаходити обернену матрицю, що може бути пов’язане з обчислюваль-
ними труднощами при розв’язаннi систем високого порядку.

Приклад. Розв’язати систему рiвнянь:  5x− y − z = 0
x+ 2y + 3z = 14
4x+ 3y + 2z = 16

x =

 x
y
z

 , B =

 0
14
16

 , A =

 5 −1 −1
1 2 3
4 3 2

 .

Знайдемо обернену матрицю A−1.

∆ = detA =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 −1
1 2 3
4 3 2

∣∣∣∣∣∣ = 5(4− 9) + 1(2− 12)− 1(3− 8) = −25− 10 + 5 = −30.

A11 =

∣∣∣∣ 2 3
3 2

∣∣∣∣ = −5; A21 = −
∣∣∣∣ −1 −1

3 2

∣∣∣∣ = −1; A31 =

∣∣∣∣ −1 −1
2 3

∣∣∣∣ = −1;

A12 = −
∣∣∣∣ 1 3

4 2

∣∣∣∣ = 10; A22 =

∣∣∣∣ 5 −1
4 2

∣∣∣∣ = 14; A32 = −
∣∣∣∣ 5 −1

1 3

∣∣∣∣ = −16;

A13 =

∣∣∣∣ 1 2
4 3

∣∣∣∣ = −5; A23 = −
∣∣∣∣ 5 −1

4 3

∣∣∣∣ = −19; A33 =

∣∣∣∣ 5 −1
1 2

∣∣∣∣ = 11;

a−1
11 =

5

30
; a−1

12 =
1

30
; a−1

13 =
1

30
;

a−1
21 = −10

30
; a−1

22 = −14

30
; a−1

23 =
16

30
;

a−1
31 =

5

30
; a−1

32 =
19

30
; a−1

33 = −11

30
;

A−1 =


1

6

1

30

1

30

−1

3
− 7

15

8

15
1

6

19

30
−11

30

;

Зробимо перевiрку:

A ·A−1 =

 5 −1 −1
1 2 3
4 3 2




5

30

1

30

1

30

−10

30
−14

30

16

30
5

30

19

30
−11

30

 =
1

30

 25 + 10− 5 5 + 14− 19 5− 16 + 11
5− 20 + 15 1− 28 + 57 1 + 32− 33
20− 30 + 10 4− 42 + 38 4 + 48− 22

 = I.

Знаходимо матрицю x.

x =

 x
y
z

 = A−1B =


1

6

1

30

1

30

−1

3
− 7

15

8

15
1

6

19

30
−11

30

 ·
 0

14
16

 =


1

6
0 +

14

30
+

16

30

−1

3
0− 98

15
+

128

15
1

6
0 +

266

30
− 176

30

 =

 1
2
3

.

Отже розв’язок системи: x = 1; y = 2; z = 3.
Незважаючи на обмеження можливостi застосування даного методу i складнiсть обчислень при бiльших значеннях

коефiцiєнтiв, а також систем високого порядку, метод може бути легко реалiзований на ЕОМ.

2.12 Метод Крамера
Даний метод також застосовується тiльки у випадку систем лiнiйних рiвнянь, де кiлькiсть змiнних збiгається iз

кiлькiстю рiвнянь. Крiм того, необхiдно ввести обмеження на коефiцiєнти системи. Необхiдно, щоб всi рiвняння були
лiнiйно незалежнi, тобто жодне рiвняння не було б лiнiйною комбiнацiєю iнших.

Для цього необхiдно, щоб визначник матрицi системи не дорiвнював 0.

detA 6= 0;

Дiйсно, якщо якесь рiвняння системи є лiнiйною комбiнацiєю iнших, то якщо до елементiв якогось рядка додати
елементи iншої, помноженi на якесь число, за допомогою лiнiйних перетворень можна одержати нульовий рядок.
Визначник у цьому випадку буде дорiвнює нулю.

Теорема. (Правило Крамера)4:
4Габрiель Крамер (Gabriel Cramer) (1704-1752) швейцарський математик
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Теорема. Система з n рiвнянь iз n невiдомими
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...............................................
an1x1 + an2x2 + ...+ annxn = bn

у випадку, якщо визначник матрицi системи не дорiвнює нулю, має єдиний розв’язок i цей розв’язок знаходиться
за формулами xi = ∆i/∆, де ∆ = detA, а ∆i – визначник матрицi, одержаної з матрицi системи замiною стовпця
i стовпцем вiльних членiв bi.

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11...a1i−1 b1 a1i+1...a1n

a21...a2i−1 b2 a2i+1...a2n

... ... ...
an1...ani−1 bn ani+1...ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Приклад.  a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

; ∆1=

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣; ∆2=

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣; ∆3=

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣;
x1 = ∆1/ detA; x2 = ∆2/ detA; x3 = ∆3/ detA;
Приклад. Знайти розв’язок системи рiвнянь: 5x− y − z = 0

x+ 2y + 3z = 14
4x+ 3y + 2z = 16

∆ =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 −1
1 2 3
4 3 2

∣∣∣∣∣∣ = 5(4− 9) + (2− 12)− (3− 8) = −25− 10 + 5 = −30;

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
0 −1 −1
14 2 3
16 3 2

∣∣∣∣∣∣ = (28− 48)− (42− 32) = −20− 10 = −30.

x1 = ∆1/∆ = 1;

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
5 0 −1
1 14 3
4 16 2

∣∣∣∣∣∣ = 5(28− 48)− (16− 56) = −100 + 40 = −60.

x2 = ∆2/∆ = 2;

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 0
1 2 14
4 3 16

∣∣∣∣∣∣ = 5(32− 42) + (16− 56) = −50− 40 = −90.

x3 = ∆3/∆ = 3.

Як видно, результат збiгається з результатом, отриманим вище матричним методом.
Якщо система однорiдна, тобто bi = 0, то при ∆ 6= 0 система має єдиний нульовий розв’язок x1 = x2 = · · · = xn = 0...
При ∆ = 0 система має нескiнченну множину розв’язкiв.
Для самостiйного розв’язання:  x+ 3y − 6z = 12

3x+ 2y + 5z = −10
2x+ 5y − 3z = 6

;

Вiдповiдь: x = 0; y = 0; z = −2.
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2.13 Розв’язання довiльних систем лiнiйних рiвнянь
Як було сказано вище, матричний метод i метод Крамера застосовнi тiльки до тих систем лiнiйних рiвнянь, у яких

кiлькiсть невiдомих дорiвнює кiлькостi рiвнянь. Далi розглянемо довiльнi системи лiнiйних рiвнянь.
Означення. Система m рiвнянь iз n невiдомими в загальному видi записується у такий спосiб:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...............................................
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

, (1)

де aij – коефiцiєнти, а bi – сталi. Розв’язками системи є n чисел, якi при пiдстановцi до системи перетворюють кожне
її рiвняння у тотожнiсть.

Означення. Якщо система має хоча б один розв’язок, то вона називається сумiсною. Якщо система не має
жодного розв’язку, то вона називається несумiсною.

Означення. Система називається визначеною, якщо вона має тiльки один розв’язок i невизначеною, якщо
бiльше одного.

Означення. Для системи лiнiйних рiвнянь матриця

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 називається матрицею системи, а матриця

A∗ =


a11 a12 ... a1n b1
a21 a22 ... a2n b2
... ... ... ... ...
am1 am2 ... amn bm

 називається розширеною матрицею системи

Означення. Якщо b1 = b2 = · · · = bm = 0, то система називається однорiдною. Однорiдна система завжди
сумiсна, оскiльки завжди має нульовий розв’язок.

2.13.1 Елементарнi перетворення систем

До елементарних перетворень належать:
1) Додавання до обох частин одного рiвняння вiдповiдних частин iншого, помножених на однакове число, не рiвне

нулю.
2) Переставлення рiвнянь мiсцями.
3) Видалення iз системи рiвнянь, що є тотожностями для всiх x.

2.13.2 Теорема Кронекера-Капеллi (умова сумiсностi системи)

Теорема Кронекера-Капеллi:5 Система сумiсна (має хоча б один розв’язок) тодi i тiльки тодi, коли ранг
матрицi системи дорiвнює рангу розширеної матрицi.

rankA = rankA∗.

Причому система має єдиний розв’язок, якщо ранг дорiвнює кiлькостi невiдомих, i нескiнченно багато розв’язкiв,
якщо ранг менше кiлькостi невiдомих.

Очевидно, що система (1) може бути записана у виглядi:

x1


a11

a21

...
am1

+ x2


a12

a22

...
am2

+ · · ·+ xn


a1n

a2n

...
amn

 =


b1
b2
...
bm


Доведення.
1) Якщо розв’язок iснує, то стовпець вiльних членiв є лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв матрицiA, а значить додавання

цього стовпця у матрицю, тобто перехiд A→ A∗ не змiнює рангу.
2) Якщо rankA = rankA∗, то це означає, що вони мають той самий базисний мiнор. Стовпець вiльних членiв –

лiнiйна комбiнацiя стовпцiв базисного мiнора, тодi виконується рiвнiсть, наведена вище.
Приклад. Перевiрити сумiснiсть лiнiйних рiвнянь: x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 1

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 + 5x5 = 2
2x1 + 11x2 + 12x3 + 25x4 + 22x5 = 4

5Леопольд Кронекер (Leopold Kronecker) (1823-1891) нiмецький математик
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A =

 1 3 5 7 9
1 −2 3 −4 5
2 11 12 25 22

 ∼
 1 3 5 7 9

0 −5 −2 −11 −4
0 5 2 11 4


∼

 1 3 5 7 9
0 −5 −2 −11 −4
0 0 0 0 0

 .

rankA = 2.

A∗ =

 1 3 5 7 9 1
1 −2 3 −4 5 2
2 11 12 25 22 4

 ∼
 1 3 5 7 9 1

0 −5 −2 −11 −4 1
0 5 2 11 4 2

 ∼
 1 3 5 7 9 1

0 −5 −2 −11 −4 1
0 0 0 0 0 3

 ; rankA∗ = 3.

Система несумiсна.
Приклад. Перевiрити сумiснiсть лiнiйних рiвнянь.

x1 − 4x2 = −1
3x1 + 2x2 = 4
7x1 + 10x2 = 12
5x1 + 6x2 = 8
3x1 − 16x2 = −5

A =


1 −4
3 2
7 10
5 6
3 −16

;
∣∣∣∣ 1 −4

3 2

∣∣∣∣ = 2 + 12 = 14 6= 0; rankA = 2;

A∗ =


1 −4 −1
3 2 4
7 10 12
5 6 8
3 −16 −5

 ∼


1 −4 −1
0 14 7
0 38 19
0 26 13
0 −4 −2

 ∼


1 −4 −1
0 2 1
0 2 1
0 2 1
0 2 1

 ∼
(

1 −4 −1
0 2 1

)

∣∣∣∣ 1 −4
0 2

∣∣∣∣ = 2 6= 0. rankA∗ = 2.

Система сумiсна. Розв’язок: x1 = 1; x2 = 1/2.

2.14 Метод Гауса
На вiдмiну вiд матричного методу i метода Крамера, метод Гауса6 може бути застосований до систем лiнiйних

рiвнянь iз довiльною кiлькiстю рiвнянь i невiдомих. Суть методу полягає в послiдовному виключеннi невiдомих.
Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...............................................
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

Роздiлимо обидвi частини 1-го рiвняння на a11 6= 0, потiм:
1) помножимо на a21 i вiднiмемо iз другого рiвняння
2) помножимо на a31 i вiднiмемо iз третього рiвняння
тощо.
Одержимо: 

x1 + d12x2 + ...+ d1nxn = d1

d22x2 + d23x3 + ...+ d2nxn = d2

..............................................
dm2x2 + dm3 + ...+ dmnxn = dm

, де d1j = a1j/a11, j = 2, 3, . . . , n+ 1...

dij = aij − ai1d1j , i = 2, 3, . . . , n; j = 2, 3, . . . , n+ 1...
Далi повторюємо цю ж дiї для другого рiвняння системи, потiм – для третього тощо. Це прямий хiд методу Гауса.
Далi, останнє з рiвнянь системи пiсля завершення прямого ходу методу Гауса мiститиме лише одну невiдому.

Визначивши її i пiдставивши отримане значення до усiх iнших рiвнянь системи, зможемо визначити з передостаннього
рiвняння ще одну невiдому. Далi повторюємо дiю для усiх iнших рiвнянь системи i отримуємо остаточний розв’язок.
Це зворотний хiд методу Гауса.

Приклад. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь методом Гауса. 2x1 + x2 − x3 = 5
x1 − 2x2 + 3x3 = −3
7x1 + x2 − x3 = 10

6Карл Фрiдрiх Гаус (Johann Carl Friedrich Gauß) (1777–1855) нiмецький математик
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Складемо розширену матрицю системи.

A∗ =

 2 1 −1 5
1 −2 3 −3
7 1 −1 10

 ∼
 1 −2 3 −3

2 1 −1 5
7 1 −1 10

 ∼
 1 −2 3 −3

0 5 −7 11
0 15 −22 31

 ∼
 1 −2 3 −3

0 5 −7 11
0 0 −1 −2


Таким чином, вихiдна система може бути представлена у виглядi: x1 − 2x2 + 3x3 = −3

5x2 − 7x3 = 11
−x3 = −2

Далi, виконуємо зворотний хiд: 1 −2 3 −3
0 5 −7 11
0 0 −1 −2

 ∼
 1 −2 0 −9

0 5 0 25
0 0 −1 −2

 ∼
 1 0 0 1

0 1 0 5
0 0 1 2


Звiдки одержуємо: x1 = 1; x2 = 5; x3 = 2.
Приклад. Розв’язати систему методом Гауса. 5x− y − z = 0

x+ 2y + 3z = 14
4x+ 3y + 2z = 16

Складемо розширену матрицю системи. 5 −1 −1 0
1 2 3 14
4 3 2 16

 ∼
 1 2 3 14

4 3 2 16
5 −1 −1 0

 ∼
 1 2 3 14

0 −5 −10 −40
0 −11 −16 −70

 ∼
 1 2 3 14

0 −5 −10 −40
0 0 6 18


Таким чином, вихiдна система може бути представлена у виглядi: x+ 2y + 3z = 14

−5y − 10z = 40
6z = 18

, звiдки одержуємо: z = 3; y = 2;x = 1.

Отримана вiдповiдь збiгається з вiдповiддю, отриманою для даної системи методом Крамера i матричним методом.
Для самостiйного розв’язання:

x1 + x2 − x3 + x4 = 4
2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 1
x1 − x3 + 2x4 = 6
3x1 − x2 + x3 − x4 = 0

Вiдповiдь: {1, 2, 3, 4}.

2.15 Фундаментальна система розв’язкiв
Розглянемо однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = 0
...............................................
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = 0

З теореми Кронекера-Капеллi очевидно, що система однорiдних лiнiйних рiвнянь завжди сумiсна. Вона має або
єдиний розв’язок (нульовий або тривiальний), або безлiч розв’язкiв.

Справдi, для систем такого типу завжди rankA = rankA∗. Очевидно, що система однорiдних рiвнянь завжди має
тривiальний розв’язок (0, 0, . . . , 0). При цьому вiдповiдно до загальної теорiї:

1. якщо rankA = n, то система має єдиний (тривiальний) розв’язок.

2. якщо rankA < n, то система має безлiч розв’язкiв.

Зрозумiло, що необхiдною i достатньою умовою iснування нетривiальних розв’язкiв системи n лiнiйних рiвнянь з
n невiдомими є рiвнiсть нулю визначника ∆ цiєї системи.

Дiйсно, якщо ∆ = 0, то rankA < n, i iснують нетривiальнi розв’язки системи, то це означає, що D = 0, оскiльки
для D 6= 0 iснує лише один тривiальний розв’язок.

Означення.Фундаментальною системою розв’язкiв системи однорiдних лiнiйних рiвнянь називається така лiнiйно
незалежна сукупнiсть її розв’язкiв, для якої усякий розв’язок даної системи є якоюсь лiнiйною комбiнацiєю розв’язкiв
з цiєї сукупностi.

Виникає питання про iснування фундаментальної системи розв’язкiв для довiльної системи однорiдних лiнiйних
рiвнянь. Вiдповiдь на нього дає така теорема.

Теорема: Для довiльної системи однорiдних лiнiйних рiвнянь з рангом rankA < n iснує фундаментальна система
розв’язкiв. Кiлькiсть розв’язкiв цiєї системи дорiвнює n− rankA.

Якщо базисний мiнор матрицi A може бути побудований на коефiцiєнтах до певної групи невiдомих, то цi невiдомi
називаються базисними. Решта невiдомих називаються вiльними.
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Надаючи вiльним невiдомим сталих ненульових (наприклад одиничних) значень можна за допомогою методiв
розв’язування неоднорiдних систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь знайти усi базиснi невiдомi. Використовуючи за-
мiсть вiльних невiдомих довiльнi сталi можемо знайти лiнiйно незалежну систему з n − rankA розв’язкiв. Можна
довести, що така система утворює фундаментальну систему розв’язкiв.

Приклад: Знайти фундаментальну систему розв’язкiв такої системи:
2x1 − 5x2 + 3x3 + 2x4 = 0
6x1 − 3x2 − x3 − 4x4 = 0
2x1 + x2 − 2x3 − 3x4 = 0
4x1 − 4x2 + x3 − x4 = 0

Складемо матрицю системи i виконаємо елементарнi перетворення з метою зведення матрицi до верхньої трапеце-
подiбної: 

2 −5 3 2
6 −3 −1 −4
2 1 −2 −3
4 −4 1 −1

 ∼


2 −5 3 2
0 12 −10 −10
0 6 −5 −5
0 6 −5 −5

 ∼


2 −5 3 2
0 6 −5 −5
0 0 0 0
0 0 0 0


Очевидно, rankA = 2, отже кiлькiсть базисних невiдомих – 2 i кiлькiсть вiльних невiдомих 4− rankA = 4− 2 = 2.

Оскiльки визначник мiнора, отриманого викреслюванням двох останнiх рядкiв i стовпчикiв не дорiвнює нулевi, його
можна вважати базисним, а невiдомi x1 та x2 базисними. Тодi невiдомi x3 та x4 будуть вiльними. Позначимо x3 = C1,
x4 = C2. Маємо: {

2x1 − 5x2 + 3C1 + 2C2 = 0
6x2 − 5C1 − 5C2 = 0

З другого рiвняння системи визначаємо x2 i пiдставляємо отримане значення до першого рiвняння з метою визна-
чення x1.

6x2 = 5C1 + 5C2;⇒ x2 =
5

6
C1 +

5

6
C2;

2x1 − 5 · 5

6
C1 − 5 · 5

6
C2 + 3C1 + 2C2 = 0;⇒ 2x1 −

7

6
C1 −

13

6
C2 = 0;⇒ x1 =

7

12
C1 +

13

12
C2.

Запишемо отриманий розв’язок у стовпчик:
x1

x2

x3

x4

 =


7
12C1 + 13

12C2
5
6C1 + 5

6C2

C1

C2

 = C1


7
12
5
6
1
0

+ C2


13
12
5
6
0
1


Записанi нами два стовпчики значень у дужках останньої рiвностi i є, згiдно з вищевикладеними мiркуваннями,

фундаментальною системою розв’язкiв системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

2.15.1 Представлення загального розв’язку неоднорiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Нехай маємо систему лiнiйних неоднорiдних алгебраїчних рiвнянь загального вигляду:
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...............................................
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

Можна довести, що розв’язок такої системи (через лiнiйнiсть) є сумою загального розв’язку однорiдної системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (цей розв’язок представляється через фундаментальну систему розв’язкiв) i довiльного
частинного розв’язку неоднорiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Частинний розв’язок неоднорiдної системи можна отримати пiдставлянням до неї замiсть вiльних невiдомих до-
вiльних ненульових значень.

2.16 Лiнiйний (векторний) простiр
Як вiдомо, лiнiйнi операцiї (додавання, вiднiмання, множення на число) визначенi по-своєму для кожної множини

(числа, многочлени, направленi вiдрiзки, матрицi). Самi операцiї рiзнi, але їхнi властивостi однаковi.
Ця спiльнiсть властивостей дозволяє узагальнити поняття лiнiйних операцiй для будь-яких множин поза залежнi-

стю вiд того, що це за множини (числа, матрицi тощо).
Для того, щоб дати визначення лiнiйного (векторного) простору розглянемо деяку множину L дiйсних елементiв,

для яких визначенi операцiї додавання i множення на число.
Цi операцiї мають такi властивостi:
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1. Комутативнiсть −→x+−→y = −→y +−→x

2. Асоцiативнiсть (−→x +−→y ) + −→z = −→x+ (−→y +−→z )

3. Iснує такий нульовий вектор
−→
O , що

−→
O +−→x = −→x для ∀−→x ∈ L

4. Для ∀−→x ∈ L iснує вектор −→y = −−→x , такий, що −→x +−→y =
−→
O

5. 1 · −→x = −→x

6. α(β−→x ) = (αβ)−→x

7. Розподiльний закон (α+ β)−→x = α−→x + β−→x

8. α(−→x +−→y ) = α−→x + α−→y

Означення:Множина L називається лiнiйним (векторним) простором, а його елементи називаються векторами.
Важливо не плутати поняття вектора, наведене вище з поняттям вектора як направленого вiдрiзка на площинi

або у просторi. Направленi вiдрiзки є всього лише частинним випадком елементiв лiнiйного (векторного) простору.
Лiнiйний (векторний) простiр – поняття ширше. Прикладами таких просторiв можуть слугувати множина дiйсних
чисел, множина векторiв на площинi i у просторi, матрицi тощо.

Якщо операцiї додавання i множення на число визначенi для дiйсних елементiв, то лiнiйний (векторний) простiр
є дiйсним простором, якщо для комплексних елементiв – комплексним простором.

2.16.1 Властивостi лiнiйних просторiв

1. У кожному лiнiйному просторi iснує тiльки один нульовий елемент.

2. Для кожного елемента iснує тiльки один протилежний елемент.

3. Для кожного −→x ∈ L виконується 0 · −→x = 0

4. Для кожного α ∈ R i
−→
O ∈ L виконується α ·

−→
O =

−→
O

5. Якщо α · −→x =
−→
O , то α = 0 або −→x =

−→
O

6. (−1)−→x = −−→x

2.16.2 Лiнiйнi перетворення

Означення: Будемо вважати, що в лiнiйному просторi L задане деяке перетворення A, якщо будь-якому елементу
−→x ∈ L за деяким правилом ставиться у вiдповiднiсть елемент A−→x ∈ L.

Означення: Перетворення A називається лiнiйним, якщо для будь-яких векторiв −→x ∈ L i −→y ∈ L i кожного α
виконується

A(−→x +−→y ) = A−→x +A−→y

A(α−→x ) = αA−→x

Означення: Лiнiйне перетворення називається тотожним, якщо воно перетворює елемент лiнiйного простору
сам у себе.

I−→x = −→x

Приклад. Чи є A лiнiйним перетворенням. A−→x = −→x +−→x0; −→x0 6= 0.
Запишемо перетворення A для якогось елемента −→y . A−→y = −→y + −→x0. Перевiримо, чи виконується правило операцiї

додавання для цього перетворення A(−→x +−→y ) = −→y +−→x +−→x0; A(−→x ) +A(−→y ) = −→x +−→x0 +−→y +−→x0, що виконується, лише
якщо −→x0 = 0, тобто дане перетворення A нелiнiйне.

Означення: Якщо у просторi L є вектори лiнiйного перетворення −→a1,
−→a2, ...,

−→an, то iнший вектор
−→
b = α−→a1 + β−→a2 +

...+ λ−→an є лiнiйною комбiнацiєю векторiв −→ai .
Означення: Якщо α−→a1 + β−→a2 + ...+ λ−→an = 0 тiльки при α = β = . . .= λ = 0, то вектори −→ai називаються лiнiйно

незалежними.
Означення: Якщо в лiнiйному просторi L є n лiнiйно незалежних векторiв, але будь-якi n + 1 векторiв лiнiйно

залежнi, то простiр L називається n-вимiрним, а сукупнiсть лiнiйно незалежних векторiв називається базисом
лiнiйного простору L.

Наслiдок: Будь-який вектор лiнiйного простору може бути представлений у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв
базису.
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2.16.3 Матрицi лiнiйних перетворень

Нехай в n-вимiрному лiнiйному просторi з базисом −→e1 ,−→e2 ,. . . ,−→en задано лiнiйне перетворення A. Тодi вектори A−→e1 ,
A−→e2 ,. . . , A−→en – також вектори цього простору i їх можна представити у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв базису:

A−→e1 = a11
−→e1 + a12

−→e2 + · · ·+ a1n
−→en

A−→e2 = a21
−→e1 + a22

−→e2 + · · ·+ an2
−→en

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A−→en = an1
−→e1 + an2

−→e2 + · · ·+ ann
−→en

Тодi матриця A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 називається матрицею лiнiйного перетворення A.

Якщо у просторi L взяти вектор −→x = x1
−→e1 + x2

−→e2 + · · ·+ xn
−→en, то A−→x ∈ L.

A−→x = x′1
−→e1 + x′2

−→e2 + ...+ x′n
−→en, де

x′1 = a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn

x′2 = a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x′n = an1x1 + an2x2 + ...+ annxn

Цi рiвностi можна назвати лiнiйним перетворенням у базисi −→e1 ,−→e2 ,. . . ,−→en... У матричному виглядi:

−→x = (−→e1 ,
−→e2 , ...,

−→en) ·


x1

x2

...
xn

, A ·


x1

x2

...
xn

 =


x′1
x′2
...
x′n

, A · −→x =
−→
x′

Приклад. Знайти матрицю лiнiйного перетворення, заданого у виглядi:

x′ = x+ y
y′ = y + z
z′ = z + x

x′ = 1 · x+ 1 · y + 0 · z
y′ = 0 · x+ 1 · y + 1 · z
z′ = 1 · x+ 0 · y + 1 · z

A =

 1 1 0
0 1 1
1 0 1


На практицi дiї над лiнiйними перетвореннями зводяться до дiй над їхнiми матрицями.
Означення: Якщо вектор −→x переводиться у вектор −→y лiнiйним перетворенням з матрицею A, а вектор −→y у

вектор −→z лiнiйним перетворенням з матрицею B, то послiдовне застосування цих перетворень рiвносильне лiнiйному
перетворенню, що переводить вектор −→x у вектор −→z (воно називається добутком складових перетворень).

C = B ·A

Приклад. Задано лiнiйне перетворення A, що переводить вектор −→x у вектор −→y i лiнiйне перетворення B, що
переводить вектор −→y у вектор −→z . Знайти матрицю лiнiйного перетворення, що переводить вектор −→x у вектор −→z . y1 = 2x1 − x2 + 5x3

y2 = x1 + 4x2 − x3

y3 = 3x1 − 5x2 + 2x3

 z1 = y1 + 4y2 + 3y3

z2 = 5y1 − y2 − y3

z3 = 3y1 + 6y2 + 7y3

x
A−→ y

B−→ z

x
C−→ z

C = B ·A

A =

 2 −1 5
1 4 −1
3 −5 2

 B =

 1 4 3
5 −1 −1
3 6 7


C =

 2 + 4 + 9 −1 + 16− 15 5− 4 + 6
10− 1− 3 −5− 4 + 5 25 + 1− 2
6 + 6 + 21 −3 + 24− 35 15− 6 + 14

 =

 15 0 7
6 −4 24
33 −14 23

 .
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Тобто

 z1 = 15x1 + 7x3

z2 = 6x1 − 4x2 + 24x3

z3 = 33x1 − 14x2 + 23x3

Примiтка: Якщо A = 0, то перетворення вироджене, тобто, наприклад, площина перетвориться не у цiлу площину,
а в пряму.

2.16.4 Власнi значення i власнi вектори лiнiйного перетворення

Означення: Нехай L – заданий n-вимiрний лiнiйний простiр. Ненульовий вектор −→v ∈ L називається власним
вектором лiнiйного перетворення A, якщо iснує таке число λ, що виконується рiвнiсть:

A−→v = λ−→v .

При цьому число λ називається власним значенням (характеристичним числом) лiнiйного перетворення A,
що вiдповiдає вектору −→v .

Означення: Якщо лiнiйне перетворення A в деякому базисi −→e1 ,
−→e2 , . . . ,

−→en має матрицю

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 ,

то власнi значення лiнiйного перетворення A можна знайти як корiнь λ1, λ2, . . . , λn рiвняння:∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 ... a1n

a21 a22 − λ ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Це рiвняння називається характеристичним рiвнянням, а його лiва частина – характеристичним много-
членом лiнiйного перетворення A.

Слiд зазначити, що характеристичний многочлен лiнiйного перетворення не залежить вiд вибору базису.
Розглянемо окремий випадок.

Нехай A – деяке лiнiйне перетворення площини, матриця якого дорiвнює
(
a11 a12

a21 a22

)
. Тодi перетворення A може

бути задане формулами: (
a11 a12

a21 a22

)(
x1

x2

)
=

(
x′1
x′2

)
;

{
x′1 = a11x1 + a12x2

x′2 = a21x1 + a22x2

у деякому базисi −→e1 ,
−→e2 .

Якщо перетворення A має власний вектор iз власним значенням λ, то A−→v = λ−→v .{
x′1 = λx1 = a11x1 + a12x2

x′2 = λx2 = a21x1 + a22x2
або

{
(a11 − λ)x1 + a12x2 = 0
a21x1 + (a22 − λ)x2 = 0

Оскiльки власний вектор −→x ненульовий, то x1 i x2 не дорiвнюють нулю одночасно. Оскiльки дана система однорi-
дна, то для того, щоб вона мала нетривiальний розв’язок, визначник системи повинен дорiвнювати нулю. У протиле-
жному випадку за правилом Крамера система має єдиний розв’язок – нульовий, що неможливо.

∆ =

∣∣∣∣ a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = (a11 − λ)(a22 − λ)− a12a21 = λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a12a21)

Отримане рiвняння є характеристичним рiвнянням лiнiйного перетворення A.
Таким чином, можна знайти власний вектор −→v (x1, x2) лiнiйного перетворення A iз власним значенням λ, де λ –

корiнь характеристичного рiвняння, а x1 i x2 – корiнь системи рiвнянь при пiдстановцi у неї значення λ.
Зрозумiло, що якщо характеристичне рiвняння не має дiйсних коренiв, то лiнiйне перетворення A не має власних

векторiв.
Слiд зазначити, що якщо −→x – власний вектор перетворення A, то i будь-який вектор колiнеарний йому – теж

власний з тим же самим власним значенням λ.
Дiйсно, A(k−→x ) = kA−→x = kλ−→x = λ(k−→x ). Якщо врахувати, що вектори мають один початок, то цi вектори утворять

так званий власний напрямок або власну пряму.
Оскiльки характеристичне рiвняння може мати два рiзних дiйсних коренi λ1 i λ2, то у цьому випадку при пiд-

становцi їх у систему рiвнянь одержимо нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв. (Оскiльки рiвняння лiнiйно залежнi). Ця
множина розв’язкiв визначає двi власнi прямi.

Якщо характеристичне рiвняння має два рiвних коренi λ1 = λ2 = λ, то або є лише одна власна пряма, або

при пiдстановцi в систему вона перетворюється у систему виду:
{

0 · x1 + 0 · x2 = 0
0 · x1 + 0 · x2 = 0

. Ця система задовольняється

будь-якими значеннями x1 i x2. Тодi всi вектори будуть власними, i таке перетворення називається перетворенням
подiбностi.
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Приклад. Знайти характеристичнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення з матрицею A =

(
5 4
2 3

)
.

Запишемо лiнiйне перетворення у виглядi: x′1 = λx1 = 5x1 + 4x2

x′2 = λx2 = 2x1 + 3x2

Складемо характеристичне рiвняння:∣∣∣∣ 5− λ 4
2 3− λ

∣∣∣∣ = (5− λ)(3− λ)− 8 = 15− 3λ− 5λ+ λ2 − 8 = 0

λ2 − 8λ+ 7 = 0;

Коренi характеристичного рiвняння: λ1 = 7; λ2 = 1;

Для кореня λ1 = 7:
{

(5− 7)x1 + 4x2 = 0
2x1 + (3− 7)x2 = 0

{
−2x1 + 4x2 = 0
2x1 − 4x2 = 0

Iз системи виходить залежнiсть: x1 − 2x2 = 0. Власнi вектори для першого кореня характеристичного рiвняння
мають координати: (t; 0, 5t), де t – параметр.

Для кореня λ2 = 1:
{

(5− 1)x1 + 4x2 = 0
2x1 + (3− 1)x2 = 0

{
4x1 + 4x2 = 0
2x1 + 2x2 = 0

Iз системи виходить залежнiсть: x1 + x2 = 0. Власнi вектори для другого кореня характеристичного рiвняння
мають координати: (t;−t), де t – параметр.

Отриманi власнi вектори можна записати у виглядi:

−→u1 = t(−→e1 + 0, 5−→e2); −→u2 = t(−→e1 −−→e2).

Приклад. Знайти характеристичнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення з матрицею A =

(
6 −4
4 −2

)
.

Запишемо лiнiйне перетворення у виглядi: x′1 = λx1 = 6x1 − 4x2

x′2 = λx2 = 4x1 − 2x2{
(6− λ)x1 − 4x2 = 0
4x1 − (2 + λ)x2 = 0

Складемо характеристичне рiвняння:∣∣∣∣ 6− λ −4
4 −2− λ

∣∣∣∣ = −(6− λ)(2 + λ) + 16 = −12− 6λ+ 2λ+ λ2 + 16 = 0

λ2 − 4λ+ 4 = 0;

Корiнь характеристичного рiвняння: λ1 = λ2 = 2;

Одержуємо:
{

(6− 2)x1 − 4x2 = 0
4x1 − 4x2 = 0

Iз системи виходить залежнiсть: x1 − x2 = 0. Власнi вектори для першого кореня характеристичного рiвняння
мають координати: (t; t), де t – параметр.

Власний вектор можна записати: ~u = (−→e1 +−→e2)t.
Розглянемо iнший окремий випадок. Якщо −→v – власний вектор лiнiйного перетворення A, заданого у тривимiрному

лiнiйному просторi, а x1, x2, x3 – компоненти цього вектора в деякому базисi −→e1 ,
−→e2 ,
−→e3 , то

x′1 = λx1; x′2 = λx2; x′3 = λx3,

де λ – власне значення (характеристичне число) перетворення A.
Якщо матриця лiнiйного перетворення A має вигляд:

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, то

 λx1 = a11x1 + a12x2 + a13x3

λx2 = a21x1 + a22x2 + a23x3

λx3 = a31x1 + a32x2 + a33x3

Характеристичне рiвняння:

∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13

a21 a22 − λ a23

a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

Розкривши визначник, одержимо кубiчне рiвняння вiдносно λ. Будь-яке кубiчне рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами
має або один, або три дiйсних коренi.

Тодi будь-яке лiнiйне перетворення у тривимiрному просторi має власнi вектори.
Приклад. Знайти характеристичнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення A, матриця лiнiйного перетворе-

ння A =

 1 1 3
1 5 1
3 1 1

.

Складемо характеристичне рiвняння:
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 x′1 = λx1 = 1 · x1 + 1 · x2 + 3 · x3

x′2 = λx2 = 1 · x1 + 5 · x2 + 1 · x3

x′3 = λx3 = 3 · x1 + 1 · x2 + 1 · x3∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 3

1 5− λ 1
3 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

(1− λ) ((5− λ) (1− λ)− 1)− (1− λ− 3) + 3 (1− 15 + 3λ) = 0

(1− λ)
(
5− 5λ− λ+ λ2 − 1

)
+ 2 + λ− 42 + 9λ = 0

(1− λ)
(
4− 6λ+ λ2

)
+ 10λ− 40 = 0

4− 6λ+ λ2 − 4λ+ 6λ2 − λ3 + 10λ− 40 = 0

−λ3 + 7λ2 − 36 = 0

−λ3 + 9λ2 − 2λ2 − 36 = 0

−λ2 (λ+ 2) + 9
(
λ2 − 4

)
= 0

(λ+ 2)
(
−λ2 + 9λ− 18

)
= 0

Власнi значення: λ1 = −2; λ2 = 3; λ3 = 6;

1) Для λ1 = −2:

 3x1 + x2 + 3x3 = 0
x1 + 7x2 + x3 = 0
3x1 + x2 + 3x3 = 0

{
x1 + 7x2 + x3 = 0
3x1 + x2 + 3x3 = 0

Маємо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь, у якiй двi базиснi невiдомi i одна вiльна.

Якщо прийняти x1 = C, то
{

7x2 + x3 = −C
x2 + 3x3 = −3C

⇒ x2 = 0; x3 = −C;

Власнi вектори: −→v1 =

 1
0
−1

C.

2) Для λ2 = 3:

 −2x1 + x2 + 3x3 = 0
x1 + 2x2 + x3 = 0
3x1 + x2 − 2x3 = 0

{
x1 + 2x2 + x3 = 0
3x1 + x2 − 2x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то
{

2x2 + x3 = −C
x2 − 2x3 = −3C

⇒ x2 = −C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v2 =

 1
−1
1

C.

3) Для λ3 = 6:

 −5x1 + x2 + 3x3 = 0
x1 − x2 + x3 = 0
3x1 + x2 − 5x3 = 0

{
x1 − x2 + x3 = 0
3x1 + x2 − 5x3 = 0

Якщо прийняти x1 = C, то
{
−x2 + x3 = −C
x2 − 5x3 = −3C

⇒ x2 = 2C; x3 = C.

Власнi вектори: −→v3 =

 1
2
1

C.

Власнi вектори операторiв, заданих симетричними матрицями
Якщо матриця симетрична, власнi вектори є перпендикулярними. Зокрема, перпендикулярними є власнi вектори

для матриць, якi складено iз нормальних i дотичних напружень або моментiв iнерцiї.
Приклад. Знайти характеристичнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення A, матриця лiнiйного перетворе-

ння A =

 −3 −2 −4
2 1 2
1 1 2

.

Складемо характеристичне рiвняння: ∣∣∣∣∣∣
−3− λ −2 −4

2 1− λ 2
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

− (3 + λ) ((1− λ) (2− λ)− 2) + (4− 2λ− 2)− 4 (2− 1 + λ) = 0

− (3 + λ)
(
2− λ− 2λ+ λ2 − 2

)
+ 2 (2− 2λ)− 4 (1 + λ) = 0

− (3 + λ)
(
λ2 − 3λ

)
+ 4− 4λ− 4− 4λ = 0

−3λ2 + 9λ− λ3 + 3λ2 − 8λ = 0
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−λ3 + λ = 0

λ1 = 0;λ2 = 1;λ3 = −1;

Для λ1 = 0:

 −3x1 − 2x2 − 4x3 = 0
2x1 + x2 + 2x3 = 0
x1 + x2 + 2x3 = 0

{
2x1 + x2 = −2x3

x1 + x2 = −2x3

Якщо прийняти x3 = 1, одержуємо x1 = 0, x2 = −2
Власнi вектори −→u1 = (0 · −→e1 − 2 · −→e2 + 1 · −→e3) · t, де t – параметр.
Для самостiйного розв’язання: Аналогiчно знайти −→u2 i −→u3 для λ2 i λ3.

3 Аналiтична геометрiя

3.1 Елементи векторної алгебри
Означення. Вектором називається прямолiнiйний вiдрiзок (упорядкована пара точок). До векторiв належить

також i нульовий вектор, початок i кiнець якого збiгаються.
Означення. Довжиною (модулем) вектора називається вiдстань мiж початком i кiнцем вектора.∣∣∣−−→AB∣∣∣ = |−→a |

Означення. Вектори називаються колiнеарними, якщо вони розташованi на однiй або паралельних прямих. Ну-
льовий вектор колiнеарний до будь-якого вектора.

Означення. Вектори називаються компланарними, якщо iснує площина, якiй вони паралельнi.
Колiнеарнi вектори завжди компланарнi, але не всi компланарнi вектори колiнеарнi.
Означення. Вектори називаються рiвними, якщо вони колiнеарнi, однаково спрямованi i мають однаковi модулi.
Усякi вектори можна привести до спiльного початку, тобто побудувати вектори, вiдповiдно рiвнi даним, що мають

загальний початок. З означення рiвностi векторiв слiдує, що будь-який вектор має нескiнченно багато векторiв, рiвних
йому.

Означення. Лiнiйними операцiями над векторами називається додавання i множення на число.
Сумою векторiв є вектор – ~c = ~a+~b

Добуток – ~b = α ~a;
∣∣∣−→b ∣∣∣ = α |−→a |, при цьому ~a колiнеарний до ~b.

Вектор ~a спiвнаправлений з вектором ~b (~a ↑↑ ~b), якщо α > 0.
Вектор ~a протилежно спрямований до вектора ~b (~a ↑↓ ~b), якщо α < 0.

3.2 Властивостi векторiв

1. ~a+~b = ~b+ ~a – комутативнiсть.

2. ~a+ (~b+ ~c) = (~a+~b) + ~c

3. ~a+~0 = ~a

4. ~a+ (−1)~a = ~0

5. (α · β)~a = α(β~a) – асоцiативнiсть

6. (α+ β)~a = α~a+ β~a – дистрибутивнiсть

7. α(~a+~b) = α~a+ α~b

8. 1 · ~a = ~a.

Означення.
1) Базисом у просторi називаються будь-якi 3 некомпланарнi вектори, узятi в певному порядку.
2) Базисом на площинi називаються будь-якi 2 неколiнеарнi вектори, узятi в певному порядку.
3) Базисом на прямiй називається будь-який ненульовий вектор.
Означення. Якщо −→e1 ,

−→e2 ,
−→e3 – базис у просторi i −→a = α−→e1 + β −→e2 + γ −→e3 , то числа α, β i γ – називаються

компонентами або координатами вектора ~a у цьому базисi.
У зв’язку iз цим можна записати наступнi властивостi:

1. рiвнi вектори мають однаковi координати,

2. при множеннi вектора на число його координати теж множаться на це число,

3. λ−→a = λ(α−→e1 + β −→e2 + γ −→e3)= (λα)−→e1 + (λβ) −→e2 + (λγ) −→e3 .

4. при додаваннi векторiв складаються їхнi вiдповiднi компоненти.

−→a = α1
−→e1 + α2

−→e2 + α3
−→e3 ;
−→
b = β1

−→e1 + β2
−→e2 + β3

−→e3 ;

~a+~b = (α1 + β1)−→e1 + (α2 + β2)−→e2 + (α3 + β3)−→e3 .
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3.3 Лiнiйна залежнiсть векторiв
Означення. Вектори −→a1, ...,

−→an називаються лiнiйно залежними, якщо iснує така лiнiйна комбiнацiя α1
−→a1+α2

−→a2+
...+ αn

−→an = 0, при не рiвних нулю одночасно αi , тобто α2
1 + α2

2 + ...+ α2
n 6= 0.

Якщо ж тiльки при αi = 0 виконуєтьсяα1
−→a1 +α2

−→a2 + ...+αn
−→an = 0, то вектори називаються лiнiйно незалежними.

Властивiсть 1. Якщо серед векторiв −→ai є нульовий вектор, то цi вектори лiнiйно залежнi.
Властивiсть 2. Якщо до системи лiнiйно залежних векторiв додати один або кiлька векторiв, то отримана система

теж буде лiнiйно залежна.
Властивiсть 3. Система векторiв лiнiйно залежна тодi i тiльки тодi, коли один з векторiв розкладається в лiнiйну

комбiнацiю iнших векторiв.
Властивiсть 4. Будь-якi 2 колiнеарнi вектори лiнiйно залежнi й, навпаки, будь-якi 2 лiнiйно залежнi вектори

колiнеарнi.
Властивiсть 5. Будь-якi 3 компланарних вектори лiнiйно залежнi й, навпаки, будь-якi 3 лiнiйно залежнi вектори

компланарнi.
Властивiсть 6. Будь-якi 4 вектори лiнiйно залежнi.

3.4 Система координат
Для визначення положення довiльної точки можуть використовуватися рiзнi системи координат. Положення до-

вiльної точки в якiйсь системi координат повинне однозначно визначатися. Поняття системи координат являє собою
сукупнiсть точки початку вiдлiку (початку координат) i деякого базису. Як на площинi, так i у просторi можли-
ве завдання найрiзноманiтнiших систем координат. Вибiр системи координат залежить вiд характеру поставленої
геометричної, фiзичної або технiчної задачi. Розглянемо деякi найбiльше часто застосовуванi на практицi системи
координат.

3.4.1 Декартова система координат

Зафiксуємо у просторi точку O i розглянемо довiльну точку M .
Вектор

−−→
OM назвемо радiус-вектором точки M . Якщо у просторi задати деякий базис, то точцi M можна зiставити

деяку трiйку чисел – компонента її радiус-вектора.
Означення. Декартовою системою координат у просторi називається сукупнiсть точки i базису. Точка нази-

вається початком координат. Прямi, що проходять через початок координат називаються осями координат.
1-а вiсь – вiсь абсцис
2-а вiсь – вiсь ординат
3-я вiсь – вiсь аплiкат
Щоб знайти компоненти вектора потрiбно з координат його кiнця вiдняти координати початку.
Якщо заданi точки A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), то

−−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

Означення. Базис називається ортонормованим, якщо його вектори попарно ортогональнi i дорiвнюють оди-
ницi.

Означення. Декартова система координат, базис якої ортонормований називається декартовою прямокутною
системою координат.

Будемо позначати елементи (орти) ортонормованого базису ~i, ~j та ~k.
Приклад. Дано вектори ~a = (1; 2; 3), ~b = (−1; 0; 3), ~c = (2; 1;−1) i

−→
d = (3; 2; 2) у деякому базисi. Показати, що

вектори ~a, ~b i ~c утворюють базис i знайти координати вектора
−→
d у цьому базисi.

Вектори утворять базис, якщо вони лiнiйно незалежнi, iнакше кажучи, якщо рiвняння, що входять у систему: α− β + 2γ = 0
2α+ 0 · β + γ = 0
3α+ 3β − γ = 0

лiнiйно незалежнi.

Тодi
−→
d = α−→a + β

−→
b + γ−→c .

Ця умова виконується, якщо визначник матрицi системи вiдмiнний вiд нуля.∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
2 0 1
3 3 −1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
2 0 1
3 3 −1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 0 1
1 −1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 2 1
3 −1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣ 2 0
3 3

∣∣∣∣ = −3 + (−2− 3) + 12 = 4 6= 0

 αa1 + βb1 + γc1 = d1

αa2 + βb2 + γc2 = d2

αa3 + βb3 + γc3 = d3

. Для розв’язання цiєї системи скористаємося методом Крамера.

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1
d2 b2 c2
d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 2
2 0 1
2 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣ 0 1
3 −1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 2 1
2 −1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣ 2 0
2 3

∣∣∣∣ = 3(−3) + (−2− 2) + 12 = −1.
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α =
∆1

∆
= −1

4
;

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1
a2 d2 c2
a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 3 2
2 2 1
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = (−2− 2)− 3(−2− 3) + 2(4− 6) = −4 + 15− 4 = 7;

β =
∆2

∆
=

7

4
;

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
2 0 2
3 3 2

∣∣∣∣∣∣ = −6 + (4− 6) + 18 = 10;

γ =
∆3

∆
=

5

2
;

Разом, координати вектора
−→
d в базисi ~a, ~b, ~c:

−→
d =

{
−1

4
,

7

4
,

5

2

}
.

Довжина вектора в координатах визначається як вiдстань мiж точками початку i кiнця вектора. Якщо заданi
двi точки у просторi A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), то

∣∣∣−−→AB∣∣∣ =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.
Якщо точка M(x, y, z) дiлить вiдрiзок AB у спiввiдношеннi λ/µ, то координати цiєї точки визначаються як:

x =
µx1 + λx2

µ+ λ
; y =

µy1 + λy2

µ+ λ
; z =

µz1 + λz2

µ+ λ
.

В окремому випадку координати середини вiдрiзка знаходяться як:

x =
x1 + x2

2
; y =

y1 + y2

2
; z =

z1 + z2

2
.

3.4.2 Лiнiйнi операцiї над векторами в координатах

Нехай заданi вектори в прямокутнiй системi координат −→a (xA, yA, zA);
−→
b (xB , yB , zB), тодi

−→a +
−→
b +−→c = (xA + xB ; yA + yB ; zA + zB); α · −→a = (αxA;αyA;αzA)

3.4.3 Полярна система координат

Будь-яка точка на площинi може бути однозначно визначена за допомогою рiзних координатних систем, вибiр яких
визначається рiзними факторами. Спосiб задання початкових умов для розв’язання якої-небудь конкретної технiчної
задачi може визначити вибiр тiєї або iншої системи координат. Для зручностi проведення обчислень часто краще
використати системи координат, вiдмiннi вiд декартової прямокутної системи. Крiм того, наочнiсть подання остаточної
вiдповiдi найчастiше теж сильно залежить вiд вибору системи координат. Нижче розглянемо деякi найбiльше часто
використовуванi системи координат.

Означення. Точка O називається полюсом, а промiнь l – полярною вiссю.
Сенс задання якоїсь системи координат на площинi полягає у тому, щоб кожнiй точцi площини поставити у вiдпо-

вiднiсть пару дiйсних чисел, що визначають положення цiєї точки на площинi. У випадку полярної системи координат
роль цих чисел вiдiграють вiдстань точки вiд полюса i кут мiж полярною вiссю i радiус-вектором цiєї точки. Цей кут
ϕ називається полярним кутом.

Можна встановити зв’язок мiж полярною системою координат i декартовою прямокутною системою, якщо помi-
стити початок декартової прямокутної системи у полюс, а полярну вiсь спрямувати уздовж додатного напрямку осi
Ox.

Тодi координати довiльної точки у двох рiзних системах координат зв’язуються спiввiдношеннями:

x = r cosϕ; y = r sinϕ;x2 + y2 = r2
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3.4.4 Цилiндрична i сферична системи координат

Як i на площинi, у просторi положення будь-якої точки може бути визначене трьома координатами в рiзних си-
стемах координат, вiдмiнних вiд декартової прямокутної системи. Цилiндрична i сферична системи координат є уза-
гальненням для простору полярної системи координат, що була докладно розглянута вище.

Введемо у просторi точку O i промiнь l, що виходить iз точки O, а також вектор ~n⊥l, |~n| = 1. Через точку O
можна провести єдину площину, перпендикулярну вектору нормалi ~n.

Для введення вiдповiдностi мiж цилiндричною, сферичною i декартовою прямокутною системами координат точку
O сумiщають з початком декартової прямокутної системи координат, промiнь l – з додатним напрямком осi x, вектор
нормалi – з вiссю z.

Цилiндрична i сферична системи координат використовуються у тих випадках, коли рiвняння кривої або поверхнi
у декартовiй прямокутнiй системi координат виглядають досить складно, i операцiї з таким рiвнянням виглядають
трудомiсткими.

Подання рiвнянь у цилiндричнiй i сферичнiй системi дозволяє значно спростити обчислення, що буде показано
далi.

y

z

x

M

�

h

r

�

M1∣∣∣−−→OM ∣∣∣ = ρ; OM1 = r; MM1 = h.
Якщо з точкиM опустити перпендикулярMM1 на площину, то точкаM1 буде мати на площинi полярнi координати

(r, ϕ).
Означення. Цилiндричними координатами точки M називаються числа (r, ϕ, h), якi визначають положення

точки M у просторi.
Означення. Сферичними координатами точки M називаються числа (ρ, ϕ, θ), де θ – кут мiж ρ i нормаллю.

3.4.5 Зв’язок мiж цилiндричною та декартовою прямокутною системами координат

Аналогiчно полярнiй системi координат на площинi можна записати спiввiдношення, що зв’язують мiж собою рiзнi
системи координат у просторi. Для цилiндричної i декартової прямокутної систем цi спiввiдношення мають вигляд:

h = z;x = r cosϕ; y = r sinϕ; cosϕ =
x√

x2 + y2
; sinϕ =

y√
x2 + y2

.

3.4.6 Зв’язок сферичної системи координат з декартовою прямокутної

У випадку сферичної системи координат спiввiдношення мають вигляд:

z = ρ cos θ; y = ρ sin θ sinϕ; x = ρ sin θ cosϕ; ρ =
√
x2 + y2 + z2;

ϕ = arctg
y

x
; θ = arctg

√
x2 + y2

z
; cos θ =

z√
x2 + y2 + z2

; sin θ =

√
x2 + y2√

x2 + y2 + z2
;

3.5 Скалярний добуток векторiв

Означення. Скалярним добутком векторiв ~a i~b називається число, рiвне добутку довжин цих сторiн на косинус
кута мiж ними.

~a ·~b = |~a| ·
∣∣∣~b∣∣∣ cosϕ
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3.5.1 Властивостi скалярного добутку

1. ~a · ~a = ~a2;

2. ~a ·~b = 0, якщо ~a⊥~b, або ~a = 0, або ~b = 0.

3. ~a ·~b = ~b · ~a;

4. ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c;

5. (m~a) ·~b = ~a · (m~b) = m(~a ·~b);

Якщо розглядати вектори −→a = (xa, ya, za);
−→
b = (xb, yb, zb) в декартовiй прямокутнiй системi координат, то

~a ·~b = xaxb + yayb + zazb;
Використовуючи отриманi рiвностi, одержуємо формулу для обчислення кута мiж векторами:

cosϕ =
xaxb + yayb + zazb

|~a| ·
∣∣∣~b∣∣∣ ;

Приклад. Знайти (5~a+ 3~b)(2~a−~b), якщо |~a| = 2,
∣∣∣~b∣∣∣ = 3, ~a⊥~b.

10~a · ~a− 5~a ·~b+ 6~a ·~b− 3~b ·~b = 10 |~a|2 − 3
∣∣∣~b∣∣∣2 = 40− 27 = 13,

оскiльки ~a · ~a = |~a|2 = 4, ~b ·~b =
∣∣∣~b∣∣∣2 = 9, ~a ·~b = 0.

Приклад. Знайти кут мiж векторами ~a i ~b, якщо ~a =~i+ 2~j + 3~k,

~b = 6~i+ 4~j − 2~k.

Тобто ~a = (1, 2, 3), ~b = (6, 4,−2)

~a ·~b = 6 + 8− 6 = 8 :

|~a| =
√

1 + 4 + 9 =
√

14;
∣∣∣~b∣∣∣ =

√
36 + 16 + 4 =

√
56.

cosϕ =
8√

14
√

56
=

8

2
√

14
√

14
=

4

14
=

2

7
; ϕ = arccos

2

7
.

Приклад. Знайти скалярний добуток (3~a− 2~b) · (5~a− 6~b), якщо |~a| = 4,
∣∣∣~b∣∣∣ = 6, ~̂a ~b = π/3.

15~a · ~a− 18~a ·~b− 10~a ·~b+ 12~b ·~b = 15 |~a|2 − 28 |~a|
∣∣∣~b∣∣∣ cos

π

3
+ 12

∣∣∣~b∣∣∣2 = 15 · 16− 28 · 4 · 6 · 1

2
+

+12 · 36 = 240− 336 + 432 = 672− 336 = 336.

Приклад. Знайти кут мiж векторами ~a i ~b, якщо ~a = 3~i+ 4~j + 5~k, ~b = 4~i+ 5~j − 3~k.
Тобто ~a = (3, 4, 5), ~b = (4, 5,−3)

~a ·~b = 12 + 20− 15 = 17;

|~a| =
√

9 + 16 + 25 =
√

50;
∣∣∣~b∣∣∣ =

√
16 + 25 + 9 =

√
50.

cosϕ =
17√

50
√

50
=

17

50
; ϕ = arccos

17

50
.

Приклад. При якому m вектори ~a = m~i+~j i ~b = 3~i− 3~j − 4~k перпендикулярнi?
~a = (m, 1, 0); ~b = (3,−3,−4)

~a ·~b = 3m− 3 = 0; ⇒ m = 1.

Приклад. Знайти скалярний добуток векторiв 2~a + 3~b + 4~c i 5~a + 6~b + 7~c, якщо |~a| = 1,
∣∣∣~b∣∣∣ = 2, |~c| = 3, ~̂a ~b =

~̂a ~c = ~̂b ~c =
π

3
.

(2~a+ 3~b+ 4~c)(5~a+ 6~b+ 7~c) = 10~a · ~a+ 12~a ·~b+ 14~a · ~c+ 15~a ·~b+ 18~b ·~b+ 21~b · ~c+

+20~c · ~a+ 24~b · ~c+ 28~c · ~c = 10~a · ~a+ 27~a ·~b+ 34~a · ~c+ 45~b · ~c+ 18~b ·~b+ 28~c · ~c = 10 + 27 + 51 + 135 + 72 + 252 = 547.
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3.5.2 Основнi застосування скалярного добутку

1. Перевiрка перпендикулярностi векторiв.

2. Знаходження кута мiж векторами.

3. Знаходження проєкцiї вектора на напрямок iншого вектора. Проєкцiю ~a на напрям вектора ~b можна знайти за
такою формулою:

Пр~b~a =
~a ·~b
|~b|

.

4. Знаходження роботи сили при пересуваннi точки її прикладання уздовж заданого вектора. Якщо вектор ~F
вiдповiдає силi, прикладенiй до матерiальної точки, що рухається з початку у кiнець вектора ~s, то робота A цiєї
сили визначається рiвнiстю

A = ~F · ~s.

3.6 Векторний добуток векторiв

Означення. Векторним добутком векторiв ~a i ~b називається вектор ~c, що задовольняє наступним умовам:

1. |~c| = |~a| ·
∣∣∣~b∣∣∣ sinϕ, де ϕ – кут мiж векторами ~a i ~b, sinϕ > 0; 0 6 ϕ 6 π;

2. вектор ~c ортогональний до векторiв ~a i ~b;

3. ~a, ~b i ~c утворюють праву трiйку векторiв.

Позначається: ~c = ~a×~b або ~c =
[
~a,~b
]
.

3.6.1 Властивостi векторного добутку

1. ~b× ~a = −~a×~b;

2. ~a×~b = 0, якщо ~a ‖ ~b, або ~a = 0, або ~b = 0;

3. (m~a)×~b = ~a× (m~b) = m(~a×~b);

4. ~a× (~b+ ~A) = ~a×~b+ ~a× ~A;

5. Якщо заданi вектори ~a = (xa, ya, za) i ~b = (xb, yb, zb) у декартовiй прямокутнiй системi координат з одиничними
векторами ~i,~j,~k, то

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
xa ya za
xb yb zb

∣∣∣∣∣∣
6. Геометричним змiстом векторного добутку векторiв є площа паралелограма, побудованого на векторах ~a i ~b.

Приклад. Знайти векторний добуток векторiв ~a = 2~i+ 5~j + ~k i

~b =~i+ 2~j − 3~k.

~a = (2, 5, 1);~b = (1, 2,−3)

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
2 5 1
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ 5 1
2 −3

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣ 2 1
1 −3

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣ 2 5
1 2

∣∣∣∣ = −17~i+ 7~j − ~k.

Приклад. Обчислити площу трикутника з вершинами A(2, 2, 2), B(4, 0, 3), C(0, 1, 0).
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−→
AC = (0− 2; 1− 2; 0− 2) = (−2;−1;−2)
−−→
AB = (4− 2; 0− 2; 3− 2) = (2;−2; 1)

−→
AC ×

−−→
AB =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
−2 −1 −2
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ −1 −2
−2 1

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣ −2 −2
2 1

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣ −2 −1
2 −2

∣∣∣∣ =~i(−1− 4)−~j(−2 + 4)+

+~k(4 + 2) = −5~i− 2~j + 6~k.∣∣∣−→AC ×−−→AB∣∣∣ =
√

25 + 4 + 36 =
√

65. S∆ =

√
65

2
(од2).

Приклад. Довести, що вектори ~a = 7~i− 3~j + 2~k, ~b = 3~i− 7~j + 8~ki ~c =~i−~j + ~k компланарнi. 1 −1 1
3 −7 8
7 −3 2

 ∼
 1 −1 1

0 −4 5
0 4 −5

, оскiльки вектори лiнiйно залежнi, то вони компланарнi.

Приклад. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах ~a+ 3~b; 3~a+~b, якщо |~a| =
∣∣∣~b∣∣∣ = 1; ~̂a ~b = 30◦.

(~a+ 3~b)× (3~a+~b) = 3~a× ~a+ ~a×~b+ 9~b× ~a+ 3~b×~b = −~b× ~a+ 9~b× ~a = 8~b× ~a

S = 8
∣∣∣~b∣∣∣ |~a| sin 30◦ = 4(од2).

3.6.2 Основнi застосування векторного добутку

1. Знаходження вектора, який є перпендикулярним до заданих координатами векторiв. Такий вектор можна знайти
як векторний добуток початкових векторiв.

2. Знаходження площi паралелограма, який побудовано на заданих векторах. Зокрема, для знаходження площi S
паралелограма, який побудовано на векторах ~a i ~b можна скористатися формулою:

S =
∣∣∣~a×~b∣∣∣ .

3. Знаходження моменту сили. Якщо вектор ~F вiдповiдає силi, прикладенiй до матерiальної точки N , то момент
~M сили ~F вiдносно точки O обчислюється за формулою

~M =
−−→
ON × ~F .

3.7 Мiшаний добуток векторiв

Означення. Мiшаним добутком векторiв ~a, ~b i ~c називається число, рiвне скалярному добутку вектора ~a на
вектор, який дорiвнює векторному добутку векторiв ~b i ~c.

Позначається ~a ·~b · ~c або (~a , ~b,~c).
Мiшаний добуток ~a ·~b · ~c за модулем дорiвнює об’єму паралелепiпеда, побудованого на векторах ~a, ~b i ~c.

3.7.1 Властивостi мiшаного добутку

1. Мiшаний добуток дорiвнює нулю, якщо:

(а) хоч один з векторiв дорiвнює нулю;

(б) два з векторiв колiнеарнi;

(в) вектори компланарнi.
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2. (~a×~b) · ~c = ~a · (~b× ~c)

3. (~a,~b,~c) = (~b,~c,~a) = (~c,~a,~b) = −(~b,~a,~c) = −(~c,~b,~a) = −(~a,~c,~b)

4. (λ~a1 + µ~a2,~b,~c) = λ(~a1,~b,~c) + µ(~a2,~b,~c)

5. Об’єм трикутної пiрамiди, утвореної векторами ~a, ~b i ~c, дорiвнює

1

6

∣∣∣(~a,~b,~c)∣∣∣
6. Якщо ~a = (x1, y1, z1), ~b = (x2, y2, z2), ~c = (x3, y3, z3), то

(~a,~b,~c) =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
Приклад. Довести, що точки A(5; 7;−2), B(3; 1;−1), C(9; 4;−4), D(1; 5; 0) лежать в однiй площинi.

Знайдемо координати векторiв:

−−→
AB = (−2;−6; 1)
−→
AC = (4;−3;−2)
−−→
AD = (−4;−2; 2)

Знайдемо мiшаний добуток отриманих векторiв:

−−→
AB ·

−→
AC ·

−−→
AD =

∣∣∣∣∣∣
−2 −6 1
4 −3 −2
−4 −2 2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−2 −6 1
0 −15 0
0 10 0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 −6 1
0 −15 0
0 10 0

∣∣∣∣∣∣ = 0,

Таким чином, отриманi вище вектори компланарнi, отже точки A, B, C i D лежать в однiй площинi.
Приклад. Знайти об’єм пiрамiди i довжину висоти, опущеної на грань BCD, якщо вершини мають координати

A(0; 0; 1), B(2; 3; 5), C(6; 2; 3), D(3; 7; 2).

Знайдемо координати векторiв:

−−→
BA = (−2;−3;−4)
−−→
BD = (1; 4;−3)
−−→
BC = (4;−1;−2)

Об’єм пiрамiди
V =

1

6

∣∣∣∣∣∣
−2 −3 −4
1 4 −3
4 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ =
1

6
(−2(−8− 3) + 3(−2 + 12)− 4(−1− 16)) =

=
1

6
(22 + 30 + 68) = 20(од3)

Для знаходження довжини висоти пiрамiди знайдемо спочатку площу основи BCD.

−−→
BD ×

−−→
BC =

∣∣∣∣∣∣
~i
−→
j ~k

1 4 −3
4 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ =~i(−8− 3)−~j(−2 + 12) + ~k(−1− 16) = −11~i− 10~j − 17~k.

∣∣∣−−→BD ×−−→BC∣∣∣ =
√

112 + 102 + 172 =
√

121 + 100 + 289 =
√

510

Sосн =
√

510/2 (од)2

Оскiльки V =
Sосн · h

3
; h =

3V

Sосн
=

120√
510

=
4
√

510

17
(од).

3.7.2 Основнi застосування мiшаного добутку

1. Перевiрка компланарностi векторiв. Якщо трiйка векторiв є компланарною, їхнiй мiшаний добуток має дорiвню-
вати нулевi.

2. Знаходження об’ємiв паралелепiпедiв та тетраедрiв, побудованих на заданих векторах.

3.8 Аналiтична геометрiя на площинi
3.8.1 Рiвняння лiнiї на площинi

Як вiдомо, будь-яка точка на площинi визначається двома координатами в якiй-небудь або системi координат.
Системи координат можуть бути рiзними залежно вiд вибору базису i початку координат.

Означення. Рiвнянням лiнiї називається спiввiдношення y = f(x) мiж координатами точок, що становлять цю
лiнiю.

Зазначимо, що рiвняння лiнiї може бути виражено параметричним способом, тобто кожна координата кожної точки
виражається через деякий незалежний параметр t.

Характерний приклад – траєкторiя точки, що рухається. У цьому випадку роль параметра грає час.
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3.8.2 Рiвняння прямої на площинi

Означення. Будь-яка пряма на площинi може бути задана рiвнянням першого порядку

Ax+By + C = 0,

причому сталi A, B не дорiвнюють нулю одночасно, тобто A2 + B2 6= 0. Це рiвняння першого порядку називають
загальним рiвнянням прямої.

Залежно вiд значень сталих A, B i C можливi наступнi окремi випадки:

1. C = 0, A 6= 0, B 6= 0 – пряма проходить через початок координат

2. A = 0, B 6= 0, C 6= 0 {By + C = 0} – пряма паралельна осi Ox

3. B = 0, A 6= 0, C 6= 0 {Ax+ C = 0} – пряма паралельна осi Oy

4. B = C = 0, A 6= 0 – пряма збiгається з вiссю Oy

5. A = C = 0, B 6= 0 – пряма збiгається з вiссю Ox

Рiвняння прямої може бути представлене в рiзному видi залежно вiд яких-небудь заданих початкових умов.

3.8.3 Параметричне рiвняння прямої

Розгляньмо довiльну пряму на площинi i вектор ~u = (m,n), паралельний данiй прямiй. Вектор ~u називається
напрямним вектором прямої.

На прямiй вiзьмемо двi довiльнi точки M0(x0, y0) i M(x, y).

Позначимо
−−−→
OM0 = −→r0 i

−−→
OM = ~r, тодi ~r = −→r0 +

−−−→
M0M .

Оскiльки вектори
−−−→
M0M i ~u колiнеарнi, має виконуватися спiввiдношення

−−−→
M0M = ~ut, де t – деякий параметр.

Разом, можна записати: ~r = −→r0 + ~ut.
Оскiльки цьому рiвнянню задовольняють координати будь-якої точки прямої, то отримане рiвняння – параме-

тричне рiвняння прямої на площинi.
Це векторне рiвняння може бути представлене в координатнiй формi:{

x = x0 +mt
y = y0 + nt

Виключаючи t з рiвнянь системи, маємо:

x− x0

m
=
y − y0

n
⇒ nx−my −mx0 + ny0 = 0.

Останнє рiвняння, iз врахуванням перепозначення A = n, B = −m, C = ny0 − mx0, збiгається iз загальним
рiвнянням прямої.

3.8.4 Рiвняння прямої за точкою i вектором нормалi

Твердження. У декартовiй прямокутнiй системi координат вектор з компонентами (A,B) перпендикулярний
прямiй, заданiй рiвнянням Ax+By + C = 0.

Справедливiсть цього твердження є наслiдком очевидної перпендикулярностi вектора (A;B) = (n;−m) та напрям-
ного вектора −→u = (m;n) (їхнiй скалярний добуток дорiвнює нулевi).

Приклад. Знайти рiвняння прямої, що проходить через точку A(1, 2) перпендикулярно вектору ~n = (3,−1).
Складемо при A = 3 i B = −1 рiвняння прямої: 3x − y + C = 0. Для знаходження коефiцiєнта C пiдставимо в

отриманий вираз координати заданої точки A.
Одержуємо: 3− 2 + C = 0, отже C = −1.
Разом: шукане рiвняння: 3x− y − 1 = 0.
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3.8.5 Рiвняння прямої, що проходить через двi точки

Нехай у просторi заданi двi точки M1(x1, y1) i M2(x2, y2), тодi рiвняння прямої, що проходить через цi точки:

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1

Якщо який-небудь зi знаменникiв дорiвнює нулю, варто прирiвняти нулю вiдповiдний чисельник.
На площинi записане вище рiвняння прямої спрощується:

y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
(x− x1)

якщо x1 6= x2 i x = x1, якщо x1 = x2.
Дрiб

y2 − y1

x2 − x1
= k називається кутовим коефiцiєнтом прямої.

Приклад. Знайти рiвняння прямої, що проходить через точки A(1, 2) i B(3, 4).
Застосовуючи записану вище формулу, одержуємо:

y − 2 =
4− 2

3− 1
(x− 1)

y − 2 = x− 1
x− y + 1 = 0

3.8.6 Рiвняння прямої за точкою i кутовим коефiцiєнтом

Якщо загальне рiвняння прямої Ax+By + C = 0 привести до виду:

y = −A
B
x− C

B

i позначити−A
B

= k; −C
B

= b; тобто y = kx+ b, то отримане рiвняння називається рiвнянням прямої з кутовим
коефiцiєнтом k.

3.8.7 Рiвняння прямої за точкою i напрямком вектора

За аналогiєю з пунктом, що розглядає рiвняння прямої через вектор нормалi можна ввести завдання прямої через
точку i напрямний вектор прямої.

Означення. Кожний ненульовий вектор ~u = (α1, α2), компоненти якого задовольняють умовi Aα1 + Bα2 = 0
називається напрямним вектором прямої Ax+By + C = 0.

Приклад. Знайти рiвняння прямої з напрямним вектором ~u = (1;−1), що проходить через точку A(1; 2).
Рiвняння шуканої прямої будемо шукати у виглядi: Ax+By+C = 0. Вiдповiдно до визначення, коефiцiєнти повиннi

задовольняти умовам:
1 ·A+ (−1) ·B = 0, тобто A = B.
Тодi рiвняння прямої має вигляд: Ax + Ay + C = 0, або x + y + C/A = 0. При x = 1, y = 2 одержуємо C/A = −3,

тобто шукане рiвняння:

x+ y − 3 = 0

3.8.8 Рiвняння прямої у вiдрiзках

Якщо в загальному рiвняннi прямої Ax+By+C = 0, C 6= 0, то, роздiливши на −C, одержимо: −A
C
x− B

C
y = 1 або

x

a
+
y

b
= 1, де

a = −C
A

; b = −C
B

Геометричний змiст коефiцiєнтiв у тiм, що коефiцiєнт a є координатою точки перетину прямої з вiссю Ox, а b –
координатою точки перетину прямої з вiссю Oy.

Приклад. Задано загальне рiвняння прямої x− y + 1 = 0. Знайти рiвняння цiєї прямої у вiдрiзках.
C = 1, −x

1
+
y

1
= 1, a = −1, b = 1.
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3.8.9 Нормальне рiвняння прямої

Якщо обидвi частини рiвняння Ax+By+C = 0 помножити на число µ = ± 1√
A2 +B2

, що називається нормуючим
множником, то одержимо

x cosϕ+ y sinϕ− p = 0 – нормальне рiвняння прямої.
Знак ± нормуючого множника треба вибирати так, щоб µC < 0.
p – довжина перпендикуляра, опущеного з початку координат на пряму, а ϕ – кут, утворений цим перпендикуляром

з позитивним напрямком осi Ox.
Приклад. Дано загальне рiвняння прямої 12x− 5y − 65 = 0. Потрiбно написати рiзнi типи рiвнянь цiєї прямої.

рiвняння цiєї прямої у вiдрiзках:
12

65
x− 5

65
y = 1,

x

(65/12)
+

y

(−13)
= 1.

рiвняння цiєї прямої з кутовим коефiцiєнтом: (дiлимо на 5)

y =
12

5
x− 65

5
=

12

5
x− 13.

нормальне рiвняння прямої:

µ =
1√

122 + (−5)2
=

1

13
;⇒ 12

13
x− 5

13
y − 5 = 0; cosϕ = 12/13; sinϕ = −5/13; p = 5.

Слiд вiдзначити, що не кожну пряму можна представити рiвнянням у вiдрiзках, наприклад, прямi, паралельнi осям
або такi, що проходять через початок координат.

Приклад. Пряма вiдтинає на координатних осях рiвнi позитивнi вiдрiзки. Скласти рiвняння прямої, якщо площа
трикутника, утвореного цими вiдрiзками дорiвнює 8дм2.

Рiвняння прямої має вигляд:
x

a
+
y

b
= 1, a = b; a · b/2 = 8; a = 4;−4.

a = −4 не пiдходить за умовою задачi.
Разом:

x

4
+
y

4
= 1 або x+ y − 4 = 0.

Приклад. Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку A(−2,−3) i початок координат.

Рiвняння прямої має вигляд:
x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
, де x1 = y1 = 0; x2 = −2; y2 = −3.

x− 0

−2− 0
=

y − 0

−3− 0
;

x

−2
=

y

−3
; 3x− 2y = 0.

Для самостiйного розв’язання: Скласти рiвняння прямих, що проходять через точкуM(−3,−4) i паралельних осям
координат.

Вiдповiдь: {x+ 3 = 0; y + 4 = 0}.

3.8.10 Кут мiж прямими на площинi

Твердження. Якщо заданi двi прямi y = k1x+b1, y = k2x+b2, то гострий кут мiж цими прямими буде визначатися
як

tgα =

∣∣∣∣ k2 − k1

1 + k1k2

∣∣∣∣ .
Двi прямi паралельнi, якщо k1 = k2.

Двi прямi перпендикулярнi, якщо k1 = −1/k2.
Теорема. Прямi Ax + By + C = 0 i A1x + B1y + C1 = 0 паралельнi, коли пропорцiйнi коефiцiєнти A1 = λA,

B1 = λB. Якщо ще i C1 = λC, то прямi збiгаються.
Координати точки перетину двох прямих є розв’язками системи двох рiвнянь.

3.8.11 Рiвняння прямої, що проходить через дану точку перпендикулярно до даної прямої

Твердження. Пряма, що проходить через точку M1(x1, y1) i перпендикулярна до прямої y = kx+ b, представля-
ється рiвнянням:

y − y1 = −1

k
(x− x1)

3.8.12 Вiдстань вiд точки до прямої

Теорема. Якщо задано точку M(x0, y0), то вiдстань до прямої Ax+By + C = 0 визначається так:

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.

Доведення. Нехай точка M1(x1, y1) – основа перпендикуляра, опущеного iз точки M на задану пряму. Тодi вiд-
стань мiж точками M i M1:

d =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 (2)
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Координати x1 i y1 можуть бути знайденi як розв’язки системи рiвнянь:{
Ax+By + C = 0
A(y − y0)−B(x− x0) = 0

Друге рiвняння системи – це рiвняння прямої, що проходить через задану точку M0 перпендикулярно заданої прямої.
Якщо перетворити перше рiвняння системи до виду:

A(x− x0) +B(y − y0) +Ax0 +By0 + C = 0,

то, розв’язуючи, одержимо:

x− x0 = − A

A2 +B2
(Ax0 +By0 + C),

y − y0 = − B

A2 +B2
(Ax0 +By0 + C)

Пiдставляючи цi вирази у рiвняння (2), знаходимо:

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.

Теорему доведено.
Приклад. Визначити кут мiж прямими: y = −3x+ 7; y = 2x+ 1.

k1 = −3; k2 = 2; tgϕ =

∣∣∣∣ 2− (−3)

1 + (−3) · 2

∣∣∣∣ = 1; ϕ = π/4.

Приклад. Показати, що прямi 3x− 5y + 7 = 0 i 10x+ 6y − 3 = 0 перпендикулярнi.
Знаходимо: k1 = 3/5, k2 = −5/3, k1k2 = −1, отже, прямi перпендикулярнi.
Приклад. Дано вершини трикутника A(0; 1), B(6; 5), C(12;−1). Знайти рiвняння висоти, проведеної з вершини C.

Знаходимо рiвняння сторони AB:
x− 0

6− 0
=
y − 1

5− 1
;

x

6
=
y − 1

4
; 4x = 6y − 6;

2x− 3y + 3 = 0; y =
2

3
x+ 1.

Шукане рiвняння висоти має вигляд: Ax+By + C = 0 або y = kx+ b.

k = −3

2
. Тодi y = −3

2
x + b. Оскiльки висота проходить через точку C, то її координати задовольняють даному

рiвнянню: −1 = −3

2
12 + b, звiдки b = 17. Разом: y = −3

2
x+ 17. Множачи обидвi частини цiєї рiвностi на 2, отримуємо

остаточну вiдповiдь.
Вiдповiдь: 3x+ 2y − 34 = 0.
Для самостiйного розв’язання: Данi сторони трикутника x+ y − 6 = 0, 3x− 5y + 15 = 0, 5x− 3y − 14 = 0. Скласти

рiвняння його висот.
Вказiвка: Спочатку варто знайти координати вершин трикутника, як точок перетину сторiн, потiм скористатися

методом, розглянутому в попередньому прикладi.
Вiдповiдь: {x− y = 0; 5x+ 3y − 26 = 0; 3x+ 5y − 26 = 0}.

3.9 Кривi другого порядку
3.9.1 Основнi теоретичнi вiдомостi

Iсторична довiдка. Дослiдження кривих другого порядку сягають античних часiв та початкiв геометрiї як
науки. Досить докладний опис геометричних властивостей цих кривих можна знайти у працях Аполлонiя Перзького
та Евклiда. Встановленi геометрами давнини властивостi цих кривих та спорiднених з ними поверхонь, iнодi iнтуїтивно,
використовувалися при проектуваннi та побудовi споруд античностi та середньовiччя. Новий поштовх дослiдженням
цих кривих надало винайдення Декартом методу координат. Новий систематизований погляд на кривi другого порядку
було викладено Ойлером у його працi «Вступ до аналiзу нескiнченних». Згодом, дослiдження кривих i поверхонь
другого порядку та пов’язаних з ними квадратичних форм сприяло швидкому розвитку математичної фiзики, теорiї
пружностi, опору матерiалiв та багатьох iнших прикладних дисциплiн.

3.9.2 Загальна форма запису рiвняння кривої другого порядку

Нехай розташування точок на площинi вiднесено до двох осей координат, x та y прямокутної декартової системи
координат. Будемо дослiджувати лише тi кривi на цiй площинi, рiвняння яких утворюються за допомогою множення
координат точок кривої мiж собою та на довiльнi сталi дiйснi числа, а також додавання отриманих добуткiв мiж
собою. Порядком рiвняння будемо називати найстарший сумарний степiнь добутку координат, що входить до такого
рiвняння. За нашим визначенням порядку, рiвняння прямої у загальнiй формi запису, Ax+ By + C = 0, є рiвнянням
кривої першого порядку, а рiвнянням кривої другого порядку у загальнiй формi запису буде рiвняння

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0
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Для подальшого вивчення властивостей кривих другого порядку трохи видозмiнимо це рiвняння, ввiвши такi
позначення: A = a11, B = 2a12, C = a22, D = 2a13, E = 2a23,F = a33. Тодi матимемо таке рiвняння:

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0. (3)

Надалi, за умови що a11, a12 i a22 не дорiвнюють нулю одночасно, будемо називати саме (3) загальним рiвнянням
кривої другого порядку. Першi три доданки у лiвiй частинi рiвняння (3) називаються квадратичною формою вiдносно
змiнних x та y.

3.9.3 Класифiкацiя кривих другого порядку

Загальну форму запису рiвняння кривої другого порядку може бути спрощено шляхом двох простих перетворень,
а саме, перетворення обертання вiдносно початку координат:{

x = x′ cosϕ− y′ sinϕ;
y = x′ sinϕ+ y′ cosϕ;

(4)

та перетворення перенесення початку координат: {
x = x+ x0;
y = y + y0;

(5)

де кут ϕ, x0 та y0 є параметрами перетворень.
Подiбнi перетворення дуже часто використовуються у обчислювальних процедурах сучасних сiткових методiв, якi

значно спрощують розв’язання задач, пов’язаних з визначенням несучої здатностi конструкцiй, визначення характе-
ристик рiзноманiтних приладiв тощо.

Спочатку визначимо кут, на який слiд повернути систему координат, щоб позбутися добутку координат у рiвняннi
(3). Пiдставивши (4) до (3) i прирiвнявши коефiцiєнт при x′y′ до нуля, отримаємо вiдому з теорiї головних напружень
у опорi матерiалiв та теорiї головних моментiв iнерцiї у теоретичнiй механiцi формулу (перевiрте!):

tg 2ϕ =
2a12

a22 − a11
. (6)

Пiсля повороту на кут, що визначається рiвнянням (6), новi коефiцiєнти при x′2 та y′2 можна отримати за вiдомими
формулами:

a′11 =
1

2

[
(a11 + a22)− sign (a22 − a11)

√
D
]

;

a′22 =
1

2

[
(a11 + a22) + sign (a22 − a11)

√
D
]

;

D = (a22 − a11)
2

+ 4a2
12,

(7)

де через sign позначено функцiю знаку виразу у дужках (дорiвнює −1, якщо вираз вiд’ємний, 1, якщо додатний, i 0,
якщо дорiвнює нулевi).

Остаточне спрощення загального рiвняння виконується за допомогою виокремлення у ньому повних квадратiв i
вибору вiдповiдних параметрiв перетворення (5) з метою отримання рiвняння, у якому б не було доданкiв з x та y у
перших степенях.

Загалом, оскiльки, очевидно, перетворення (5) не змiнить значень коефiцiєнтiв при квадратах x та y, класифiкацiю
кривих другого порядку можна виконати за цими коефiцiєнтами. Можливi такi випадки:

1. Коефiцiєнти a′11 i a′22 мають однаковi знаки.

2. Коефiцiєнти a′11 i a′22 мають рiзнi знаки.

3. Один з коефiцiєнтiв a′11 чи a′22 дорiвнює нулевi.

У першому з випадкiв криву називають елiпсом, у другому — гiперболою, у третьому — параболою.
Розглянемо властивостi кожної з цих кривих окремо.

3.9.4 Елiпс

Якщо a′11 i a′22 мають однаковi знаки i перетворене рiвняння задовольняється хоча б для декiлькох точок площини,
це перетворене рiвняння, a′11x

2 + a′22y
2 + a′33 = 0, можна звести до такого вигляду:

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (8)

Рiвняння (8) називають канонiчним рiвнянням елiпса.
У класичнiй евклiдовiй геометрiї елiпс визначається як геометричне мiсце точок, сума вiдстаней вiд яких до двох

заданих точок (якi ми називатимемо фокусами елiпса) є величиною сталою.
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Рис. 1: Елiпс

Покажемо, що з класичного означення слiдує означення за допомогою канонiчного рiвняння. Нехай маємо елiпс з
фокусами F1 (−c; 0) та F2 (c; 0) (Рис. 1) та точку M (x; y), а сума вiдстаней F1M та F2M дорiвнює 2a. Тодi,

F1M =

√
(x+ c)

2
+ y2;F2M =

√
(x− c)2

+ y2;

F1M + F2M =

√
(x+ c)

2
+ y2 +

√
(x− c)2

+ y2 = 2a.

Перенесемо перший радикал до правої частини i обидвi частини знайденого рiвняння пiднесемо до квадрата:

(x− c)2
+ y2 = 4a2 − 4a

√
(x+ c)

2
+ y2 + (x+ c)

2
+ y2.

Розкриваючи дужки i зводячи подiбнi, знайдемо пiсля скорочення на 4:

a

√
(x+ c)

2
+ y2 = a2 + cx.

Пiднесемо обидвi частини цього рiвняння до квадрата i виокремимо доданки з квадратами x та y:(
a2 − c2

)
x2 + a2y2 = a2

(
a2 − c2

)
.

Оскiльки a > c, позначимо a2 − c2 = b2 i подiлимо обидвi частини рiвняння на a2b2:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Вiдстанi F1M та F2M називаються фокальними радiусами точки M i позначаються r1 та r2. Пiдставивши y з
канонiчного рiвняння елiпса до виразiв для F1M та F2M , дiстанемо:

r1 = a− c

a
x; r2 = a+

c

a
x.

Зауважимо, що з канонiчного рiвняння елiпса випливає, що значення координат точок, що лежать на елiпсi, є
обмеженими (оскiльки для x та y, що задовольняють цьому рiвнянню, мають виконуватися нерiвностi −a 6 x 6 a та
−b 6 y 6 b). З того, що до канонiчного рiвняння входять координати точки елiпса лише у парних степенях, дiстаємо,
що коли точка M (x; y) належить елiпсу, то i точки M1 (−x; y), M2 (x;−y) i M3 (−x;−y) також належать елiпсу. Отже,
елiпс має вертикальну та горизонтальну осi симетрiї, а також центр симетрiї.

Крива, що має центр симетрiї, називається центральною.
Наявнiсть осей симетрiї (ними, зокрема, є осi координат) дає змогу виконувати побудову елiпса лише в однiй

координатнiй чвертi, а потiм здiйснювати дзеркальне вiдображення вiдносно осей i початку координат.
Точки перетину елiпса з осями координат можна визначити з канонiчного рiвняння, пiдставивши до нього послi-

довно x = 0 та y = 0. Цими точками є точки з координатами (−a; 0), (a; 0), (0;−b) та (0; b). Цi точки називаються
вершинами елiпса (рис. 1).

Рекомендацiя студентам:
Побудову ескiзу елiпса слiд розпочинати саме з побудови вершин.
Величини 2a i 2b називаються осями елiпса, а a i b — напiвосями.
Якщо a = b, то елiпс перетворюється на коло, а c =

√
a2 − b2 стає рiвним нулевi. Тому вводять характеристику

елiпса, i загалом кривих другого порядку, яку називають ексцентриситетом i обчислюють за такою формулою:

e =
c

a
=

√
a2 − b2
a

.

Для елiпса ексцентриситет лежить у межах 0 6 e < 1. Видовженiшi елiпси мають бiльший ексцентриситет.
Прямi x = ±a

e
називаються директрисами(напрямними) елiпса (на рис. 1 такою директрисою є пряма dD). Особли-

вiстю директриси є те, що вiдношення фокального радiуса будь-якої точки елiпса до вiдповiдної вiдстанi до директриси
є величиною сталою, що дорiвнює ексцентриситету.
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Рис. 2: Гiпербола

3.9.5 Гiпербола

Якщо a′11 i a′22 мають рiзнi знаки, перетворене рiвняння, a′11x
2 + a′22y

2 + a′33 = 0, можна звести до такого вигляду:

x2

a2
− y2

b2
= ±1. (9)

Рiвняння (9) називають канонiчним рiвнянням гiперболи. Для визначеностi, у подальшому в основному будемо
розглядати випадок рiвняння гiперболи, у якому у правiй частинi (9) стоїть 1 (основне рiвняння). Випадок рiвняння
з −1 у правiй частинi зводиться до цього випадку переставлянням координат x та y. Гiпербола, яка вiдповiдає цьому
випадку, називається спряженою гiперболою.

За класичним означенням, вiдомим ще з часiв античностi, гiперболою називається геометричне мiсце точок площи-
ни, модуль рiзницi вiдстаней кожної з яких до двох наперед заданих точок, якi називаються фокусами, є величиною
сталою.

Використаємо для доведення того, що з цього означення випливає означення за допомогою канонiчного рiвняння
гiперболи, позначення, наведенi на рис. 2.

Нехай маємо гiперболу з фокусами F1 (−c; 0) та F2 (c; 0) та точку M (x; y), а модуль рiзницi вiдстаней F1M та F2M
дорiвнює 2a. Тодi,

F1M =

√
(x+ c)

2
+ y2;F2M =

√
(x− c)2

+ y2;

|F1M − F2M | =
∣∣∣∣√(x+ c)

2
+ y2 −

√
(x− c)2

+ y2

∣∣∣∣ = 2a.

Дiючи у спосiб, аналогiчний до використаного ранiше для елiпса, знайдемо

x2

a2
− y2

b2
= 1,

де b2 = c2 − a2. З цього рiвняння маємо:

y2 =
b2

a2

(
x2 − a2

)
,

звiдки |x| > a. Лiнiя гiперболи складається з двох частин, для x 6 −a та для x > a, вiдповiдно. Цi частини називаються
лiвою та правою гiлками гiперболи.

Як i для елiпса, довжини вiдрiзкiв F1M та F2M називаються фокальними радiусами точки M i позначаються r1

та r2. Пiдставивши вираз для y з канонiчного рiвняння до рiвнянь для F1M та F2M можна знайти, наприклад, для
лiвої гiлки  r1 = −a− c

a
x;

r2 = a− c

a
x.

Так само, як i елiпс, гiпербола є симетричною вiдносно координатних осей i має центр. У випадку основного рiвня-
ння гiперболи точки перетину лiнiї гiперболи з осями координат, (−a; 0) та (a; 0) називаються вершинами гiперболи.
Вiдстань мiж ними, 2a, називається дiйсною вiссю гiперболи, а вiдстань мiж вершинами спряженої гiперболи, (0;−b)
та (0; b), 2b, називається уявною вiссю гiперболи.

Якщо у виразi для знаходження y з канонiчного рiвняння гiперболи:

y = ± b
a

√
x2 − a2,

припустити, що x є дуже великою величиною, можна вважати що a2 змiнює вираз пiд коренем незначно. Тодi маємо

y = ± b
a
x. (10)
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Рiвняння прямих (10), до яких гранично наближається лiнiя гiперболи при вiддаленнi вiд початку координат,
називаються рiвняннями асимптот гiперболи. На рис. 2 асимптоти позначено штриховими лiнiями.

Рекомендацiя студентам:
Побудову ескiзу гiперболи слiд розпочинати з побудови вершин та асимптот.
Гiпербола, у рiвняннi якої a = b, називається рiвнобiчною. Асимптотами такої гiперболи є бiсектриси чвертей

координатної системи.
Ексцентриситетом гiперболи називають величину

e =
c

a
=

√
a2 + b2

a
.

Для гiперболи ексцентриситет e > 1.
Прямi x = ±a

e
називаються директрисами(напрямними) гiперболи (на рис. 2 директриси позначено D1 та D2.

Особливiстю директриси є те, що вiдношення фокального радiуса будь-якої точки гiперболи до вiдповiдної вiдстанi
до директриси є величиною сталою, що дорiвнює ексцентриситету.

3.9.6 Парабола

Якщо, наприклад, a′11 = 0 перетворене рiвняння, a′22y
2 + 2a′13x = 0, можна звести до такого вигляду:

y2 = 2px. (11)

Рiвняння (11) називається канонiчним рiвнянням параболи.

Рис. 3: Парабола

За класичним означенням, параболою називається геометричне мiсце точок площини, рiвновiддалених вiд фiксо-
ваної точки (фокуса) та фiксованої прямої (директриси), що не проходить через цю точку.

Позначивши вiдстань мiж прямою i фокусом через p i розташувавши початок координат на рiвнiй вiдстанi вiд
фокуса F i директриси D (Рис. 3), матимемо для точки M (x; y) на параболi MD = MF або

x+
p

2
=

√(
x− p

2

)2

+ y2.

Звiдки маємо
y2 = 2px.

Парабола є симетричною лише вiдносно вiсi y, тому не є центральною кривою (не має центра).
Ексцентриситет параболи з мiркувань щодо вiдстанi точок параболи вiд директриси та фокуса слiд прийняти

рiвним одиницi: e = 1.
Парабола (третiй з рисункiв 4) є промiжним конiчним перерiзом мiж елiпсом i гiперболою. Оскiльки усi кривi

другого порядку є конiчними перерiзами, проблеми, пов’язанi з розрахунками на мiцнiсть та проектувальними розра-
хунками елементiв конструкцiй з граничними точками, що лежать на кривих другого порядку є доволi важливими.

Крiм того, усi кривi другого порядку мають властивостi, якi називають оптичними. Використання цих власти-
востей при проектуваннi дає змогу керувати освiтленiстю та акустикою всерединi будiвель. На рис. 1 — 2 оптичнi
властивостi визначають рiвнiсть мiж собою кутiв ∠AMF1 = ∠BMF2, а на рис. 3 — рiвнiсть кутiв ∠AMF = ∠BML.
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Рис. 4: Конiчнi перерiзи

Отже, промiнь свiтла або будь-яка iнша хвиля, запущена з одного фокуса елiпса на його дзеркальну поверхню,
потрапить до iншого фокуса. Цю властивiсть можна використати для побудови елiптичних дзеркал, що концентрують
сонячну енергiю, яка на них потрапляє, у певнiй, потрiбнiй будiвельнику, точцi, або для звукової iзоляцiї певних частин
примiщення або будiвлi вiд вiдбитого вiд стiн шуму.

Оптичнi властивостi параболи використовують для концентрацiї хвиль у фокусi (параболiчнi антени) або створення
паралельного потоку хвиль, що надходять вiд точкового джерела випромiнювання (прожектори i гучномовцi).

Полярне рiвняння кривих другого порядку.Загальним рiвнянням кривих другого порядку у полярнiй системi
координат є рiвняння

r =
p

1− e cosϕ
,

де p — так званий фокальний параметр, e — ексцентриситет. Полярну систему координат при цьому буде розташовано
так, що полюс перебуватиме у фокусi, а полярну вiсь буде спрямовано у бiк, протилежний до найближчої до цього
фокуса директриси.

Перетин кривої другого порядку з прямою.Для визначення можливих випадкiв перетину кривої другого
порядку та прямої використаємо загальне рiвняння кривої другого порядку i рiвняння прямої у параметричнiй формi
запису: {

x = x0 + lt;
y = y0 +mt,

(12)

де виберемо компоненти напрямного вектора прямої, −→u = (l;m) так, щоб |−→u | = 1. Пiдставивши (12) до загального
рiвняння кривої другого порядку, отримаємо таке квадратне рiвняння вiдносно t (перевiрте!):

Lt2 + 2Mt+N = 0,

де
L = a11l

2 + 2a12lm+ a22m
2;

M = l (a11x0 + a12y0 + a13) +m (a12x0 + a22y0 + a23) ;

N = a11x
2
0 + 2a12x0y0 + a22y

2
0 + 2a13x0 + 2a23y0 + a33.

Якщо позначити можливi точки перетину через M1 (цiй точцi поставимо у вiдповiднiсть значення параметра t = t1)
та M2 (t = t2), матимемо такi випадки для коренiв отриманого квадратного рiвняння:

1) Дискримiнант рiвняння, LN −M2, є бiльшим за нуль, а N 6= 0. Тодi матимемо двi точки перетину прямої i
кривої, якi не збiгаються з точкою M0 (x0; y0), через яку проведено пряму. Вiдрiзок перетину, M1M2, у цьому випадку
називається хордою (подiбно до хорди при перетинi прямої i кола). M1M0 = |t1|, а M2M0 = |t2| (подумайте, чому).
Якщо крива другого порядку є центральною (елiпс або гiпербола), хорди, що проходять через центр, називаються
дiаметрами кривої другого порядку.

Оскiльки усi дiаметри подiлятимуться центром навпiл (отже, якщо M0 — центр, то t1 + t2 = 0), з теореми Вiєта
отримуємо умову для пошуку центрiв кривих другого порядку. Ця умова полягає у тому, що M = 0. Оскiльки
напрямний вектор прямої може бути вибрано довiльним чином, отримуємо такi умови для пошуку центра:{

a11x0 + a12y0 + a13 = 0;
a12x0 + a22y0 + a23 = 0.
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2) Дискримiнант рiвняння, LN −M2, є бiльшим за нуль, а N = 0. Тодi маємо двi точки перетину, а точка M0

збiгається з точкою M1 або M2.
3) M = N = 0, L 6= 0 — усi точки M0, M1 та M2 стягуються у одну точку. Отже, маємо дотик кривої i прямої.

Виразивши l та m з параметричного рiвняння прямої, рiвняння дотичної у цьому випадку можна записати так:

Fx (x− x0) + Fy (y − y0) = 0,

де
Fx = a11x0 + a12y0 + a13;Fy = a12x0 + a22y0 + a23.

4) N = L = 0 — одна точка перетину (пряма паралельна до вiсi симетрiї параболи).
5) L = M = 0, N 6= 0 — пряма i крива другого порядку не перетинаються. Таке можливо, якщо ми маємо справу з

прямою поза межами елiпса чи параболи або асимптотою гiперболи. Тому зi спiввiдношення L = 0, можна отримати
умову асимптотичностi прямої:

a11l
2 + 2a12lm+ a22m

2 = 0.

3.9.7 Загальна схема зведення рiвняння кривої другого порядку до канонiчного вигляду

З теорiї квадратичних форм вiдомо, що якщо записати коефiцiєнти при старших степенях у загальному рiвняннi
кривої другого порядку у формi матрицi:

A =

(
a11 a12

a12 a22

)
,

то оскiльки матриця симетрична (елемент на другiй позицiї першого рядка дорiвнює елементу на першiй позицiї
другого рядка), власнi вектори лiнiйного оператора, який вона задає, будуть перпендикулярнi. Власнi значення цього
оператора, λ1 та λ2, будуть коефiцiєнтами у канонiчному виглядi квадратичної форми загального рiвняння, яку можна
отримати шляхом повороту та перенесення початку координат початкової системи координат. Тобто, зробивши деяку
замiну вигляду

x = b11x1 + b12y1 + x0;
y = b21x1 + b22y1 + y0;

ми можемо отримати канонiчний вигляд квадратичної форми. Якщо квадратична форма не є виродженою (задає
криву саме другого порядку), у випадку, якщо λ1 та λ2 одного знаку, матимемо елiпс, якщо рiзних — гiперболу, якщо
одне з власних значень рiвне нулю — параболу. Канонiчним виглядом нашого рiвняння буде (елiпс або гiпербола):

λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + a

′

33 = 0

або (парабола)
y2

1 + a
′

13x1 = 0.

При цьому напрямок осей нової системи координат, x1O1y1 визначається власними векторами, що вiдповiдають
власним значенням λ1 та λ2 вiдповiдно.

Отже схема зведення рiвняння кривої до канонiчного вигляду має бути такою:
Записати матрицю A та знайти власнi значення та власнi вектори лiнiйного оператора, який нею задається.
За допомогою власних векторiв знайти пiдстановку, що повертає координати до напрямкiв, що збiгаються з на-

прямками канонiчної системи координат.
Видiливши повнi квадрати вiдносно нових змiнних у перетвореному рiвняннi, встановити положення початку ко-

ординат канонiчної системи координат та остаточний вигляд канонiчного рiвняння кривої другого порядку.

3.9.8 Iнварiанти загального рiвняння лiнiї другого порядку

Iншим способом аналiзу загального рiвняння є iнварiанти.
Iнварiантом перетворення повороту координатної системи та перенесення початку координат для загального рiвня-

ння кривої другого порядку є функцiї параметрiв цього рiвняння, якi не змiнюють свого значення пiсля перетворення.
Основними iнварiантами загального рiвняння кривої другого порядку є

I1 = a11 + a22; I2 =

∣∣∣∣ a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣ ; I3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣ .
За iнварiантами можна побудувати загальну класифiкацiю лiнiй другого порядку таким чином:
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Умова Рiвняння Назва лiнiї

I2 6= 0; I3 6= 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 +

I3
I2

= 0
I2 > 0; I2I3 < 0 — елiпс
I2 > 0; I2I3 > 0 — уявний елiпс
I2 < 0 — гiпербола

I2 = 0; I3 6= 0 λ1y
2
1 ±

√
−I3
I1
x1 = 0 парабола

I3 = 0; I2 6= 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 = 0

I2 > 0 — точка
I2 < 0 — двi прямi, що перетинаються

I3 = 0; I2 = 0 λ1x
2
1 + a′33 = 0

a′33λ1 > 0 — двi уявнi прямi
a′33λ1 < 0 — двi паралельнi прямi
a′33 = 0 — одна пряма

Поєднуючи класифiкацiю за допомогою iнварiантiв з рiвняннями для визначення центра лiнiї другого порядку,
можна визначити канонiчну форму рiвняння, тип кривої та її розташування у початковiй системi координат взагалi
не виконуючи нiяких перетворень загального рiвняння кривої. У подiбний же спосiб виконується аналiз плоского
напруженого стану чи характеристик iнерцiї плоского перерiзу.

3.9.9 Опорнi задачi

Вправа 1.Дано гiперболу 16x2 − 9y2 = 25. Знайти: 1) напiввiсi a та b; 2) фокуси; 3) ексцентриситет; 4) рiвняння
асимптот; 5) рiвняння директрис.

Розв’язання
1) Для визначення a та b приведемо рiвняння до канонiчного вигляду, подiливши обидвi його частини на 25 (так,

щоб отримати у правiй частинi рiвняння 1):
x2

25

16

− y2

25

9

= 1.

Порiвнюючи отриманий результат з загальною формою запису канонiчного рiвняння, отримуємо

a =

√
25

16
=

5

4
; b =

√
25

9
=

5

3
.

2) За вiдомою формулою напiввiдстань мiж фокусами, c, для гiперболи можна знайти з рiвностi c2 = a2 +b2. Отже,

c =
√
a2 + b2 =

√
25

16
+

25

9
=

25

12
.

Оскiльки маємо справу з основним рiвнянням (перевiрте!), фокуси буде розташовано у точках F1

(
−25

12
; 0

)
та

F2

(
25

12
; 0

)
.

3) Значення ексцентриситету гiперболи обчислюється за формулою e =
c

a
. Отже, у нашiй задачi e =

25

12

/
5

4
=

5

3
.

4) Асимптоти гiперболи мають рiвняння y = ± b
a
x. Отже, у нашiй задачi рiвняннями асимптот будуть такi рiвняння:

y = ±4

3
x.

5) Директрисами будуть прямi x = ±a
e
. Отже, у нашiй задачi x = ±5

4

/
5

3
= ±3

4
.

Вправа 3. Знайти рiвняння гiперболи, якщо її ексцентриситет e = 2 i фокуси збiгаються з фокусами елiпса
9x2 + 25y2 = 225.

Розв’язання
Приводимо рiвняння елiпса до канонiчного вигляду дiленням обох його частин на 225. Оскiльки 225/9 = 25, а

225/25 = 9, маємо
x2

25
+
y2

9
= 1.

Отже, велика напiввiсь дорiвнює
√

25 = 5, мала напiввiсь дорiвнює
√

9 = 3, а фокуси елiпса розташовано на вiсi x.
Для елiпса половина вiдстанi мiж фокусами обчислюється як корiнь квадратний з рiзницi квадратiв великої i малої
напiвосей елiпса. Тому, c =

√
52 − 32 = 4. Оскiльки фокуси гiперболи за умовою збiгаються з фокусами елiпса, це

значення є напiввiдстанню мiж фокусами гiперболи.
Далi, ексцентриситет гiперболи визначається з формули e = c/a. Тому напiввiсь гiперболи можна знайти за фор-

мулою a = c/e = 4/2 = 2.
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Крiм того, iншу пiввiсь можна знайти з формули b2 = c2 − a2. Отже, b =
√

42 − 22 =
√

12. Остаточно, рiвнянням
шуканої гiперболи буде

x2

4
− y2

12
= 1.

Вправа 3. Використовуючи теорiю квадратичних форм, звести рiвняння кривої другого порядку до канонiчного
вигляду. Зобразити стару та нову системи координат та накреслити криву.

x2 + y2 − 4xy − 2x+ 4y = 1

Розв’язання
У нашому випадку матриця A матиме вигляд (оскiльки коефiцiєнт при xy є подвоєним значенням a12, в нашому

випадку a12 =
−4

2
= −2):

A =

(
1 −2
−2 1

)
.

Власнi значення знаходимо з рiвняння
∣∣∣∣ 1− λ −2
−2 1− λ

∣∣∣∣ = 0 або, пiсля розкриття визначника, λ2 − 2λ− 3 = 0.

Розв’язками цього рiвняння є, очевидно, λ1 = −1;λ2 = 3. Цi значення рiзних знакiв, отже маємо рiвняння гiперболи.
Почергово знайдемо власнi вектори, що вiдповiдають цим власним значенням:

λ1 = −1 :

(
1− (−1) −2
−2 1− (−1)

)(
a1

a2

)
= 0⇒ 2a1 − 2a2 = 0,⇒ a1 = a2.

Якщо тепер покласти a2 = C, то можна записати власний вектор ~u1, що вiдповiдає власному значенню λ1 = −1, у

виглядi ~u1 =

(
a1

a2

)
=

(
C
C

)
= C

(
1
1

)
.

Аналогiчно знаходимо для власного значення λ2 = 3(
1− 3 −2
−2 1− 3

)(
a1

a2

)
= 0⇒ 2a1 + 2a2 = 0,⇒ a1 = −a2 = −C.

~u2 =

(
a1

a2

)
=

(
−C
C

)
= C

(
−1

1

)
.

Для знаходження першої пiдстановки нам слiд знайти одиничнi вектори напрямленi за власними векторами. Для
цього слiд роздiлити кожну компоненту власного вектора на його модуль отриманi значення будуть компонентами
ортiв нової системи координат у початковiй системi координат:

~v1 =
~u1

|~u1|
=

1√
2

(
1
1

)
=


√

2

2√
2

2

 ; ~v2 =
~u2

|~u2|
=

1√
2

(
−1

1

)
=

 −
√

2

2√
2

2

 .

Координати цих ортiв є коефiцiєнтами при x та y у виразах для координат у повернутiй системi координат. Тобто
координати x

′
та y′ у повернутiй системi координат виражаються через x та y так:

x
′

=

√
2

2
x+

√
2

2
y;

y
′

= −
√

2

2
x+

√
2

2
y.

Звiдси можемо знайти x та y за допомогою правила Крамера:

x =

√
2

2
x

′ −
√

2

2
y

′
;

y =

√
2

2
x

′
+

√
2

2
y

′
.

(13)

Пiдставимо отриманi значення до вихiдного рiвняння:(√
2

2
x

′ −
√

2

2
y

′

)2

+

(√
2

2
x

′
+

√
2

2
y

′

)2

− 4

(√
2

2
x

′ −
√

2

2
y

′

)
×(√

2

2
x

′
+

√
2

2
y

′

)
− 2

(√
2

2
x

′ −
√

2

2
y

′

)
+ 4

(√
2

2
x

′
+

√
2

2
y

′

)
= 1

Пiсля спрощення матимемо
−x

′2 + 3y
′2 +
√

2x
′
+ 3
√

2y
′
− 1 = 0.
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(а) Допомiжна система координат (б) Основна система координат

Рис. 5: Креслення гiперболи

Виокремлюємо повнi квадрати

−
(
x

′2 −
√

2x
′
+

1

2

)
+ 3

(
y

′2 +
√

2y
′
+

1

2

)
− 2 = 0⇒

−
(
x

′ − 1√
2

)2

+ 3

(
y

′
+

1√
2

)2

= 2.

Виконуючи тепер пiдстановку

x1 = x
′ − 1√

2
;

y1 = y
′
+

1√
2
,

(14)

отримуємо канонiчну форму рiвняння нашої гiперболи

x2
1

2
− y2

1

2

3

= −1.

Початок нової системи координат x1O1y1 — точка O1, матиме у системi координат x
′
Oy

′
координати, що визнача-

ються з рiвнянь (14), —
(

1√
2

;− 1√
2

)
. Беручи до уваги рiвняння (13), знаходимо координати точки O1 у початковiй

системi координат:

x0 =

√
2

2

1√
2
−
√

2

2

(
− 1√

2

)
= 1;

y0 =

√
2

2

1√
2

+

√
2

2

(
− 1√

2

)
= 0.

Отже координати точки O1 у початковiй системi координат — O1(1; 0).
Для того щоб правильно намалювати гiперболу, нам слiд спочатку визначити положення її вершин та рiвняння

асимптот у новiй системi координат. Очевидно, що маємо справу з другою формою канонiчного рiвняння гiперболи,
коли вершини гiперболи розташовано на вiсi y1. Порiвнюючи наше рiвняння з загальною формою канонiчного рiвняння

для таких гiпербол
(
x2

a2
− y2

b2
= −1

)
, маємо: a =

√
2; b =

√
2

3
. Отже, вершини розташовано у точках y1 = ±b = ±

√
2

3
,

а асимптоти мають рiвняння y1 = ± b
a
x1 = ± x1√

3
.

Спочатку слiд намалювати на окремому малюнку гiперболу у перетворенiй системi координат x1O1y1, рис. a. Потiм
намалювати початкову та перетворену системи координат та гiперболу у початковiй системi координат, рис. b.

3.9.10 Завдання для аудиторної та самостiйної роботи

1. Дано елiпс 9x2 + 5y2 = 45. Знайти: 1) його напiввiсi; 2) фокуси; 3) ексцентриситет; 4) рiвняння директрис.

2. Обчислити площу чотирикутника, двi вершини якого лежать у фокусах елiпса 9x2 + 5y2 = 1, двi iншi збiгаються
з кiнцями його малої вiсi.

3. Знайти точки перетину прямої 3x− 4y − 40 = 0 i елiпса
x2

16
+
y2

9
= 1.
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4. Скласти рiвняння дотичних до елiпса
x2

10
+

2y2

5
= 1, паралельних до прямої 3x+ 2y + 7 = 0.

5. Дано гiперболу 16x2−9y2 = −144. Знайти: 1) напiввiсi a та b; 2) фокуси; 3) ексцентриситет; 4) рiвняння асимптот;
5) рiвняння директрис.

6. Точка A(−3;−5) лежить на гiперболi, фокус якої F (−2;−3), а вiдповiдна директриса задана рiвнянням x+1 = 0.
Скласти рiвняння цiєї гiперболи.

7. Знайти точки перетину прямої 4x− 3y − 16 = 0 та гiперболи
x2

25
− y2

16
= 1.

8. Скласти рiвняння дотичних до гiперболи x2 − y2 = 16, проведених з точки A(−1;−7).

9. Визначити величину параметра та розташування вiдносно координатних осей таких парабол: 1) y2 = 6x; 2)
x2 = 5y; 3) y2 = −4x; 4) x2 = −y.

10. Скласти рiвняння параболи, якщо задано її фокус F (4; 3) i директриса y + 1 = 0.

11. На елiпсi ρ =
12

3−
√

2 cosϕ
знайти точки, полярний радiус яких дорiвнює 6.

12. Визначити тип кожного з наступних рiвнянь за допомогою обчислення власних значень вiдповiдних квадрати-
чних форм: 1) 2x2 + 10xy+ 12y2− 7x+ 18y− 15 = 0; 2) 3x2− 8xy+ 7y2 + 8x− 15y+ 20 = 0; 3) 25x2− 20xy+ 4y2−
12x+ 20y − 17 = 0; 4) 5x2 + 14xy + 11y2 + 12x− 7y + 19 = 0; 5) x2 − 4xy + 4y2 + 7x− 12 = 0.

13. Звести рiвняння до канонiчної форми, визначити тип кожного з них. Для кожного з випадкiв зобразити на
кресленнi вiсi початкової системи координат та геометричний образ, що визначається вказаним рiвнянням: 1)
3x2 + 10xy+ 3y2− 2x− 14y− 13 = 0; 2) 25x2− 14xy+ 25y2 + 64x− 64y− 224 = 0; 3) 4xy+ 3y2 + 16x+ 12y− 36 = 0;
4) 7x2 +6xy−y2 +28x+12y+28 = 0; 5) 19x2 +6xy+11y2 +38x+6y+29 = 0; 6) 5x2−2xy+5y2−4x+20y+20 = 0.

3.10 Аналiтична геометрiя у просторi
3.10.1 Рiвняння поверхнi у просторi

Означення. Будь-яке рiвняння, що пов’язує координати x, y, z будь-якої точки поверхнi є рiвнянням цiєї поверхнi.

3.10.2 Загальне рiвняння площини

Означення. Площиною називається поверхня, всi точки якої задовольняють загальному рiвнянню:

Ax+By + Cz +D = 0,

де A, B, C – координати вектора
−→
N = A~i+B~j + C~k – вектор нормалi до площини.

Можливi наступнi окремi випадки:
A = 0 – площина паралельна осi Ox
B = 0 – площина паралельна осi Oy
C = 0 – площина паралельна осi Oz
D = 0 – площина проходить через початок координат
A = B = 0 – площина паралельна площинi xOy
A = C = 0 – площина паралельна площинi xOz
B = C = 0 – площину паралельна площини yOz
A = D = 0 – площина проходить через вiсь Ox
B = D = 0 – площина проходить через вiсь Oy
C = D = 0 – площина проходить через вiсь Oz
A = B = D = 0 – площина збiгається iз площиною xOy
A = C = D = 0 – площина збiгається iз площиною xOz
B = C = D = 0 – площина збiгається iз площиною yOz

3.10.3 Рiвняння площини, що проходить через три точки

Для того, щоб через три якi-небудь точки простору можна було провести єдину площину, необхiдно, щоб цi точки
не лежали на однiй прямiй.

Розглянемо точки M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3) у загальнiй декартовiй системi координат.
Для того, щоб довiльна точка M(x, y, z) лежала в однiй площинi iз точками M1, M2, M3 необхiдно, щоб вектори

−−−−→
M1M2,

−−−−→
M1M3,

−−−→
M1M були компланарнi.

(
−−−−→
M1M2,

−−−−→
M1M3,

−−−→
M1M) = 0
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Таким чином,

−−−→
M1M = {x− x1; y − y1; z − z1}−−−−→
M1M2 = {x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1}−−−−→
M1M3 = {x3 − x1; y3 − y1; z3 − z1}

Рiвняння площини, що проходить через три точки:∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0

3.10.4 Рiвняння площини за двома точками i вектором, паралельним до площини

Нехай заданi точки M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2) i вектор ~a = (a1, a2, a3).
Складемо рiвняння площини, що проходить через данi точки M1 i M2 i довiльну точку M(x, y, z) паралельно до

вектора ~a.

Вектори
−−−→
M1M = {x− x1; y − y1; z − z1}−−−−→
M1M2 = {x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1}

i вектор ~a = (a1, a2, a3) мають бути компланарнi, тобто

(
−−−→
M1M,

−−−−−→
M1M2,~a) = 0

Рiвняння площини: ∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣ = 0

3.10.5 Рiвняння площини за однiєю точкою i двома векторами, колiнеарними площинi

Нехай заданi два вектори ~a = (a1, a2, a3) i ~b = (b1, b2, b3), колiнеарнi площинi. Тодi для довiльної точки M(x, y, z),
що належить площинi, вектори ~a,~b,

−−−→
MM1 повиннi бути компланарнi.

Рiвняння площини: ∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = 0

3.10.6 Рiвняння площини за точкою та вектором нормалi

Теорема. Якщо у просторi задана точка M0(x0, y0, z0), то рiвняння площини, що проходить через точку M0

перпендикулярно вектору нормалi
−→
N = (A,B,C) має вигляд:

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Доведення. Для довiльної точкиM(x, y, z), що належить площинi, складемо вектор
−−−→
M0M = (x−x0, y−y0, z−z0).

Оскiльки вектор
−→
N – вектор нормалi, то вiн перпендикулярний площинi, а отже, перпендикулярний i вектору

−−−→
M0M .

Тодi скалярний добуток −−−→
M0M ·

−→
N = 0

Таким чином, одержуємо рiвняння площини

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0

Теорему доведено.

3.10.7 Рiвняння площини у вiдрiзках

Якщо в загальному рiвняннi Ax+By + Cz +D = 0 подiлити обидвi частини на −D

−A
D
x− B

D
y − C

D
z − 1 = 0,

замiнивши −D
A

= a, −D
B

= b, −D
C

= c, одержимо рiвняння площини у вiдрiзках:

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1

Числа a, b, c є координатами точок перетину площини вiдповiдно з осями x, y, z.
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3.10.8 Рiвняння площини у векторнiй формi

~r · ~n = p,

де ~r = x~i+ y~j + z~k – радiус-вектор поточної точки M(x, y, z), ~n =~i cosα+~j cosβ +~k cos γ – одиничний вектор, що має
напрямок перпендикуляра, опущеного на площину з початку координат.

α, β i γ – кути, утворенi цим вектором з осями x, y, z.
p – довжина цього перпендикуляра.
У координатах це рiвняння має вигляд:

x cosα+ y cosβ + z cos γ − p = 0.

Останнє рiвняння називається нормальним рiвнянням площини.

3.10.9 Вiдстань вiд точки до площини

Вiдстань вiд довiльної точки M0(x0, y0, z0) до площини Ax+By + Cz +D = 0 дорiвнює:

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2

Приклад. Знайти рiвняння площини, знаючи, що точка P (4;−3; 12) – основа перпендикуляра, опущеного з початку
координат на цю площину.

−−→
OP = (4;−3; 12);

∣∣∣−−→OP ∣∣∣ =
√

16 + 9 + 144 =
√

169 = 13;

−→
N =

(
4

13
;− 3

13
;

12

13

)
Таким чином, A = 4/13; B = −3/13; C = 12/13, скористаємося формулою:

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

4

13
(x− 4)− 3

13
(y + 3) +

12

13
(z − 12) = 0

4

13
x− 16

13
− 3

13
y − 9

13
+

12

13
z − 144

13
= 0

4

13
x− 3

13
y +

12

13
z − 169

13
= 0

4x− 3y + 12z − 169 = 0.

Приклад. Знайти рiвняння площини, що проходить через двi точки P (2; 0;−1) i Q(1;−1; 3) перпендикулярно пло-
щини 3x+ 2y − z + 5 = 0.

Вектор нормалi до площини 3x+ 2y − z + 5 = 0,
−→
N = (3; 2;−1) паралельний до шуканої площини.

Одержуємо: ∣∣∣∣∣∣
x− 2 y − 0 z + 1
1− 2 −1− 0 3 + 1

3 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0

∣∣∣∣∣∣
x− 2 y z + 1
−1 −1 4
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0

(x− 2)(1− 8)− y(1− 12) + (z + 1)(−2 + 3) = 0

−7(x− 2) + 11y + (z + 1) = 0

−7x+ 14 + 11y + z + 1 = 0

−7x+ 11y + z + 15 = 0

Приклад. Знайти рiвняння площини, що проходить через точки A(2,−1, 4) i B(3, 2,−1) перпендикулярно площини
x+ y + 2z − 3 = 0.

Шукане рiвняння площини має вигляд: Ax+By+Cz+D = 0, вектор нормалi до цiєї площини −→n1 = (A,B,C). Вектор
−−→
AB = (1, 3,−5) належить площинi. Задана нам площина, перпендикулярна шуканої має вектор нормалi −→n2 = (1, 1, 2).
Оскiльки точки A та B належать обом площинам, а площини взаємно перпендикулярнi, то

−→n1 =
−−→
AB ×−→n2 =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 3 −5
1 1 2

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ 3 −5
1 2

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣ 1 −5
1 2

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣ 1 3
1 1

∣∣∣∣ = 11~i− 7~j − 2~k.
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Таким чином, вектор нормалi ~n1 = (11,−7,−2). Оскiльки точка A належить шуканiй площинi, то її координати
повиннi задовольняти рiвнянню цiєї площини, тобто 11 · 2 + 7 · 1− 2 · 4 +D = 0; D = −21.

Отже, одержуємо рiвняння площини: 11x− 7y − 2z − 21 = 0.
Приклад. Знайти рiвняння площини, знаючи, що точка P (4,−3, 12) – основа перпендикуляра, опущеного з початку

координат на цю площину.
Знаходимо координати вектора нормалi

−−→
OP= (4, –3, 12). Шукане рiвняння площини має вигляд: 4x−3y+12z+D = 0.

Для знаходження коефiцiєнта D пiдставимо в рiвняння координати точки P :

16 + 9 + 144 +D = 0

D = −169

Разом, одержуємо шукане рiвняння: 4x− 3y + 12z − 169 = 0.
Приклад. Дано координати вершин пiрамiди A1(1; 0; 3), A2(2;−1; 3), A3(2; 1; 1), A4(1; 2; 5).

1. Знайти довжину ребра A1A2.
−−−→
A1A2 = {2− 1;−1− 0; 3− 3} = {1;−1; 0} ;

∣∣∣−−−→A1A2

∣∣∣ =
√

1 + 1 + 0 =
√

2(од).

2. Знайти кут мiж ребрами A1A2 i A1A4.
−−−→
A1A4 = {1− 1; 2− 0; 5− 3} = {0; 2; 2}∣∣∣−−−→A1A4

∣∣∣ = 2
√

2(од)
−−−→
A1A2 ·

−−−→
A1A4 = (1;−1; 0)(0; 2; 2) = −2

−−−→
A1A2 ·

−−−→
A1A4 =

∣∣∣−−−→A1A2

∣∣∣ ∣∣∣−−−→A1A4

∣∣∣ cosα = 2
√

2
√

2 cosα = 4 cosα

cosα =

−−−→
A1A2 ·

−−−→
A1A4∣∣∣−−−→A1A2

∣∣∣ ∣∣∣−−−→A1A4

∣∣∣ = −2

4
= −1

2
; α = 120◦

3. Знайти кут мiж ребром A1A4 i гранню A1A2A3.

Спочатку знайдемо вектор нормалi до гранi A1A2A3, ~N , як векторний добуток векторiв
−−−→
A1A3 i

−−−→
A1A2.

−−−→
A1A3 = (2− 1; 1− 0; 1− 3) = (1; 1;−2);

~N =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 −2
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ =~i(0− 2)−~j(0 + 2) + ~k(−1− 1) = −2~i− 2~j − 2~k; ~N = (−2;−2;−2)∣∣∣ ~N ∣∣∣ = 2
√

3

Знайдемо кут мiж вектором нормалi i вектором
−−−→
A1A4.

−→
N ·
−−−→
A1A4 =

∣∣∣ ~N ∣∣∣ · ∣∣∣−−−→A1A4

∣∣∣ cosβ = 2
√

3 · 2
√

2 cosβ

−→
N ·
−−−→
A1A4 = −4− 4 = −8.

Шуканий кут γ мiж вектором i площиною буде дорiвнює γ = 90◦ − β.

sin γ = cosβ =
|−8|
4
√

6
=

2√
6

=

√
6

3
.γ = arcsin

√
6

3

4. Знайти площу гранi A1A2A3.

S =
1

2

∣∣∣−−−→A1A2 ×
−−−→
A1A3

∣∣∣ =
1

2

∣∣∣ ~N ∣∣∣ =
√

3(од2)

5. Знайти об’єм пiрамiди.

V =
1

6

∣∣∣((−−−→A1A2 ×
−−−→
A1A3

)
·
−−−→
A1A4

)∣∣∣ =

∣∣∣∣16 ~N · −−−→A1A4

∣∣∣∣ =
4

3
(од3

).

6. Знайти рiвняння площини A1A2A3.
Скористаємося формулою рiвняння площини, що проходить через три точки.∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 0 z − 3
2− 1 −1− 0 3− 3
2− 1 1− 0 1− 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y z − 3

1 −1 0
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = (x− 1) · 2− y(−2) + (z − 3)(1 + 1) =

= 2x− 2 + 2y + 2z − 6 = 0

2x+ 2y + 2z − 8 = 0;

x+ y + z − 4 = 0;
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3.10.10 Рiвняння лiнiї у просторi

Лiнiя у просторi може бути визначена i iнакше. Її можна розглядати як лiнiю перетину двох поверхонь, кожна з
яких задана якимось рiвнянням.

Нехай F (x, y, z) = 0 i Φ(x, y, z) = 0 – рiвняння поверхонь, що перетинаються уздовж лiнiї L.
Тодi пари рiвнянь {

F (x, y, z) = 0
Φ(x, y, z) = 0

назвемо рiвнянням лiнiї у просторi.

3.10.11 Рiвняння прямої у просторi за точкою та напрямним вектором

Розгляньмо довiльну пряму i вектор ~S = (m,n, p), паралельний данiй прямiй. Вектор ~S називається напрямним
вектором прямої.

На прямiй вiзьмемо двi довiльнi точки M0(x0, y0, z0) i M(x, y, z).

S

y

z

O

M
M0

r
r0

x

Позначимо радiус-вектори цих точок як −→r0 i ~r, тодi ~r −−→r0 =
−−−→
M0M .

Оскiльки вектори
−−−→
M0M i ~S колiнеарнi, має виконуватися спiввiдношення

−−−→
M0M = ~St, де t – деякий параметр.

Разом, можна записати: ~r = −→r0 + ~St.
Оскiльки цьому рiвнянню задовольняють координати будь-якої точки прямої, то отримане рiвняння – параме-

тричне рiвняння прямої.
Це векторне рiвняння може бути представлене в координатнiй формi: x = x0 +mt

y = y0 + nt
z = z0 + pt

Перетворивши цю систему i дорiвнявши значення параметра t одне до одного, одержуємо канонiчнi рiвняння
прямої у просторi:

x− x0

m
=
y − y0

n
=
z − z0

p
.

Означення. Напрямними косинусами прямої називаються напрямнi косинуси вектора ~S, якi можуть бути
обчисленi за формулами:

cosα =
m√

m2 + n2 + p2
; cosβ =

n√
m2 + n2 + p2

; cos γ =
p√

m2 + n2 + p2
.

Звiдси одержимо: m : n : p = cosα : cosβ : cos γ.
Числа m, n, p називаються кутовими коефiцiєнтами прямої. Оскiльки ~S – ненульовий вектор, то m, n i p не

можуть дорiвнювати нулю одночасно, але одне або два iз цих чисел можуть дорiвнювати нулю. У цьому випадку в
рiвняннi прямої варто прирiвняти до нуля вiдповiднi чисельники.

3.10.12 Рiвняння прямої у просторi, що проходить через двi точки

Якщо на прямiй у просторi позначити двi довiльнi точки M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2), то координати цих точок
повиннi задовольняти отриманому вище рiвнянню прямої:

x2 − x1

m
=
y2 − y1

n
=
z2 − z1

p
.
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Крiм того, для точки M1 можна записати:

x− x1

m
=
y − y1

n
=
z − z1

p
.

Розв’язуючи спiльно цi рiвняння, одержимо:

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
.

Це рiвняння прямої, що проходить через двi точки у просторi.

3.10.13 Загальнi рiвняння прямої у просторi

Рiвняння прямої може бути розглянуте як рiвняння лiнiї перетину двох площин.
Як було розглянуто вище, площина у векторнiй формi може бути задана рiвнянням:
~N · ~r +D = 0, де ~N – нормаль площини; ~r – радiус-вектор довiльної точки площини.
Нехай у просторi заданi двi площини:

−→
N1 · ~r + D1 = 0 i

−→
N2 · ~r + D2 = 0, вектори нормалi мають координати:−→

N1(A1, B1, C1),
−→
N2(A2, B2, C2); ~r = (x, y, z).

Тодi загальнi рiвняння прямої у векторнiй формi:{ −→
N1 · ~r +D1 = 0
−→
N2 · ~r +D2 = 0

Загальнi рiвняння прямої в координатнiй формi:{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0
A2x+B2y + C2z +D2 = 0

Практична задача часто полягає в приведеннi рiвнянь прямих у загальному видi до канонiчного виду.
Для цього треба знайти довiльну точку прямої i числа m, n, p.
При цьому напрямний вектор прямої може бути знайдений як векторний добуток векторiв нормалi до заданих

площин.

~S =
−→
N1 ×

−→
N2 =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ =~im+~jn+ ~kp.

Приклад. Знайти канонiчне рiвняння, якщо пряма задана у виглядi:{
2x− y + 3z − 1 = 0
5x+ 4y − z − 7 = 0

Для знаходження довiльної точки прямої, приймемо її координату x = 0, а потiм пiдставимо це значення в задану
систему рiвнянь.{

y = 3z − 1
4y − z − 7 = 0

{
y = 3z − 1
12z − 4− z − 7 = 0

{
y = 3z − 1
z = 1

{
y = 2
z = 1

, тобто A(0, 2, 1).

Знаходимо компоненти напрямного вектора прямої.

m =

∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ −1 3
4 −1

∣∣∣∣ = −11; n = −
∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 2 3

5 −1

∣∣∣∣ = 17; p =

∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2 −1
5 4

∣∣∣∣ = 13.

Тодi канонiчнi рiвняння прямої:

− x

11
=
y − 2

17
=
z − 1

13
.

Приклад. Привести до канонiчного виду рiвняння прямої, задане у виглядi:{
2x+ 3y − 16z − 7 = 0
3x+ y − 17z = 0

Для знаходження довiльної точки прямої, що є лiнiєю перетину зазначених вище площин, приймемо z = 0. Тодi:{
2x+ 3y − 16z − 7 = 0
3x+ y − 17z = 0

; y = −3x;

2x− 9x− 7 = 0;x = −1; y = 3.

Одержуємо: A(−1; 3; 0).

Напрямний вектор прямої: ~S = −→n1 ×−→n2 =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
2 3 −16
3 1 −17

∣∣∣∣∣∣ = −35~i− 14~j − 7~k.

Отже:
x+ 1

−35
=
y − 3

−14
=

z

−7
;
x+ 1

5
=
y − 3

2
=
z

1
.
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3.10.14 Кут мiж площинами

Кут мiж двома площинами у просторi ϕ пов’язаний з кутом мiж нормалями до цих площин ϕ1 спiввiдношенням:
ϕ = ϕ1 або ϕ = 180◦ − ϕ1, тобто cosϕ = ± cosϕ1.

Визначимо кут ϕ1. Вiдомо, що площини можуть бути заданi спiввiдношеннями:{ −→
N1 · ~r +D1 = 0
−→
N2 · ~r +D2 = 0

, де

−→
N1 = (A1, B1, C1),

−→
N2 = (A2, B2, C2). Кут мiж векторами нормалi знайдемо з їхнього скалярного добутку:

cosϕ1 =

−→
N1 ·
−→
N2∣∣∣−→N1

∣∣∣ ∣∣∣−→N2

∣∣∣ .
Таким чином, кут мiж площинами знаходиться за формулою:

cosϕ = ± A1A2 +B1B2 + C1C2√
A2

1 +B2
1 + C2

1

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

Вибiр знака косинуса залежить вiд того, який кут мiж площинами слiд знайти – гострий, або сумiжний з ним
тупий.

3.10.15 Умови паралельностi i перпендикулярностi площин

На основi отриманої вище формули для знаходження кута мiж площинами можна знайти умови паралельностi i
перпендикулярностi площин.

Для того, щоб площини були перпендикулярнi, необхiдно i достатньо, щоб косинус кута мiж площинами дорiвнював
нулю. Ця умова виконується, якщо:

A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0.

Площини паралельнi, вектори нормалей колiнеарнi:
−→
N1||
−→
N2. Ця умова виконується, якщо:

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
.

3.10.16 Кут мiж прямими у просторi

Нехай у просторi заданi двi прямi. Їхнi параметричнi рiвняння:

l1 : ~r = −→r1 +
−→
S1t

l2 : ~r = −→r2 +
−→
S2t

~r = (x, y, z); −→r1 = (x1, y1, z1); −→r2 = (x2, y2, z2);
−→
S1 = (m1, n1, p1);

−→
S2 = (m2, n2, p2).

Кут мiж прямими ϕ i кут мiж напрямними векторами ϕ цих прямих пов’язанi спiввiдношенням: ϕ = ϕ1 або
ϕ = 180◦ − ϕ1. Кут мiж напрямними векторами знаходиться зi скалярного добутку у такий спосiб:

cosϕ = ±
−→
S1 ·
−→
S2∣∣∣−→S1

∣∣∣ ∣∣∣−→S2

∣∣∣ = ± m1m2 + n1n2 + p1p2√
m2

1 + n2
1 + p2

1

√
m2

2 + n2
2 + p2

2

.
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3.10.17 Умови паралельностi i перпендикулярностi прямих у просторi

Щоб двi прямi були паралельнi, необхiдно i достатньо, щоб напрямнi вектори цих прямих були колiнеарнi, тобто
їх вiдповiднi координати були пропорцiйнi.

m1

m2
=
n1

n2
=
p1

p2

Щоб двi прямi були перпендикулярнi, необхiдно i достатньо, щоб напрямнi вектори цих прямих були перпендику-
лярнi, тобто косинус кута мiж ними дорiвнював нулю.

m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0

3.10.18 Кут мiж прямою i площиною

Означення. Кутом мiж прямою i площиною називається будь-який кут мiж прямою та її проєкцiєю на цю
площину.

Нехай площина задана рiвнянням ~N ·~r+D = 0, а пряма – ~r = −→r0 + ~St. З геометричних мiркувань (див. рис.) видно,
що шуканий кут α = 90◦ − ϕ, де α – кут мiж векторами ~N i ~S. Цей кут може бути знайдений за формулою:

cosα =
~N · ~S∣∣∣ ~N ∣∣∣ ∣∣∣~S∣∣∣

sinϕ = ± cosα = ±
~N · ~S∣∣∣ ~N ∣∣∣ ∣∣∣~S∣∣∣

У координатнiй формi:

sinϕ = ± Am+Bn+ Cp
√
A2 +B2 + C2

√
m2 + n2 + p2

.

3.10.19 Умови паралельностi i перпендикулярностi прямої i площинi у просторi

Для того, щоб пряма i площина були паралельнi, необхiдно i достатньо, щоб вектор нормалi до площини i напрямний
вектор прямої були перпендикулярнi. Для цього необхiдно, щоб їхнiй скалярний добуток був рiвний нулевi.

~N⊥~S, ~N · ~S = 0, sinϕ = 0, Am+Bn+ Cp = 0.

Для того, щоб пряма i площина були перпендикулярнi, необхiдно i достатньо, щоб вектор нормалi до площини
i напрямний вектор прямої були колiнеарнi. Ця умова виконується, якщо векторний добуток цих векторiв дорiвнює
нулю.

~N × ~S = 0;
A

m
=
B

n
=
C

p

3.11 Поверхнi другого порядку
3.11.1 Загальне рiвняння поверхнi другого порядку

Поверхнi другого порядку з точки зору аналiтичної геометрiї є узагальненням кривих другого порядку на випадок
простору. Аналогiчно до кривих другого порядку, загальним рiвнянням поверхнi другого порядку буде рiвняння

a11x
2 + a22y

2+a33z
2+2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2a14x+ 2a24y + 2a34z + a44 = 0 (15)

Можна показати, що будь-який перетин поверхнi другого порядку площиною є кривою другого порядку.
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3.11.2 Класифiкацiя поверхонь другого порядку

Подiбно до кривих другого порядку, загальне рiвняння поверхнi другого порядку можна за допомогою повороту
осей координатної системи на перенесення початку координат привести до канонiчного вигляду. Нижче наведено
таблицю з рисунками, записом канонiчної форми рiвняння та назвами поверхонь другого порядку. Крiм вказаних у
таблицi поверхонь, прийнято виокремлювати такi поверхнi, якi можна отримати рухом прямої (твiрної), спрямованої
паралельно до вiсi z вздовж кривих другого порядку:

x2

a2
+
y2

b2
= 1 — елiптичний цилiндр;

x2

a2
− y2

b2
= 1 — гiперболiчний цилiндр; y2 = 2px — параболiчний цилiндр.

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

Елiпсоїд

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

Однопорожнинний
гiперболоїд

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1

Двопорожнинний
гiперболоїд

x2

a2
+
y2

b2
= 2z

Елiптичний параболоїд

x2

a2
− y2

b2
= 2z

Гiперболiчний параболоїд

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0

Конус

3.11.3 Метод паралельних перерiзiв

Для побудови ескiзiв та з’ясування властивостей поверхонь другого порядку застосовують метод паралельних
перерiзiв. Суть цього методу у побудовi перерiзiв фiгури, що обмежується поверхнею, площинами, паралельними до
площин координат. Отриманi ескiзи перерiзiв «вставляються» до ескiзу поверхнi, пiсля чого на них «натягується» сам
ескiз поверхнi.

3.11.4 Прямолiнiйнi твiрнi поверхонь другого порядку

Розглянемо рiвняння однопорожнинного гiперболоїда:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

Перенiсши y2/b2 до правої частини рiвняння, матимемо

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
.

Тодi, за формулою рiзницi квадратiв отримаємо(x
a
− z

c

)(x
a

+
z

c

)
=
(

1− y

b

)(
1 +

y

b

)
.

Звiдси маємо два сiмейства прямих, заданих у формi перетину двох площин:
x

a
− z

c
= u

(
1 +

y

b

)
;

x

a
+
z

c
=

1

u

(
1− y

b

)
;

та


x

a
+
z

c
=

1

v

(
1 +

y

b

)
;

x

a
− z

c
= v

(
1− y

b

)
,
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де u та v – довiльнi числа.
Цi прямi повнiстю належать поверхнi, називаються прямолiнiйними твiрними i мають такi властивостi: усi прямi

одного сiмейства є мимобiжними, усi прямi рiзних сiмейств перетинаються.
Далi, розглянемо рiвняння гiперболiчного параболоїда:

x2

a2
− y2

b2
= 2z.

Використовуючи формулу розкладу рiзницi квадратiв на множники, знаходимо(x
a

+
y

b

)(x
a
− y

b

)
= 2 · z.

Звiдки маємо такi рiвняння прямолiнiйних твiрних:
x

a
+
y

b
= 2u;

x

a
− y

b
=
z

u
;

та


x

a
− y

b
= 2v;

x

a
+
y

b
=
z

v
.

Прямолiнiйнi твiрнi гiперболiчного параболоїда мають такi властивостi: усi прямi одного сiмейства є мимобiжними,
усi прямi рiзних сiмейств перетинаються, усi прямi одного сiмейства паралельнi до однiєї спiльної площини.

Розташовуючи силовi елементи конструкцiй (прямолiнiйнi стандартнi балки) за прямолiнiйними напрямними мо-
жна побудувати ефектнi та дешевi iнженернi конструкцiї, розрахунок яких стандартними методами не викликатиме
нiяких проблем.

3.11.5 Класифiкацiя поверхонь другого порядку за допомогою iнварiантiв

Аналогiчно до кривих другого порядку, для аналiзу загального рiвняння поверхнi другого порядку можна засто-
сувати iнварiанти вiдповiдної квадратичної форми. Iнварiантами рiвнянь поверхонь другого порядку є

I1 = a11 + a22 + a33; I2 =

∣∣∣∣ a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ a11 a13

a13 a33

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ a22 a23

a23 a33

∣∣∣∣ ;
I3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣ ; I4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

a12 a22 a23 a24

a13 a23 a33 a34

a14 a24 a34 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Для аналiзу належностi поверхнi до певного типу використовується матриця з коефiцiєнтiв квадратичної форми

загального рiвняння поверхнi:

A =

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33


та її власнi числа, λ1, λ2 та λ3 (власнi вектори задають напрямки повернутих осей координатної системи). Нижче
наведено результати такої класифiкацiї.

Умова Рiвняння Назва поверхнi

I4 6= 0; I3 6= 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + λ3z

2
1 +

I4
I3

= 0 Елiпсоїд, однопорожнинний
або двопорожнинний гiперболоїд

I4 6= 0; I3 = 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 ±

√
− I4
λ1λ2

z1 = 0 Елiптичний або гiперболiчний па-
раболоїд

I4 = 0; I3 6= 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + λ3z

2
1 = 0 Конус або точка (0; 0; 0)

I4 = 0; I3 = 0;λ1 6= 0;λ2 6= 0;λ3 = 0 λ1x
2
1 + λ2y

2
1 + a′44 = 0

a′44 6= 0 — елiптичний або гiперболi-
чний цилiндр
a′44 = 0 — пара площин або пряма

I4 = 0; I3 = 0;λ1 6= 0;λ2 = λ3 = 0
λ1x

2
1 + a′44z = 0 або Параболiчний цилiндр

λ1x
2
1 + a′44 = 0 Пара площин

3.11.6 Опорнi задачi

Вправа 1. Намалювати ескiз поверхнi другого порядку

x2

16
+
y2

9
− z2

25
= 1.

Розв’язання. Скористаємося методом перерiзiв.

Перерiз поверхнi площиною xOy знайдемо пiдставивши до рiвняння поверхнi z = 0:
x2

16
+
y2

9
= 1. Це рiвняння

елiпса.
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Для перерiзу площиною площиною xOz (y = 0) маємо
x2

16
− z2

25
= 1 — гiпербола.

Для перерiзу площиною yOz (x = 0) —
y2

9
− z2

25
= 1 — теж гiпербола.

Малюємо вiдповiднi кривi другого порядку на координатних площинах i за ними будуємо ескiз поверхнi (рис. 2.1).

Вправа 2. Знайти точки перетину поверхнi
x2

9
− y2

4
= z та прямої

x

3
=
y − 2

−2
=
z + 1

2
.

Розв’язання. Перепишемо рiвняння прямої у параметричному виглядi: x = 3t;
y = 2− 2t;
z = −1 + 2t.

Якщо точка M (x; y; z) належить є точкою перетину поверхнi та прямої, її координати мають одночасно задоволь-
няти вказану вище систему рiвнянь для прямої та рiвняння поверхнi. Отже, пiдставивши вирази для x, y та z до
рiвняння поверхнi, матимемо:

(3t)
2

9
− (2− 2t)

2

4
= −1 + 2t

або
0 = 0.

Отже, рiвняння задовольняється за будь-яких значень t, тобто пряма повнiстю належить поверхнi (є прямолiнiйною
твiрною).

Вправа 3. Визначити за рiвнянням 3x2 + 3y2 + z2 + 4xz−4yz+ 6x+ 4y−8z+ 10 = 0 тип поверхнi другого порядку,
яка задається цим рiвнянням, та вектори-напрямки осей у перетворенiй системi координат.

Розв’язання. Скористаємося iнварiантами квадратичної форми рiвняння. Вiдповiдна матриця квадратичної фор-
ми у цьому випадку матиме вигляд

A =

 3 0 2
0 3 −2
2 −2 1

 .

Власнi значення i власнi вектори цiєї матрицi можна знайти за допомогою системи комп’ютерної алгебри (напри-

клад Maxima). Ними будуть λ1 = 5 (одиничний власний вектор —
(

1√
3

;− 1√
3

;
1√
3

)
); λ1 = 3 (одиничний власний

вектор —
(

1√
2

;
1√
2

; 0

)
) та λ3 = −1 (одиничний власний вектор —

(
1√
6

;− 1√
6

;− 2√
6

)
). I3 = −15; I4 = −281. Отже, за

таблицею маємо справу з двопорожнинним гiперболоїдом з рiвнянням у перетворенiй системi координат

5x′
2
1 + 3y′

2
1 − z′

2
1 +

281

15
= 0.

Напрями осей повернутої системи координат визначаються знайденими власними векторами.
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3.11.7 Завдання для аудиторної та самостiйної роботи

1. Намалювати ескiзи поверхонь: 1) x2 +y2−4z2 = 4; 2) x2 +9y2 +25z2 = 36; 3) x2 +y2 +2x−4y = 0; 4) x2−16z2 = 1.

2. Знайти точки перетину поверхнi i прямої: 1)
x2

81
+
y2

36
+
z2

9
= 1 та

x− 3

3
=
y − 4

−6
=
z + 2

4
; 2)

x2

16
+
y2

9
− z2

4
= 1 та

x

4
=

y

−3
=
z + 2

4
.

3. Переконавшись, що точка M(1; 3;−1) лежить на гiперболiчному параболоїдi 4x2− z2 = y, скласти рiвняння його
прямолiнiйних твiрних, що проходять крiзь M .

4. Визначити за рiвнянням тип поверхнi другого порядку, яка задається цим рiвнянням, та вектори-напрямки осей
у перетворенiй системi координат: 1) x2 + y2 + 2x− 4y + 2z + 1 = 0; 2) x2 + 6y − 8z + 10 = 0; 3) 3x2 − 7y2 + 3z2 +
8xy − 8xz − 8yz + 10x− 14y − 6z − 8 = 0.

4 Диференцiальне числення функцiї однiєї змiнної

4.1 Числова послiдовнiсть
Означення. Якщо кожному натуральному числу n поставлено у вiдповiднiсть число xn, то кажуть, що задано

послiдовнiсть
x1, x2, . . . , xn = {xn}

Загальний елемент послiдовностi є залежним вiд n.

xn = f(n)

У такий спосiб послiдовнiсть може розглядатися як функцiя.
Задати послiдовнiсть можна рiзними способами – головне, щоб був зазначений спосiб одержання будь-якого члена

послiдовностi.
Приклад. {xn} = {(−1)n} або {xn} = −1; 1;−1; 1; . . .
{xn} = {sinπn/2} або {xn} = 1; 0;−1; 0; . . .
Для послiдовностей можна визначити наступнi операцiї:

1. Множення послiдовностi на число m: m{xn} = {mxn}, тобто mx1, mx2, . . .

2. Додавання (вiднiмання) послiдовностей: {xn} ± {yn} = {xn ± yn}.

3. Добуток послiдовностей: {xn} · {yn} = {xn · yn}.

4. Дiлення послiдовностей:
{xn}
{yn}

=

{
xn
yn

}
при {yn} 6= 0.

4.2 Обмеженi i необмеженi послiдовностi
Означення. Послiдовнiсть {xn} називається обмеженою, якщо iснує таке число M > 0, що для будь-якого n

виконується нерiвнiсть:

|xn| < M

тобто всi члени послiдовностi належать промiжку (−M ;M).
Означення. Послiдовнiсть {xn} називається обмеженою згори, якщо для будь-якого n iснує таке число M , що

xn6M.

Означення. Послiдовнiсть {xn} називається обмеженою знизу, якщо для будь-якого n iснує таке число M , що

xn>M.

Приклад. {xn} = n – обмежена знизу {1, 2, 3, . . . }...
Означення. Число a називається границею послiдовностi {xn}, якщо для будь-якого додатного ε > 0 iснує такий

номер N , що для всiх n > N виконується умова:

|a− xn| < ε.

Це записується: lim
n→∞

xn = a.
У цьому випадку говорять, що послiдовнiсть {xn} збiгається до a при n→∞.
Властивiсть: Якщо вiдкинути якусь скiнченну кiлькiсть членiв послiдовностi, то виходить нова послiдовнiсть,

при цьому якщо збiгається одна з них, то збiгається i iнша.
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Приклад. Довести, що границя послiдовностi lim
n→∞

(−1)n

n
= 0.

Нехай при n > N виконується
∣∣∣∣0− (−1)n

n

∣∣∣∣ < ε, тобто
1

n
< ε. Це вiрно при n >

1

ε
, таким чином, якщо за N взяти

цiлу частину вiд
1

ε
, то твердження, наведене вище, виконується.

Приклад. Показати, що при n→∞ послiдовнiсть 3, 2
1

2
, 2

1

3
, 2

1

4
, ..., 2 +

1

n
має границею число 2.

Отже: {xn} = 2 + 1/n; 1/n = xn − 2.

Очевидно, що iснує таке число n, що |xn − 2| =
∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ < ε, тобто lim

n→∞
xn = 2.

Теорема. Послiдовнiсть не може мати бiльше однiєї границi.
Доведення. Припустимо, що послiдовнiсть {xn} має двi границi a i b, не рiвнi одна однiй.
xn → a; xn → b; a 6= b.
Тодi за означенням для будь-якого ε > 0 iснує таке число N , що для будь-якого n > N :

|a− xn| <
ε

2
|b− xn| <

ε

2

Запишемо вираз: |a− b| = |(a− xn) + (xn − b)|6 |a− xn|+ |xn − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε

А оскiльки ε – будь-яке число, |a− b| = 0, тобто a = b. Теорему доведено.
Теорема. Якщо xn → a, то |xn| → |a|.
Доведення. З xn → a слiдує, що |xn − a| < ε. У той же час:
||xn| − |a|| 6 |xn − a|, тобто ||xn| − |a|| < ε , тобто |xn| → |a|. Теорему доведено.
Теорема. Якщо xn → a, то послiдовнiсть {xn} обмежена.
Слiд зазначити, що обернене твердження не є правильним, тобто з обмеженостi послiдовностi не випливає її збi-

жнiсть.
Наприклад, послiдовнiстьxn =

{
1 + 1

n , при парному n
2− 1

n , при непарному n не має границi, хоча |xn|62.

Теорема (про трьох собачок). Якщо xn → a i zn → a i xn 6 yn 6 zn, то yn → a.

4.3 Монотоннi послiдовностi
Означення. 1) Якщо xn+1 > xn для всiх n, то послiдовнiсть зростаюча.
2) Якщо xn+1 > xn для всiх n, то послiдовнiсть неспадна.
3) Якщо xn+1 < xn для всiх n, то послiдовнiсть спадна.
4) Якщо xn+1 6 xn для всiх n, то послiдовнiсть незростаюча
Всi цi послiдовностi називаються монотонними. Зростаючi i спаднi послiдовностi називаються строго монотон-

ними.
Приклад. {xn} = 1/n – спадна i обмежена
{xn} = n – зростаюча i необмежена.

Приклад. Довести, що послiдовнiсть {xn} =

{
n

2n+ 1

}
монотонна зростаюча.

Знайдемо член послiдовностi xn+1 =
n+ 1

2n+ 2 + 1
=

n+ 1

2n+ 3
.

Знайдемо знак рiзницi:

xn − xn+1 =
n

2n+ 1
− n+ 1

2n+ 3
=

2n2 + 3n− 2n2 − 2n− n− 1

(2n+ 1)(2n+ 3)
=

−1

(2n+ 1)(2n+ 3)
< 0,

оскiльки при n ∈ N знаменник додатний при будь-якому n.
Таким чином, xn+1 > xn. Послiдовнiсть зростаюча, що i слiд було довести.
Приклад. З’ясувати чи є зростаючою або спадною послiдовнiсть {xn} =

n

5n
.

Знайдемо xn+1 =
n+ 1

5n+1
. Знайдемо рiзницю

xn+1 − xn =
n+ 1

5 · 5n
− n

5n
=
n+ 1− 5n

5 · 5n
=

1− 4n

5 · 5n
,

оскiльки при n ∈ N; 1− 4n < 0, xn+1 < xn. Послiдовнiсть монотонно спадає.
Слiд зазначити, що монотоннi послiдовностi обмеженi принаймнi з одного боку.
Теорема. Монотонна обмежена послiдовнiсть має границю.
Доведення. Розглянемо монотонну неспадну послiдовнiсть

x16x26x36 . . .6xn6xn+16 . . .
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Ця послiдовнiсть обмежена згори: xn 6M , де M – деяке число.
Оскiльки будь-яка, обмежена згори, числова множина має точну верхню грань, то для кожного ε > 0 iснує таке

число N , що xN > a− ε, де a – деяка верхня грань множини.
Оскiльки {xn} – неспадна послiдовнiсть, при n > N : a− ε < xN 6 xn, xn > a− ε.
Звiдси a− ε < xn < a+ ε
−ε < xn − a < ε або xn − a < ε, тобто lim

n→∞
xn = a.

Для iнших монотонних послiдовностей доведення аналогiчне. Теорему доведено.

4.4 Число е

Розглянемо послiдовнiсть {xn} =

(
1 +

1

n

)n
.

Якщо послiдовнiсть {xn} монотонна i обмежена, то вона має скiнченну границю.
За формулою бiнома Ньютона:

(
1 +

1

n

)n
= 1 +

n

1
· 1

n
+
n(n− 1)

1 · 2
·
(

1

n

)2

+
n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3

(
1

n

)3

+ ...+
n(n− 1)(n− 2)...[n− (n− 1)]

1 · 2 · 3 · · · n

(
1

n

)n
або, що те ж саме

xn = 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+ ...+

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
...

(
1− k − 1

n

)
+ ...+

1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
...

(
1− n− 1

n

)
Покажемо, що послiдовнiсть {xn} – зростаюча. Дiйсно, запишемо вираз xn+1 i прирiвняємо його з виразом xn:

xn+1 = 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n+ 1

)
+ ...+

1

k!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
...

(
1− k − 1

n+ 1

)
+ ...

+
1

n!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
...

(
1− n− 1

n+ 1

)
+

1

(n+ 1)!

(
1− 1

n+ 1

)
...

(
1− n

n+ 1

)
.

Кожний доданок у виразi xn+1 бiльше вiдповiдного значення xn, i, крiм того, в xn+1 додається ще один додатний
доданок. Таким чином, послiдовнiсть {xn} зростаюча.

Доведемо тепер, що при будь-якому n її члени не перевищують трьох: xn < 3.

xn < 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ ...+

1

n!
< 1 + 1 +

1

2
+

1

22
+ ...+

1

2n+1
= 1 +

1− 1

2n

1− 1

2

< 1 +
1

1− 1

2

= 3

за формулою суми геометричної прогресiї

Отже, послiдовнiсть
{(

1 +
1

n

)n}
– монотонно зростаюча i обмежена зверху, тобто має скiнченну границю. Цю гра-

ницю прийнято позначати лiтерою e.

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e

З нерiвностi
(

1 +
1

n

)n
< 3 випливає, що e63. Вiдкидаючи в рiвностi для {xn} всi члени, починаючи iз четвертого,

маємо: (
1 +

1

n

)n
> 2 +

1

2

(
1− 1

n

)
переходячи до границi, одержуємо

e>2 +
1

2
= 2, 5

Таким чином, число e розмiщене мiж числами 2, 5 i 3. Якщо взяти бiльшу кiлькiсть членiв послiдовностi, то можна
одержати бiльш точну оцiнку значення числа e.

Можна показати, що число e iррацiональне i його значення дорiвнює 2, 71828...

Аналогiчно можна показати, що lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e, розширивши вимоги щодо x до будь-якого дiйсного числа:

Припустимо: n6x6n+ 1
1

n
>

1

x
>

1

n+ 1

1 +
1

n
>1 +

1

x
>1 +

1

n+ 1(
1 +

1

n

)n+1

>

(
1 +

1

x

)x
>

(
1 +

1

n+ 1

)n
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Знайдемо lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= e · 1 = e; lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 1

)n
=
e

1
= e; ⇒ lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e

Число e є основою натурального логарифма.

loge x = lnx = y, якщо ey = x.

Вище наведено графiк функцiї y = lnx.

4.4.1 Зв’язок натурального i десяткового логарифмiв

Нехай x = 10y, тодi lnx = ln 10y, отже lnx = y ln 10.

y = lg x =
lnx

ln 10
= M lnx; lnx =

1

M
lg x, де M =

1

ln 10
≈ 0, 43429 . . . – модуль переходу.

4.5 Границя функцiї у точцi

Нехай функцiя f(x) визначена в деякому околi точки x = a (тобто в самiй точцi x = a функцiя може бути i
невизначена).

Означення. Число A називається границею функцiї f(x) при x → a, якщо для кожного ε > 0 iснує таке число
δ > 0, що для всiх x таких, що

0 < |x− a| < δ

виконується нерiвнiсть |f (x)−A| < ε.
Те ж визначення може бути записане в iншому виглядi:
Якщо a− δ < x < a+ δ, x 6= a, то виконується нерiвнiсть A− ε < f(x) < A+ ε.
Запис границi функцiї у точцi: lim

x→a
f(x) = A

Означення. Якщо f(x) → A1 при x → a тiльки при x < a, то lim
x→a−0

f(x) = A1 - називається границею функцiї

f(x) у точцi x = a лiворуч, а якщо f(x)→ A2 при x→ a тiльки при x > a, то lim
x→a+0

f(x) = A2 називається границею

функцiї f(x) у точцi x = a праворуч.
Наведене вище визначення вiдповiдає випадку, коли функцiя f(x) не визначена в самiй точцi x = a, але визначена

в деякому як завгодно малому околi цiєї точки.
Межi A1 i A2 називаються також однобiчними границями функцiї f(x) у точцi x = a. Також кажуть, що A –

скiнченна границя функцiї f(x).
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Рис. 6: Однобiчнi границi

Рис. 7: Границi при прямуваннi аргументу до нескiнченностi

4.5.1 Границя функцiї при прямуваннi аргументу до нескiнченностi

Означення. Число A називається границею функцiї f(x) при x → ∞, якщо для будь-якого числа ε > 0 iснує
таке число M > 0, що для всiх x, x > M виконується нерiвнiсть

|A− f(x)| < ε

При цьому вважається, що функцiя f(x) визначена в околицi нескiнченностi.
Записують: lim

x→∞
f(x) = A.

Графiчно можливi випадки представлено на наведеному нижче рисунку 7.
Аналогiчно можна визначити границi lim

x→+∞
f(x) = A для будь-якого x > M i lim

x→−∞
f(x) = A для будь-якого

x < M .

4.6 Основнi теореми про границi
Теорема 1. lim

x→a
C = C, де C = const.

Наступнi теореми справедливi в припущеннi, що функцiї f(x) i g(x) мають скiнченнi границi при x→ a.
Теорема 2. lim

x→a
(f (x)± g (x)) = lim

x→a
f (x)± lim

x→a
g (x)

Доведення цiєї теореми буде наведено нижче.
Теорема 3. lim

x→a
[f (x) · g (x)] = lim

x→a
f (x) · lim

x→a
g (x)

Наслiдок. lim
x→a

C · f (x) = C · lim
x→a

f (x)
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Теорема 4. lim
x→a

f (x)

g (x)
=

lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g (x)
за умови lim

x→a
g (x) 6= 0

Теорема 5. Якщо f(x) > 0 поблизу точки x = a i lim
x→a

f (x) = A, то A > 0.
Аналогiчно визначається знак границi при f (x) < 0, f (x)60, f (x)>0.
Теорема 6. Якщо g (x)6f (x)6u (x) поблизу точки x = a i lim

x→a
g (x) = lim

x→a
u (x) = A, то i lim

x→a
f (x) = A.

Означення. Функцiя f(x) називається обмеженою поблизу точки x = a, якщо iснує таке число M > 0, що
|f(x)| < M поблизу точки x = a.

Теорема 7. Якщо функцiя f(x) має скiнченну границю при x→ a, то вона обмежена поблизу точки x = a.
Доведення. Нехай lim

x→a
f(x) = A, тобто |f(x)−A| < ε, тодi

|f(x)| = |f(x)−A+A|6 |f(x)−A|+ |A| або
|f(x)| < ε+ |A|, тобто
|f(x)| < M, де M = ε+A
Теорему доведено.

4.7 Нескiнченно малi функцiї
Означення. Функцiя f(x) називається нескiнченно малою при x → a, де a може бути числом або однiєю з

величин ∞, +∞ або −∞, якщо lim
x→a

f (x) = 0.
Нескiнченно малою функцiя може бути тiльки якщо вказати, до якого числа прямує аргумент x. При рiзних

значеннях a функцiя може бути нескiнченно малою чи нi.
Приклад. Функцiя f(x) = xn є нескiнченно малою при x → 0 i не є нескiнченно малою при x → 1, оскiльки

lim
x→1

f(x) = 1.
Теорема. Для того, щоб функцiя f(x) при x → a мала границю, рiвну A, необхiдно i достатньо, щоб поблизу

точки x = a виконувалася умова
f (x) = A+ α (x) ,

де α (x) – нескiнченно мала при x→ a (α (x)→ 0 при x→ a).

4.7.1 Властивостi нескiнченно малих функцiй

1. Сума фiксованого числа нескiнченно малих функцiй при x→ a теж нескiнченно мала функцiя при x→ a.

2. Добуток фiксованого числа нескiнченно малих функцiй при x→ a теж нескiнченно мала функцiя при x→ a.

3. Добуток нескiнченно малої функцiї на функцiю, обмежену поблизу точки x = a є нескiнченно малою функцiєю
при x→ a.

4. Частка вiд дiлення нескiнченно малої функцiї на функцiю, границя якої не дорiвнює нулю, є величина нескiн-
ченно мала.

Використовуючи поняття нескiнченно малих функцiй, наведемо доведення деяких теорем про границi, наведених
вище.

Доведення теореми 2. Представимо f (x) = A+ α (x), g (x) = B + β (x), де
A = lim

x→a
f (x) , B = lim

x→a
g (x), тодi

f (x)± g (x) = (A±B) + α (x)± β (x)

A + B = const, α (x)± β (x) – нескiнченно мала, значить

lim
x→a

(f (x)± g (x)) = A±B = lim
x→a

f (x)± lim
x→a

g (x)

Теорему доведено.
Доведення теореми 3. Представимо f (x) = A+ α (x), g (x) = B + β (x), де
A = lim

x→a
f(x), B = lim

x→a
g(x), тодi

f(x) · g(x) = A ·B +Aβ(x) + α(x)B + α(x)β(x)

A ·B = const, α (x) i β (x) – нескiнченно малi, значить

lim
x→a

[f(x)g(x)] = lim
x→a

A ·B + 0 = A ·B = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x)

Теорему доведено.
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4.7.2 Нескiнченно великi функцiї та їх зв’язок з нескiнченно малими

Означення. Границя функцiї f(x) при x → a, де a – число, дорiвнює нескiнченностi, якщо для будь-якого
числа M > 0 iснує таке число ∆ > 0, що нерiвнiсть

|f (x)| > M

виконується при всiх x, що задовольняють умовi

0 < |x− a| < ∆

Записується lim
x→a

f(x) =∞.
Власне, якщо в наведеному вище визначеннi замiнити умову |f (x)| > M на f(x) > M , то одержимо:

lim
x→a

f(x) = +∞,

а якщо замiнити на f(x) < −M , то:
lim
x→a

f(x) = −∞.

Графiчно наведенi вище випадки можна проiлюструвати у такий спосiб:

Означення. Функцiя називається нескiнченно великою при x→ a, де a – число або одна з величин∞, +∞ або
−∞, якщо lim

x→a
f(x) = A, де A – одна з величин ∞, +∞ або −∞.

Зв’язок нескiнченно великих i нескiнченно малих функцiй здiйснюється у вiдповiдностi з наступною теоремою.
Теорема. Якщо f (x)→ 0 при x→ a (якщо x→∞), i не обертається в нуль, то

y =
1

f(x)
→∞

4.7.3 Порiвняння нескiнченно малих функцiй

Нехай α (x), β (x) i γ (x) – нескiнченно малi функцiї при x→ a. Будемо позначати цi функцiї α, β i γ вiдповiдно. Цi
нескiнченно малi функцiї можна порiвнювати за швидкiстю їхнього спадання, тобто за швидкiстю їхнього прямування
до нуля.

Наприклад, функцiя f(x) = x10 прямує до нуля швидше, нiж функцiя f(x) = x.
Означення. Якщо lim

x→a

α

β
= 0, то функцiя α називається нескiнченно малою вищого порядку, нiж функцiя

β. Таке спiввiдношення мiж нескiнченно малими позначається так: α = o(β) (читається «о маленьке»).
Означення. Якщо lim

x→a

α

β
= A, A 6= 0, A = const, то α i β називаються нескiнченно малими одного порядку.

Таке спiввiдношення мiж нескiнченно малими позначається так: α = O(β) (читається «о велике»).
Означення. Якщо lim

x→a

α

β
= 1, то функцiї α i β називаються еквiвалентними нескiнченно малими. Записують

α ∼ β при x→ a.
Приклад. Порiвняємо нескiнченно малi при x→ 0 функцiї f(x) = x10 i f(x) = x.

lim
x→0

x10

x
= lim
x→0

x9 = 0

тобто функцiя f(x) = x10 – нескiнченно мала вищого порядку, нiж f(x) = x.
Означення. Нескiнченно мала функцiя α називається нескiнченно малою порядку k вiдносно нескiнченно

малої функцiї β, якщо границя lim
x→a

α

βk
скiнченна i вiдмiнна вiд нуля.

Однак, слiд зазначити, що не всi нескiнченно малi функцiї можна порiвнювати мiж собою. Наприклад, якщо
вiдношення

α

β
не має границi, то функцiї непорiвняннi.

Приклад. Якщо α = x2, β = x, то при x→ 0 lim
x→0

α

β2
= lim

x→0

x2

x · x
= 1, тобто функцiя α – нескiнченно мала порядку

2 щодо функцiї β.

Приклад. Якщо α = x sin
1

x
, β = x, то при x→ 0 lim

x→0

α

β
не iснує, тобто функцiя α i β непорiвняннi.
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4.7.4 Властивостi еквiвалентних нескiнченно малих

1. α ∼ α,
(

lim
x→a

α

α
= 1
)

2. Якщо α ∼ β i β ∼ γ, то α ∼ γ,
(

lim
x→a

α

γ
= lim
x→a

(
α

β
· β
γ

)
= 1 · 1 = 1

)

3. Якщо α ∼ β, то β ∼ α,

 lim
x→a

β

α
= lim
x→a

1
α

β

= 1


4. Якщо α ∼ α1 i β ∼ β1 i lim

x→a

α

β
= k, то i lim

x→a

α1

β1
= k або lim

x→a

α

β
= lim
x→a

α1

β1
.

Наслiдки:
а) якщо α ∼ α1 i lim

x→a

α

β
= k, то i lim

x→a

α

β
= lim
x→a

α1

β

б) якщо β ∼ β1 i lim
x→a

α

β
= k, то lim

x→a

α

β
= lim
x→a

α

β1
Властивiсть 4 особливо важлива на практицi, оскiльки вона фактично означає, що границя вiдношення нескiнченно

малих не мiняється при замiнi їх на еквiвалентнi нескiнченно малi. Цей факт дає можливiсть при знаходженнi границь
замiняти нескiнченно малi на еквiвалентнi їм функцiї, що може значно спростити обчислення границь.

4.7.5 Деякi визначнi границi

Перша визначна границя. lim
x→∞

P (x)

Q(x)
, де P (x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an,

Q(x) = b0x
m + b1x

m−1 + · · ·+ bm – многочлени.

P (x)

Q(x)
=

xn(a0 +
a1

x
+ ...+

an
xn

)

xm(b0 +
b1
x

+ ....+
bm
xm

)

= xn−m
a0 +

a1

x
+ ...+

an
xn

b0 +
b1
x

+ ...+
bm
xm

lim
x→∞

a0 +
a1

x
+ ...+

an
xn

b0 +
b1
x

+ ...+
bm
xm

=
a0

b0

Разом: lim
x→∞

P (x)

Q(x)
=


0, при n < m
a0

b0
, при n = m

∞, при n > m
Друга визначна границя.

lim
x→0

sinx

x
= 1

S4OAB < SOAB < S4OCB

1

2
sinx <

1

2
x <

1

2
tg x

1 <
x

sinx
<

1

cosx

1 >
sinx

x
> cosx

1− sinx

x
< 1− cosx = 2 sin2 x

2
<
x2

2

Звiдси, ∀ε > 0 ∃δ = ε : |x| < δ = ε⇒
∣∣ sin x
x − 1

∣∣ < x < ε.
Третя визначна границя.

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e

Часто, якщо безпосереднє знаходження границi якоїсь функцiї видається складним, можна шляхом перетворення
функцiї звести задачу до знаходження визначних границь.

Крiм трьох, викладених вище, границь можна записати наступнi кориснi на практицi спiввiдношення:

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e
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Доведення:

lim
x→0

(1 + x)
1
x =

∣∣∣∣ y = 1
x

y →∞

∣∣∣∣ = lim
y→∞

(
1 +

1

y

)y
= e

lim
x→0

loga (1 + x)

x
= loga e

Доведення:

lim
x→0

loga (1 + x)

x
= lim
x→0

1

x
loga (1 + x) = lim

x→0
loga (1 + x)

1
x = loga e

lim
x→0

ln (1 + x)

x
= 1

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a

Доведення:

lim
x→0

ax − 1

x
=

∣∣∣∣ y = ax − 1⇒ x = loga(1 + y)
x→ 0⇒ y → 0

∣∣∣∣ = lim
y→0

y

loga (1 + y)
=

1

loga e
= ln a;

lim
x→0

(1 + x)
m − 1

x
= m

Доведення:

lim
x→0

(1 + x)
m − 1

x
= lim
x→0

em ln(1+x) − 1

x
=

= lim
x→0

em ln(1+x) − 1

m ln(1 + x)
· m ln(1 + x)

x
= m lim

x→0

em ln(1+x) − 1

m ln(1 + x)
· lim
x→0

ln(1 + x)

x
= m

4.7.6 Таблиця еквiвалентних нескiнченно малих величин

Якщо α(x)→ 0 при x→ b, тодi

sin α(x) ∼ α(x) arcsin α(x) ∼ α(x)
tgα(x) ∼ α(x) arctgα(x) ∼ α(x)

1− cos α(x) ∼ α2(x)
2 aα(x) − 1 ∼ α (x) ln a

eα(x) − 1 ∼ α(x) loga (1 + α(x)) ∼ α(x) loga e
ln (1 + α(x)) ∼ α(x) (1 + α(x))

a − 1 ∼ aα (x)

Приклад. Знайти границю lim
x→0

tg 5x

sin 7x
Оскiльки tg 5x ∼ 5x i sin 7x ∼ 7x при x→ 0, то, замiнивши функцiї еквiвалентними нескiнченно малими, одержимо:

lim
x→0

tg 5x

sin 7x
= lim
x→0

5x

7x
=

5

7

Приклад. Знайти границю lim
x→0

x3

1− cosx
.

Оскiльки 1− cosx = 2 sin2 x

2
∼ 2

(x
2

)2

при x→ 0, то lim
x→0

x3

1− cosx
= lim
x→0

x3

x2

2

= lim
x→0

2x = 0.

Приклад. Знайти границю lim
x→0

tg x

sinx2
= lim
x→0

x

x2
=∞.

Якщо α i β – нескiнченно малi при x → a, причому β – нескiнченно мала вищого порядку, чим α, то γ = α + β –

нескiнченно мала, еквiвалентна α. Це можна довести наступною рiвнiстю: lim
x→a

γ

α
= lim
x→a

(
1 +

β

α

)
= 1.

Тодi кажуть, що α – головна частина нескiнченно малої функцiї γ.
Приклад. Функцiя x2 + x – нескiнченно мала при x → 0, x – головна частина цiєї функцiї. Щоб показати це,

запишемо α = x2, β = x, тодi

lim
x→0

x2

x
= 0, lim

x→0

x2 + x

x
= lim
x→0

(x+ 1) = 1.

Приклад. Знайти границю.

lim
x→0

tgmx

sinnx
= lim
x→0

mx

nx
=
m

n
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Приклад. Знайти границю.

lim
x→x0

tg x− tg x0

x− x0
= lim
x→x0

sin(x− x0)

(x− x0) cosx cosx0
= lim
x→x0

sin(x− x0)

x− x0
· lim
x→x0

1

cosx cosx0
=

= 1 · 1

cos2 x0
=

1

cos2 x0

Приклад. Знайти границю.

lim
x→π/4

sinx− cosx

π − 4x
= lim
x→π/4

− 2√
2

sin
(π

4
− x
)

π − 4x
= lim
x→π/4

− sin
(π

4
− x
)

2
√

2
(π

4
− x
) = − 1

2
√

2

Приклад. Знайти границю.

lim

x→
π

2

cosx

π − 2x
=

 y = π/2− x
x = π/2− y
π − 2x = π − π + 2y

 = lim
y→0

cos
(π

2
− y
)

2y
= lim
y→0

sin y

2y
=

1

2

Приклад. Знайти границю.

lim
x→∞

(
x+ 3

x− 1

)x+3

= lim
x→∞

(
x− 1 + 4

x− 1

)x+3

=

 y = x− 1
x→∞
y →∞

 = lim
y→∞

(
y + 4

y

)y+4

= lim
y→∞

(
1 +

4

y

)y
· lim
y→∞

(
1 +

4

y

)4

=

=
{
z =

y

4

}
= lim
z→∞

(
1 +

1

z

)4z

=

(
lim
z→∞

(
1 +

1

z

)z)4

= e4

Приклад. Знайти границю lim
x→2

x2 − 6x+ 8

x2 − 8x+ 12
.

Для знаходження цiєї границi розкладемо на множники чисельник i знаменник даного дробу.

x2 − 6x+ 8 = 0;x2 − 8x+ 12 = 0;

D = 36− 32 = 4;D = 64− 48 = 16;

x1 = (6 + 2)/2 = 4;x1 = (8 + 4)/2 = 6;

x2 = (6− 2)/2 = 2;x2 = (8− 4)/2 = 2;

Тодi lim
x→2

(x− 2)(x− 4)

(x− 2)(x− 6)
= lim
x→2

x− 4

x− 6
=

2

4
=

1

2
Приклад. Знайти границю.

lim
x→0

√
1 + x+ x2 −

√
1− x+ x2

x2 − x
домножимо чисельник i знаменник дробу на спряжений вираз:

lim
x→0

1 + x+ x2 − 1 + x− x2

x(x− 1)(
√

1 + x+ x2 +
√

1− x+ x2)
= lim
x→0

2x

x(x− 1)(
√

1 + x+ x2 +
√

1− x+ x2)
=

2

−1 · (1 + 1)
= −1.

Приклад. Знайти границю

lim
x→3

x2 − 5x+ 6

x2 − 9
=
{
x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3)

}
= lim
x→3

(x− 2)(x− 3)

(x− 3)(x+ 3)
=

3− 2

3 + 3
=

1

6

Приклад. Знайти границю

lim
x→1

x3 − 6x2 + 11x− 6

x2 − 3x+ 2
.

Розкладемо чисельник i знаменник на множники.

x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2)

x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x− 1)(x− 2)(x− 3),

оскiльки
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(
x3 − 6x2 + 11x− 6

)
÷
(
x− 1

)
= x2 − 5x+ 6

− x3 + x2

− 5x2 + 11x
5x2 − 5x

6x− 6
− 6x+ 6

0

x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3)

Тодi lim
x→1

(x− 1) (x− 2) (x− 3)

(x− 1) (x− 2)
= −2

Приклад. Знайти границю.

lim
h→0

sin(a+ 2h)− 2 sin(a+ h) + sin a

h2
= lim
h→0

2 sin
2a+ 2h

2
cos

2h

2
− 2 sin(a+ h)

h2
=

= lim
h→0

2 sin(a+ h)(cosh− 1)

h2
= 2 lim

h→0
sin(a+ h) · lim

h→0

−2 sin2(h/2)

4(h/2)2
= 2 sin a ·

(
−1

2

)
= − sin a

Для самостiйного розв’язання:

1. lim
x→∞

2x4 + 2x2 + 5x− 6

x3 + 2x2 + 7x− 1
=∞; 2. lim

x→∞

(2x3 + 4x+ 5)(x2 + x+ 1)

(x+ 2)(x4 + 2x3 + 7x2 + x− 1)
= 2; 3. lim

x→2

x2 − 7x+ 10

x2 − 8x+ 12
=

3

4
;

4. lim
x→−1

√
4 + x+ x2 − 2

x+ 1
= −1

4
; 5. lim

x→0

√
1 + x sinx− 1

x2
=

1

2
; 6. lim

x→0

x
3
√

1 + x− 1
= 3;

7. lim
x→2

√
1 + x+ x2 −

√
7 + 2x− x2

x2 − 2x
=

√
7

4
; 8. lim

x→2

x3 − 2x2 − 4x+ 8

3x4 − 16x3 + 24x2 − 16
.

4.8 Неперервнiсть функцiї у точцi
Означення. Функцiя f(x), визначена в околi деякої точки x0, називається неперервною у точцi x0, якщо

границя функцiї i її значення у цiй точцi рiвнi, тобто

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

Той же факт можна записати iнакше: lim
x→x0

f (x) = f

(
lim
x→x0

x

)
Означення. Якщо функцiя f(x) визначена в деякому околi точки x0, але не є неперервною в самiй точцi x0, то

вона називається розривною функцiєю, а точка x0 – точкою розриву.
Приклад неперервної функцiї:

Приклад розривної функцiї:
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Означення. Функцiя f(x) називається неперервною у точцi x0, якщо для будь-якого додатного числа ε > 0 iснує
таке число ∆ > 0, що для будь-яких x, що задовольняють умовi

|x− x0| < ∆

виконується нерiвнiсть |f (x)− f (x0)| < ε.
Означення. Функцiя f(x) називається неперервною у точцi x = x0, якщо прирiст функцiї у точцi x0 є нескiн-

ченно малою величиною.

f (x) = f (x0) + α (x)

де α(x) – нескiнченно мала при x→ x0.

4.8.1 Властивостi неперервних функцiй

1) Сума, рiзниця i добуток неперервних у точцi x0 функцiй – є функцiя, неперервна у точцi x0.

2) Частка двох неперервних функцiй
f(x)

g(x)
є неперервна функцiя за умови, що g(x) не дорiвнює нулю у точцi x0.

3) Суперпозицiя неперервних функцiй є неперервною функцiєю. Ця властивiсть може бути записана у такий спосiб:
Якщо u = f(x) – неперервна функцiя у точцi x = x0, а v = g(y) – неперервна функцiя у точцi y = f(x0), то функцiя

v = g (f(x)) – неперервна функцiя у точцi x = x0.
Справедливiсть наведених вище властивостей можна легко довести, використовуючи теореми про границi.

4.8.2 Неперервнiсть деяких елементарних функцiй

1) Функцiя f(x) = C, C = const – неперервна функцiя на всiй областi визначення.

2) Рацiональна функцiя f(x) =
a0x

n + a1x
n−1 + ...+ an

b0xm + b1xm−1 + ...+ bm
неперервна для всiх значень x, крiм тих, при яких зна-

менник обертається в нуль. Таким чином, функцiя цього виду неперервна на всiй областi визначення.
3) Тригонометричнi функцiї неперервнi на своїй областi визначення.
Доведемо властивiсть 3 для функцiї y = sinx.
Запишемо прирiст функцiї ∆y = sin (x+ ∆x)− sinx, або пiсля перетворення:

∆y = 2 cos

(
x+

∆x

2

)
sin

∆x

2
; lim

∆x→0
∆y = 2 lim

∆x→0

(
cos

(
x+

∆x

2

)
sin

∆x

2

)
= 0

Дiйсно, є границя добутку двох функцiй cos

(
x+

∆x

2

)
i sin

∆x

2
. При цьому функцiя косинус обмежена функцiя при

∆x → 0;
∣∣∣∣cos

(
x+

∆x

2

)∣∣∣∣61, а оскiльки границя функцiї синус lim
∆x→0

sin
∆x

2
= 0, то вона є нескiнченно малою при

∆x→ 0.
Таким чином, є добуток обмеженої функцiї на нескiнченно малу, отже цей добуток, тобто функцiя ∆y – нескiн-

ченно мала. Вiдповiдно до розглянутого вище визначеннями, функцiя y = sinx – неперервна функцiя для будь-якого
значення x = x0 з областi визначення, оскiльки її прирiст у цiй точцi – нескiнченно мала величина.

Аналогiчно можна довести неперервнiсть iнших тригонометричних функцiй на всiй областi визначення.
Взагалi варто вiдзначити, що всi основнi елементарнi функцiї неперервнi на всiй своїй областi визначення.

4.8.3 Точки розриву i їхня класифiкацiя

Розглянемо деяку функцiю f(x), неперервну в околi точки x0, за винятком, можливо, самої цiєї точки. З визначення
точки розриву функцiї слiдує, що для того, щоб x = x0 була точкою розриву, функцiю має бути не визначено у цiй
точцi або функцiя не повинна бути у нiй неперервною.

Слiд зазначити також, що неперервнiсть функцiї може бути однобiчною. Пояснимо це у такий спосiб.
Якщо однобiчна границя (див. вище) lim

x→x0+0
f (x) = f (x0), то функцiя називається неперервною праворуч.

Якщо однобiчна границя (див. вище) lim
x→x0−0

f (x) = f (x0), то функцiя називається неперервною лiворуч.
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Означення. Точка x0 називається точкою розриву функцiї f(x), якщо f(x) не визначена у точцi x0 або не є
неперервною у цiй точцi.

Означення. Точка x0 називається точкою розриву 1-го роду, якщо у цiй точцi функцiя f(x) має скiнченнi,
але не рiвнi мiж собою лiву i праву границi.

lim
x→x0+0

f(x) 6= lim
x→x0−0

f(x)

Для виконання умов цього визначення непотрiбно, щоб функцiя була визначена у точцi x = x0, достатньо того,
щоб вона була визначена лiворуч i праворуч вiд неї.

З визначення можна зробити висновок, що у точцi розриву 1-го роду функцiя може мати тiльки скiнченний стрибок.
У деяких окремих випадках точку розриву 1-го роду ще iнодi називають усувною точкою розриву, але докладнiше
про це поговоримо нижче.

Означення. Точка x0 називається точкою розриву 2-го роду, якщо у цiй точцi функцiя f(x) не має хоча б
одної з однобiчних границь або хоча б одна з них нескiнченна.

Приклад. Функцiя Дiрiхле7

f(x) =

{
1, x− рацiональне
0, x− не є рацiональним

не є неперервною у будь-якiй точцi x0.

Приклад. Функцiя f(x) =
1

x
має у точцi x0 = 0 точку розриву 2-го роду, оскiльки

lim
x→0+0

f(x) = +∞; lim
x→0−0

f(x) = −∞.

Приклад. f (x) =
sinx

x
Функцiя невизначена у точцi x = 0, але має в нiй скiнченну границю lim

x→0
f(x) = 1, тобто у точцi x = 0 функцiя

має точку розриву 1-го роду. Це усувна точка розриву, оскiльки якщо довизначити функцiю:

f(x) =

{
sinx

x
, при x 6= 0

1, при x = 0

Графiк цiєї функцiї:

Приклад. f (x) =
x

|x|
=

{
1, при x > 0
−1, при x < 0

Ця функцiя також позначається sign(x) – знак x. У точцi x = 0 функцiя не визначена. Оскiльки лiва i права
границi функцiї рiзнi, то точка розриву – 1-го роду. Якщо довизначити функцiю у точцi x = 0, поклавши f(0) = 1, то
функцiя буде неперервна праворуч, якщо покласти f(0) = −1, то функцiя буде неперервною лiворуч, якщо покласти
f(x) рiвне якому-небудь числу, вiдмiнному вiд 1 або −1, то функцiя не буде неперервна нi лiворуч, нi праворуч, але у
всiх випадках проте буде мати у точцi x = 0 розрив 1-го роду. У цьому прикладi точка розриву 1-го роду не є усувною.

Таким чином, для того, щоб точка розриву 1-го роду була усувною, необхiдно, щоб однобiчнi границi праворуч i
лiворуч були скiнченнi i рiвнi, а функцiя була б у цiй точцi не визначена.

7Петер Густав Дiрiхле (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet) (1805–1859) – нiмецький математик.
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4.8.4 Неперервнiсть функцiї на iнтервалi i на вiдрiзку

Означення.Функцiя f(x) називається неперервною на iнтервалi (вiдрiзку), якщо вона неперервна в будь-якiй
точцi iнтервалу (вiдрiзка).

При цьому не потрiбна неперервнiсть функцiї на кiнцях вiдрiзка або iнтервалу, необхiдна тiльки однобiчна непе-
рервнiсть на кiнцях вiдрiзка або iнтервалу.

4.8.5 Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку

Властивiсть 1: (Перша теорема Веєрштраса8). Функцiя, неперервна на вiдрiзку, обмежена на цьому вiдрiзку,
тобто на вiдрiзку x ∈ [a, b] виконується умова −M 6 f (x)6M .

Доведення цiєї властивостi засноване на тому, що функцiя, неперервна у точцi x0, обмежена у деякому її околi, а
якщо розбивати вiдрiзок [a, b] на скiнченну кiлькiсть вiдрiзкiв, якi «стягаються» до точок x0, то, вибравши найбiльше
серед значень M , отримаємо найбiльше значення, яке обмежить функцiю на усьому вiдрiзку.

Властивiсть 2: (Друга теорема Веєрштраса) Функцiя, неперервна на вiдрiзку [a, b], приймає на ньому найбiльше
i найменше значення.

Тобто iснують такi значення x1 i x2, що f(x1) = m, f(x2) = M , причому m6f (x)6M .
Зазначимо, що цi найбiльшi i найменшi значення функцiя може приймати на вiдрiзку i кiлька разiв (наприклад –

f(x) = sinx).
Рiзниця мiж найбiльшим i найменшим значенням функцiї на вiдрiзку називається коливанням (варiацiєю) функцiї

на вiдрiзку.
Властивiсть 3: (Друга теорема Кошi). Функцiя, неперервна на вiдрiзку [a, b], приймає на цьому вiдрiзку всi зна-

чення мiж найменшим i найбiльшим значеннями.
Властивiсть 4: Якщо функцiя f(x) неперервна у точцi x = x0, то iснує деякий окiл точки x0, у якiй функцiя

зберiгає знак.
Властивiсть 5: (Перша теорема Кошi). Якщо функцiя f(x) – неперервна на вiдрiзку [a, b] i має на кiнцях вiдрiзка

значення протилежних знакiв, то iснує така точка усерединi цього вiдрiзка, де f(x) = 0. Тобто, якщо sign(f(a)) 6=
sign(f(b)), то ∃x0: f(x0) = 0.

Означення. Функцiя f(x) називається рiвномiрно неперервною на вiдрiзку [a, b], якщо для кожного ε > 0
iснує ∆ > 0 таке, що для будь-яких точок x1 ∈ [a, b] i x2 ∈ [a, b] таких, що |x2 − x1| < ∆, виконується нерiвнiсть
|f(x2)− f(x1)| < ε.

Вiдмiннiсть рiвномiрної неперервностi вiд «звичайної» у тiм, що для кожного ε iснує своє δ, що не залежить вiд x,
а при «звичайнiй» неперервностi δ залежить вiд ε i x.

Властивiсть 6: Теорема Кантора9. Функцiя, неперервна на вiдрiзку, рiвномiрно неперервна на ньому.
(Ця властивiсть справедлива тiльки для вiдрiзкiв, а не для iнтервалiв i напiвiнтервалiв.)

Приклад. f(x) = sin
1

x

Функцiя f(x) = sin
1

x
неперервна на iнтервалi (0, a), але не є на ньому рiвномiрно неперервною, оскiльки iснує таке

число δ > 0 таке, що iснують значення x1 i x2 такi, що |f(x1) − f(x2)| > ε, ε – будь-яке число за умови, що x1 i x2

8Карл Веєрштрас (Karl Theodor Wilhelm Weierstraß) (1815–1897) – нiмецький математик
9Георг Кантор (Georg Cantor) (1845–1918) – нiмецький математик.
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близькi до нуля.
Властивiсть 7: Якщо функцiя f(x) визначена, монотонна i неперервна на деякому промiжку, то i обернена їй

функцiя x = g(y) теж однозначна, монотонна i неперервна.
Приклад. Дослiдити на неперервнiсть функцiю i визначити тип точок розриву, якщо вони є.

f(x) =

 x+ 4, x < −1
x2 + 2, −16x61
2x, x > 1

lim
x→−1−0

f(x) = 3

lim
x→−1+0

f(x) = 3

lim
x→1−0

f(x) = 3

lim
x→1+0

f(x) = 2

у точцi x = −1 функцiя неперервна у точцi x = 1 точка розриву 1-го роду

Приклад. Дослiдити на неперервнiсть функцiю i визначити тип точок розриву, якщо вони є.

f(x) =

 cosx, x60
x2 + 1, 0 < x < 1
x, x>1
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lim
x→0−0

f(x) = 1

lim
x→0+0

f(x) = 1

lim
x→1−0

f(x) = 2

lim
x→1+0

f(x) = 1

у точцi x = 0 функцiя неперервна у точцi x = 1 точка розриву 1-го роду

4.9 Похiдна функцiї, її геометричний i фiзичний змiст
Означення Похiдною функцiї f(x) у точцi x називається границя, якщо вона iснує, вiдношення приросту функцiї

у цiй точцi до приросту аргументу при прямування приросту аргументу до нуля.

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

∆f

∆x

Функцiя, яка має у точцi похiдну, називається диференцiйованою у цiй точцi.

Нехай f(x) визначена на деякому промiжку (a, b). Тодi tg β =
∆f

∆x
– тангенс кута нахилу сiчної MP до графiка

функцiї.

lim
∆x→0

tg β = lim
∆x→0

∆f

∆x
= f ′(x0) = tgα,

де α – кут нахилу дотичної до графiка функцiї f(x) у точцi (x0, f(x0)).
Кут мiж кривими може бути визначений як кут мiж дотичними, проведеними до цих кривих у який-небудь точцi.
Рiвняння дотичної до кривої: y − y0 = f ′(x0)(x− x0)

Рiвняння нормалi до кривої: y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0).

Фактично, похiдна функцiї показує швидкiсть змiни функцiї, як змiнюється функцiя при змiнi змiнної.
Фiзичний змiст похiдної функцiї f(t), де t – час, а f(t) – закон руху (змiни координат) – миттєва швидкiсть руху.

vсер =
∆f

∆t
=
f(t+ ∆t)− f(t)

∆t

v = lim
∆t→0

vсер = lim
∆t→0

∆f

∆t

Вiдповiдно, друга похiдна функцiї – швидкiсть змiни швидкостi, тобто прискорення.

v = f ′ =
df

dt
– позначення Ляйбнiца (Leibniz)

Корисне, оскiльки у багатьох випадках похiдна поводиться подiбно до звичайного дробу.

4.9.1 Однобiчнi похiднi функцiї у точцi

Означення Правою (лiвою) похiдною функцiї f(x) у точцi x = x0 називається праве (лiве) значення границi

вiдношення
∆f

∆x
за умови, що це вiдношення iснує.

f ′+(x0) = lim
∆x→0+0

∆f

∆x
;

f ′−(x0) = lim
∆x→0−0

∆f

∆x
.

Якщо функцiя f(x) має похiдну в деякiй точцi x = x0, то вона має у цiй точцi однобiчнi похiднi. Однак, зворотне
твердження невiрне. По-перше, функцiя може мати розрив у точцi x0, а по-друге, навiть якщо функцiя неперервна у
точцi x0, вона може бути у нiй недиференцiйована.
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Наприклад: f(x) = |x| – має у точцi x = 0 i лiву i праву похiдну, неперервна у цiй точцi, однак, не має в нiй похiдної.
Теорема (Необхiдна умова iснування похiдної) Якщо функцiя f(x) має похiдну у точцi x0, то вона неперервна у

цiй точцi.
Зрозумiло, що ця умова не є достатньою.

4.9.2 Основнi правила диференцiювання

Позначимо f(x) = u, g(x) = v – функцiї, диференцiйованi у точцi x.

1. (u± v)′ = u′ ± v′

2. (u · v)′ = uv′ + u′v

3.
(u
v

)′
=
u′v − v′u

v2
, якщо v 6= 0.

Цi правила можуть бути легко доведенi на основi теорем про границi.

4.9.3 Похiднi основних елементарних функцiй

1. C ′ = 0;

2. (xm)′ = mxm−1;

3. (
√
x)
′

=
1

2
√
x
;

4.
(

1

x

)′
= − 1

x2
;

5. (ex)
′

= ex;

6. (ax)
′

= ax ln a;

7. (lnx)
′

=
1

x
;

8. (loga x)
′

=
1

x ln a
;

9. (sinx)
′

= cosx;

10. (cosx)
′

= − sinx;

11. (tg x)
′

=
1

cos2 x
;

12. (ctg x)
′

= − 1

sin2 x
;

13. (arcsinx)
′

=
1√

1− x2
;

14. (arccosx)
′

= − 1√
1− x2

;

15. (arctg x)
′

=
1

1 + x2
;

16. (arcctg x)
′

= − 1

1 + x2
.

4.9.4 Похiдна складеної функцiї

Теорема. Нехай y = f(u); u = g(x) диференцiйованi у вiдповiдних точках функцiї, причому область значень
функцiї u входить в область визначення функцiї f . Тодi y′ = f ′(u) · g′.

Доведення
∆y

∆x
=

∆y

∆g
· ∆g

∆x
⇒ lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆g→0

∆y

∆g
· lim

∆x→0

∆g

∆x

(з врахуванням того, що якщо ∆x→ 0, то ∆u→ 0, оскiльки u = g(x) – неперервна функцiя)

Тодi
dy

dx
=

dy

dg
· dg

dx
.

Теорему доведено.
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4.9.5 Логарифмiчне диференцiювання

Розглянемо функцiю y = ln |x| =
{

lnx, при x > 0
ln(−x), при x < 0

.

Тодi (ln |x|)′ =
1

x
, оскiльки (lnx)

′
=

1

x
; (ln(−x))′ =

(−x)′

−x
=

1

x
.

З огляду на отриманий результат, можна записати (ln |f(x)|)′ =
f ′(x)

f(x)
.

Вiдношення
f ′(x)

f(x)
називається логарифмiчною похiдною функцiї f(x).

Спосiб логарифмiчного диференцiювання полягає у тому, що спочатку знаходять логарифмiчну похiдну фун-
кцiї, а потiм похiдну самої функцiї за формулою

f ′(x) = (ln |f(x)|)′ · f(x)

Спосiб логарифмiчного диференцiювання зручно застосовувати для знаходження похiдних складних, особливо по-
казникових функцiй, для яких безпосереднє обчислення похiдної з використанням правил диференцiювання видається
трудомiстким.

4.9.6 Похiдна показниково-степеневої функцiї

Функцiя називається показниковою, якщо незалежна змiнна входить у показник степеня, i степеневою, якщо змiнна
є основою. Якщо ж i основа i показник степеня залежать вiд змiнної, то така функцiя буде показниково-степеневою.

Нехай u = f(x) i v = g(x) – функцiї, що мають похiднi у точцi x, f(x) > 0.
Знайдемо похiдну функцiї y = uv. Логарифмуючи, одержимо:

ln y = v lnu

y′

y
= v′ lnu+ v

u′

u

y′ = uv
(
v
u′

u
+ v′ lnu

)
(uv)

′
= vuv−1u′ + uvv′ lnu

Приклад Знайти похiдну функцiї f(x) = (x2 + 3x)x cos x.
За отриманою вище формулою одержуємо: u = x2 + 3x; v = x cosx;
Похiднi цих функцiй: u′ = 2x+ 3; v′ = cosx− x sinx;
Остаточно:

f ′(x) = x cosx · (x2 + 3x)x cos x−1 · (2x+ 3) + (x2 + 3x)x cos x(cosx− x sinx) ln(x2 + 3x)

4.9.7 Диференцiювання функцiї, заданої неявним чином

Означення. Якщо змiнна x i ї ї функцiя y = y(x) пов’язанi мiж собою рiвнянням

F (x, y) = 0,

то функцiю y(x) називають заданою неявним чином.
Приклад

y3 − 3 sinxy + tg x− 4 = 0

Диференцiювання функцiї, заданої неявним чином, виконують у два кроки:

• Диференцiюють обидвi частини виразу F (x, y) = 0 за x, враховуючи правила диференцiювання складеної функцiї
i те, що y = y(x).

• Знаходять з отриманого рiвняння y′(x).

4.9.8 Похiдна оберненої функцiї

Нехай потрiбно знайти похiдну функцiї y = f(x) за умови, що обернена їй функцiя x = g(y) має похiдну, вiдмiнну
вiд нуля у вiдповiднiй точцi.

Для розв’язання цiєї задачi диференцiюємо функцiю x = g(y) за x:

1 = g′(y)y′

оскiльки g′(y) 6= 0, y′ =
1

g′(y)
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dy

dx
=

1

dx

dy

тобто похiдна оберненої функцiї обернена за величиною до похiдної даної функцiї.
Приклад Знайти формулу для похiдної функцiї arctg.
Функцiя arctg є функцiєю, оберненою до функцiї tg, тобто її похiдна може бути знайдена у такий спосiб:

y = tg x; x = arctg y;

Вiдомо, що y′ = (tg x)′ =
1

cos2 x
;

За наведеною вище формулою одержуємо:

y′ =
1

d(arctg y)/dx
;

d(arctg y)

dy
=

1

1/ cos2 x

Оскiльки
1

cos2 x
= 1 + tg2 x = 1 + y2; то можна записати остаточну формулу для похiдної арктангенса:

(arctg y)′ =
1

1 + y2
;

У такий спосiб отриманi всi формули для похiдних арксинуса, арккосинуса i iнших зворотних функцiй, наведених
у таблицi похiдних.

4.10 Похiдна функцiї, заданої параметрично

Нехай
{
x = ϕ(t)
y = ψ(t)

, t0 6 t 6 T .

Припустiмо, що цi функцiї мають похiднi i функцiя x = ϕ(t) має обернену функцiю t = Φ(x).
Тодi функцiя y = ψ(t) може бути розглянута як складена функцiя y = ψ[Φ(x)].

dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
=

dψ(t)

dt

dΦ(x)

dx

оскiльки Φ(x) – обернена функцiя, то
dΦ(x)

dx
=

1

dϕ(t)

dt

Остаточно одержуємо:
dy

dx
=

dψ(t)

dt
dϕ(t)

dt

=
ψ′(t)

ϕ′(t)

Таким чином, можна знаходити похiдну функцiї, не знаходячи безпосередньої залежностi y вiд x.

Приклад Знайти похiдну функцiї
x2

a2
+
y2

b2
= 1

Спосiб 1: Виразимо одну змiнну через iншу y = ± b
a

√
a2 − x2, тодi

dy

dx
= ± b(−2x)

2a
√
a2 − x2

= ± bx

a
√
a2 − x2

Спосiб 2: Застосуємо параметричне завдання даної кривої:
{
x = a cos t
y = b sin t

.

dy

dx
=

b cos t

−a sin t
=

b

−a tg t

x2 = a2 cos2 t; cos2 t =
x2

a2

1

cos2 t
= 1 + tg2 t ⇒ tg2 t = −1 +

a2

x2
=
a2 − x2

x2
tg t = ±

√
a2 − x2

x
;

dy

dx
= ± bx

a
√
a2 − x2
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4.11 Диференцiал функцiї
Нехай функцiя y = f(x) має похiдну у точцi x:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x)

Тодi можна записати:
∆y

∆x
= f ′(x) + α, де α→ 0, при ∆x→ 0.

Отже: ∆y = f ′(x) ·∆x+ α ·∆x.
Величина α∆x – нескiнченно мала бiльш високого порядку, чим f ′(x)∆x, тобто f ′(x)∆x – головна частина приросту

∆y.
Означення Диференцiалом функцiї f(x) у точцi x називається головна лiнiйна частина приросту функцiї.
Позначається dy або df(x).
З визначення випливає, що dy = f ′(x)∆x або

dy = f ′ (x) dx.

Можна також записати: f ′(x) =
dy

dx

4.11.1 Геометричний змiст диференцiала

Iз трикутника ∆MKL: KL = dy = tgα ·∆x = y′ ·∆x.
Таким чином, диференцiал функцiї f(x) у точцi x дорiвнює приросту ординати дотичної до графiка цiєї функцiї у

розглянутiй точцi.

4.11.2 Властивостi диференцiала

Якщо u = f(x) i v = g(x) – функцiї, диференцiйованi у точцi x, то безпосередньо з визначення диференцiала
випливають наступнi властивостi:

1. d(u± v) = (u± v)′dx = u′dx± v′dx = du± dv

2. d(uv) = (uv)′dx = (u′v + v′u)dx = vdu+ udv

3. d(Cu) = Cdu

4. d
(u
v

)
=
vdu− udv

v2

4.11.3 Диференцiал складеної функцiї. Iнварiантнiсть форми запису диференцiала

Нехай y = f(x), x = g(t), тобто y – складена функцiя.
Тодi dy = f ′(x)g′(t)dt = f ′(x)dx.
Видно, що форма запису диференцiала dy не залежить вiд того, чи буде x незалежної змiнної або функцiєю якоїсь

iншої змiнної, у зв’язку iз чим ця форма запису називається iнварiантною формою запису диференцiала.
Однак, якщо x – незалежна змiнна, то
dx = ∆x, але якщо x залежить вiд t, то ∆x 6= dx.
У такий спосiб форма запису dy = f ′(x)∆x не є iнварiантною.

Приклад Знайти похiдну функцiї y = x cosx sinx+
1

2
cos2 x.

Спочатку перетворимо дану функцiю: y =
x

2
sin 2x+

1

2
cos2 x

y′ =
1

2
sin 2x+

1

2
x2 cos 2x+

1

2
2 cosx(− sinx) =

1

2
sin 2x+ x cos 2x− sinx cosx = x cos 2x.

Приклад Знайти похiдну функцiї y =
x2ex

2

x2 + 1
.
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y′ =
(2xex

2

+ x22xex
2

)(x2 + 1)− (2x)x2ex
2

(x2 + 1)2
=

2x3ex
2

+ 2x5ex
2

+ 2xex
2

+ 2x3ex
2 − 2x3ex

2

(x2 + 1)2
=

=
2xex

2

(x4 + 1 + x2)

(x2 + 1)2

Приклад Знайти похiдну функцiї y = ln tg
x

2
− x

sinx

y′ =
1

tg
x

2

· 1

cos2
x

2

· 1

2
− sinx− x cosx

sin2 x
=

1

2 sin
x

2
cos

x

2

− sinx− x cosx

sin2 x
=

sinx− sinx+ x cosx

sin2 x
=

=
x cosx

sin2 x

Приклад Знайти похiдну функцiї y = arctg
2x4

1− x8

y′ =
1(

1 +
4x8

(1− x8)2

) · 8x3(1− x8)− (−8x7)2x4

(1− x8)2
=

(1− x8)2(8x3 − 8x11 + 16x11)

(1 + x8)2(1− x8)2
=

8x3 + 8x11

(1 + x8)2
=

=
8x3(1 + x8)

(1 + x8)2
=

8x3

1 + x8

Приклад Знайти похiдну функцiї y = x2ex
2

lnx.

y′ =
(
x2ex

2
)′

lnx+ x2ex
2 1

x
=
(

2xex
2

+ x2ex
2

2x
)

lnx+ xex
2

= 2xex
2

(1 + x2) lnx+ xex
2

=

= xex
2

(1 + 2 lnx+ 2x2 lnx)

4.11.4 Застосування диференцiала до наближених обчислень

Диференцiал функцiї y = f(x) залежить вiд ∆x i є головною частиною приросту ∆x.
Також можна скористатися формулою

dy = f ′(x)dx

Тодi абсолютна похибка
|∆y − dy|

Вiдносна похибка ∣∣∣∣∆y − dy

dy

∣∣∣∣
Бiльш докладне застосування диференцiала до наближених обчислень буде описано нижче.

4.12 Похiднi i диференцiали вищих порядкiв
Нехай функцiя f(x) – диференцiйована на деякому iнтервалi. Тодi, диференцiюючи її, одержуємо першу похiдну

y′ = f ′(x) =
df(x)

dx

Якщо знайти похiдну функцiї f ′(x), одержимо другу похiдну функцiї f(x).

y′′ = f ′′(x) =
d2f(x)

dx2

тобто y′′ = (y′)′ або
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
.

Цей процес можна продовжити i далi, знаходячи похiднi порядку n.

dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)
.
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4.12.1 Загальнi правила знаходження похiдних вищих порядкiв

Якщо функцiї u = f(x) i v = g(x) диференцiйованi, то

1. (Cu)(n) = Cu(n);

2. (u± v)(n) = u(n) ± v(n);

3. (u · v)(n) = vu(n) + nu(n−1)v′ +
n(n− 1)

2!
u(n−2)v′′ + ...+

n(n− 1)...[n− (k − 1)]

k!
u(n−k)v(k) + ...

...+ uv(n).

Цей вираз називається формулою Ляйбнiца
Також за формулою dny = f (n)(x)dxn може бути знайдений диференцiал n-го порядку.

4.12.2 Порушення iнварiантностi форми запису для диференцiалiв вищих порядкiв

Нехай функцiї y = f(x) та x = x(t) є двiчi диференцiйованими на вiдповiдних промiжках (мають другу похiдну на
них). Тодi

y = f(x(t))⇒ dy = f ′(x)dx; d2y = f ′′(x)dx2;

y = f(x(t))⇒ dy = f ′(x)dx = f ′ (x(t))x′(t)dt2;

d2y = (f ′(x(t))x′(t))
′
dt2 =

(
f ′′ (x(t)) (x′(t))

2
+ f ′ (x(t))x′′(t)

)
dt2 = f ′′(x(t)) (x′(t)dt)

2
+ f ′(x(t))x′′(t)dt2 =

= f ′′(x)(dx)2 + f ′(x)d2x.

Остання рiвнiсть вказує на порушення iнварiантностi форми запису диференцiала другого порядку, а значить, i на
порушення iнварiантностi для усiх диференцiалiв вищих порядкiв.

4.12.3 Знаходження похiдної другого порядку для функцiї, яку задано параметрично

Нехай маємо функцiю, яку задано параметрично:{
x = x(t)
y = y(t)

Тодi, якщо x(t) та y(t) мають в околi точки, де слiд знайти другу похiдну вiд функцiї y(x), другi похiднi,

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
y′(t)

x′(t)

d2y

dx2
=

d

dx

[
dy

dx

]
=

d
dx
dt · dt

[
y′(t)

x′(t)

]
d2y

dx2
=

1

x′(t)
· d

dt

[
y′(t)

x′(t)

]
Приклад

Знайти другу похiдну функцiї y = y(x), якщо{
x = t2et

3

;
y =

(
1− t2

)
e−t.

Розв’язання
Маємо:

x = t2et
3

⇒ x′(t) = 2tet
3

+ t2 · et
3

· 3t2 = et
3

(2t+ 3t4)

y =
(
1− t2

)
e−t ⇒ y′(t) = −2t · e−t + (1− t2) · e−t · (−1) = e−t(t2 − 2t− 1)

d

dt

[
y′(t)

x′(t)

]
=

d

dt

[
e−t(t2 − 2t− 1)

et3(2t+ 3t4)

]
=

[
e−t−t

3

· t
2 − 2t− 1

2t+ 3t4

]′
=

= e−t−t
3

(−1− 3t2) · t
2 − 2t− 1

2t+ 3t4
+ e−t−t

3

· (2t− 2)(2t+ 3t4)− (t2 − 2t− 1)(2 + 12t3)

(2t+ 3t4)2
=

= −
(
9t8 − 18t7 − 6t6 + 6t5 − 33t4 − 16t3 − 6t2 − 2t− 2

)
e−t

3−t

(2t+ 3t4)2

d2y

dx2
=

1

x′(t)
· d

dt

[
y′(t)

x′(t)

]
=

= −
(
9t8 − 18t7 − 6t6 + 6t5 − 33t4 − 16t3 − 6t2 − 2t− 2

)
e−2t3−t

(2t+ 3t4)3
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4.12.4 Знаходження похiдної другого порядку для функцiї, яку задано неявним чином

Нехай змiнна x i ї ї функцiя y = y(x) пов’язанi мiж собою рiвнянням

F (x, y) = 0

Алгоритм знаходження Знаходження похiдної другого порядку для функцiї, заданої неявним чином, виконують у
три кроки:

• Диференцiюють обидвi частини виразу F (x, y) = 0 за x, враховуючи правила диференцiювання складеної функцiї
i те, що y = y(x).

• Знаходять з отриманого рiвняння y′(x).

• Диференцiюють рiвняння для y′(x) i пiдставляють до нього значення y′(x).

Приклад y = x+ ln y. Знайти y′′ =
d2y

dx2
.

Розв’язання
Знаходимо y′(x):

(y)′ = (x)′ + (ln y)′ ⇒ y′ = 1 +
y′

y
⇒
[
1− 1

y

]
y′ = 1⇒ y′ =

y

y − 1

Диференцiюють рiвняння для y′(x):

y′′ =
d2y

dx2
= (y′)′ =

(
y

y − 1

)′
=
y′ · (y − 1)− y · y′

(y − 1)2
= − y′

(y − 1)2
= −

y
y−1

(y − 1)2
= − y

(y − 1)3

4.13 Формула Тейлора
Теорема Тейлора10 1) Нехай функцiя f(x) має у точцi x = a i деякому її околi похiднi порядку до n+1 включно.

Тобто i всi попереднi до порядку n функцiї i їхнi похiднi неперервнi i диференцiйованi у цьому околi
2) Нехай x – будь-яке значення з цього околу, але x 6= a
Тодi мiж точками x i a знайдеться така точка ε, що справедлива формула:

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + ...+

f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (n+1)(ε)

(n+ 1)!
(x− a)n+1

– цей вираз називається формулою Тейлора, а вираз:

f (n+1)(ε)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 = Rn+1(x)

називається залишковим членом у формi Лагранжа.
Доведення Представимо функцiю f(x) у виглядi деякого многочлена Pn(x), значення якого у точцi x = a дорiвнює

значенню функцiї f(x), а значення його похiдних дорiвнює значенням вiдповiдних похiдних функцiї у точцi x = a.

Pn(a) = f(a); P ′n(a) = f ′(a); P ′′n (a) = f ′′(a); ... P (n)
n (a) = f (n)(a) (16)

Багаточлен Pn(x) буде близький до функцiї f(x). Чим бiльше значення n, тим ближче значення многочлена до
значень функцiї, тим точнiше вiн повторює функцiю.

Представимо цей многочлен з невизначеними поки коефiцiєнтами:

Pn(x) = C0 + C1(x− a) + C2(x− a)2 + ...+ Cn(x− a)n (17)

Для знаходження невизначених коефiцiєнтiв обчислюємо похiднi многочлена у точцi x = a i встановлюємо систему
рiвнянь: 

P ′n(x) = C1 + 2C2(x− a) + 3C3(x− a)2 + ...+ nCn(x− a)n−1

P ′′n (x) = 2C2 + 3 · 2C3(x− a) + ...+ n(n− 1)Cn(x− a)n−2

.........................................................................................

P
(n)
n (x) = n(n− 1)(n− 2)...2 · 1Cn

(18)

Розв’язання цiєї системи при x = a не викликає утруднень, одержуємо:

f(a) = C0

f ′(a) = C1

f ′′(a) = 2 · 1C2

f ′′′(a) = 3 · 2 · 1C3

10Брук Тейлор (Brook Taylor) (1685–1731) – англiйський математик
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f (n)(a) = n(n− 1)(n− 2)...2 · 1Cn
Пiдставляючи отриманi значення Ci до формули (17), одержуємо:

Pn(x) = f(a) +
f ′(a)

1
(x− a) +

f ′′(a)

2
(x− a)2 + ...+

f (n)(a)

n!
(x− a)n

Як було зазначено вище, многочлен не точно збiгається з функцiєю f(x), тобто вiдрiзняється вiд неї на деяку
величину. Позначимо цю величину Rn+1(x). Тодi:

f(x) = Pn(x) +Rn+1(x)

Теорему доведено.
Розглянемо докладнiше величину Rn+1(x), яку називають залишковим членом.

Як видно на малюнку, у точцi x = a значення многочлена у точностi збiгається зi значенням функцiї. Однак, при
вiддаленнi вiд точки x = a розбiжнiсть значно збiльшується.

Iнодi використається iнший запис для Rn+1(x). Оскiльки точка ε ∈ (a, x), то знайдеться таке число θ з iнтервалу
0 < θ < 1, що ε = a+ θ(x− a).

Тодi можна записати:

Rn+1 (x) =
f (n+1) [a+ θ (x− a)]

(n+ 1)!
(x− a)

n+1

Тодi, якщо прийняти a = x0, x− a = ∆x, x = x0 + ∆x, формулу Тейлора можна записати у виглядi:

f(x0 + ∆x)− f(x0) =
f ′(x0)

1!
∆x+

f ′′(x0)

2!
(∆x)2 + ...+

f (n)(x0)

n!
(∆x)n +

f (n+1)(x0 + θ∆x)

(n+ 1)!
(∆x)n+1

де 0 < θ < 1.
Якщо прийняти n = 0, одержимо: f(x0 + ∆x) − f(x0) = f ′(x0 + θ∆x) · ∆x – цей вираз називається формулою

Лагранжа11.
Формула Тейлора має величезне значення для рiзних математичних перетворень. З її допомогою можна знаходити

значення рiзних функцiй, iнтегрувати, розв’язувати диференцiальнi рiвняння та iнше.
При розглядi степеневих рядiв буде бiльш докладно описанi деякi особливостi i умови розкладу функцiї за фор-

мулою Тейлора.

4.13.1 Формула Маклорена

Формулою Маклорена12 називається формула Тейлора при a = 0:

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn +Rn(x)

Rn(x) =
f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1; 0 < θ < 1

11Жозеф Луї Лагранж (Joseph Louis Lagrange) (1736–1813) французький математик i механiк.
12Колiн Маклорен (Colin Maclaurin) (1698–1746) шотландський математик.
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Ми одержали так звану формулу Маклорена iз залишковим членом у формi Лагранжа.
Слiд зазначити, що при розкладi функцiї, застосування формули Маклорена краще, нiж застосування безпосере-

дньо формули Тейлора, оскiльки обчислення значень похiдних у нулi простiше, нiж у будь-якiй iншiй точцi, природно,
за умови, що цi похiднi iснують.

Однак, вибiр числа a дуже важливий для практичного використання. Справа у тому, що при обчисленнi значення
функцiї у точцi, розташованої вiдносно близько до точки a, значення, отримане за формулою Тейлора, навiть при
обмеженнi трьома – чотирма першими доданками, збiгається з точним значенням функцiї практично абсолютно. При
вiддаленнi ж розглянутої точки вiд точки a для одержання точного значення треба брати все бiльшу кiлькiсть доданкiв
формули Тейлора, що незручно.

Тобто чим бiльше за модулем значення рiзницi (x−a), тим точнiше значення функцiї вiдрiзняється вiд знайденого
за формулою Тейлора.

Крiм того, можна показати, що залишковий член Rn+1(x) є нескiнченно малою функцiєю при x → a, причому
бiльш високого порядку, нiж (x− a)n, тобто (залишковий член у формi Пеано13)

Rn+1(x) = o ([x− a]
n
) .

Таким чином, ряд Маклорена можна вважати частковим випадком ряду Тейлора.

4.13.2 Подання деяких елементарних функцiй за формулою Тейлора

Застосування формули Тейлора для розкладу функцiй у степеневий ряд широко використовується i має величезне
значення при проведеннi рiзних математичних розрахункiв. Безпосереднє обчислення iнтегралiв деяких функцiй мо-
же бути сполучене зi значними труднощами, а замiна функцiї степеневим рядом дозволяє значно спростити задачу.
Знаходження значень тригонометричних, зворотних тригонометричних, логарифмiчних функцiй також може бути
зведене до знаходження значень вiдповiдних многочленiв.

Якщо при розкладi взяти достатню кiлькiсть доданкiв, то значення функцiї може бути знайдене з будь-якою
наперед заданою точнiстю. Практично можна сказати, що для знаходження значення будь-якої функцiї з достатнiм
ступенем точностi (передбачається, що точнiсть, що перевищує 10–20 знакiв пiсля десяткової точки, необхiдна дуже
рiдко) досить 4–10 членiв розкладу в ряд.

Застосування принципу розкладу в ряд дозволяє робити обчислення на ЕОМ у режимi реального часу, що варте
уваги при розв’язаннi конкретних технiчних задач.

Функцiя f(x) = ex

Знаходимо:
f(x) = ex, f(0) = 1;

f ′(x) = ex, f ′(0) = 1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x) = ex, f (n)(0) = 1.

Тодi: ex = 1 +
x

1
+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
+

xn+1

(n+ 1)!
eθx, 0 < θ < 1

Приклад: Знайдемо значення числа e.
В отриманiй вище формулi покладемо x = 1.

e = 1 + 1 +
1

2
+

1

3!
+

1

4!
+ ...+

1

(n+ 1)!
eθ

Для 8 членiв розкладу: e = 2, 71827876984127003
Для 10 членiв розкладу: e = 2, 71828180114638451
Для 100 членiв розкладу: e = 2, 71828182845904553

13Джузеппе Пеано (Giuseppe Peano) (1858–1932) – iталiйський математик.
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На графiку показанi значення числа e з точнiстю, що залежить вiд кiлькостi членiв розкладу Тейлора.
Як видно, для досягнення точностi, достатньої для розв’язання бiльшостi практичних задач, можна обмежитися

6–7-ма членами ряду.
Функцiя f(x) = sinx
Одержуємо:

f(x) = sinx; f(0) = 0;

f ′(x) = cosx = sin(x+ π/2); f ′(0) = 1;

f ′′(x) = − sinx = sin(x+ 2(π/2)); f ′′(0) = 0;

f ′′′(x) = − cosx = sin(x+ 3(π/2)); f ′′′(0) = −1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x) = sin(x+ πn/2); f (n)(0) = sin(πn/2);

f (n+1)(x) = sin(x+ (n+ 1)π/2); f (n+1)(ε) = sin(ε+ (n+ 1)π/2);

Отже:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− ...+ (−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
+R2n(x);

R2n(x) =
f (2n+1)(ε)

(2n+ 1)!
x2n+1 = ± cos ε

(2n+ 1)!
x2n+1

Функцiя f(x) = cosx
Для функцiї cosx, застосувавши аналогiчнi перетворення, одержимо:

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− ...+ (−1)n

x2n

(2n)!
+R2n+1(x);

R2n+1(x) =
f (2n+2)(ε)

(2n+ 2)!
x2n+2 = ± cos ε

(2n+ 2)!
x2n+2

Функцiя f(x) = (1 + x)α (α – дiйсне число)

f ′(x) = α(1 + x)α−1; f ′(0) = α;

f ′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2; f ′′(0) = α(α− 1);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x) = α(α− 1)(α− 2)...(α− (n− 1))(1 + x)α−n; f (n)(0) = α(α− 1)(α− 2)...(α− n+ 1)

Тодi:

(1 + x)α = 1 +
α

1
x+

α(α− 1)

2 · 1
x2 + ...+

α(α− 1)...(α− n+ 1)

n!
xn +Rn+1(x)

Rn+1(x) =
α(α− 1)...(α− n)

(n+ 1)!
(1 + θx)α−(n+1); 0 < θ < 1

Якщо в отриманiй формулi прийняти α = n, де n – натуральне число i f (n+1)(x) = 0, то Rn+1 = 0, тодi

(1 + x)n = 1 +
n

1!
x+

n(n− 1)

2!
x2 + ...+ xn

Вийшла формула, вiдома як бiном Ньютона.
Приклад: Застосувати отриману формулу для знаходження синуса будь-якого кута з будь-яким ступенем точностi.
На наведених нижче графiках представлене порiвняння точного значення функцiї i значення розкладу в ряд

Тейлора при рiзнiй кiлькостi членiв розкладу.

Рис. 8: Два члени розкладу
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Рис. 9: Чотири члени розкладу

Рис. 10: Шiсть членiв розкладу

Рис. 11: Вiсiм членiв розкладу

Щоб одержати найбiльш точне значення функцiї при найменшiй кiлькостi членiв розкладу треба у формулi Тейлора
як параметр a вибрати таке число, що досить близько до значення x, i значення функцiї вiд цього числа легко
обчислюється.

Для прикладу, обчислимо значення sin 20◦.
Попередньо переведемо кут 20◦ у радiани: 20◦ = π/9.
Застосуємо розклад в ряд Тейлора, обмежившись трьома першими членами розкладу:

sin 20◦ = sin
π

9
∼=
π

9
− 1

3!

(π
9

)3

+
1

5!

(π
9

)5

= 0, 348889− 0, 007078 + 0, 000043 = 0, 341854

У чотиризначних таблицях Брадiса для синуса цього кута зазначене значення 0,3420.
На графiку показана змiна значень розкладу в ряд Тейлора залежно вiд кiлькостi членiв розкладу. Як видно, якщо

обмежитися трьома членами розкладу, то досягається точнiсть до 0,0002.
Вище говорилося, що при x → 0 функцiя sinx є нескiнченно малою i може при обчисленнi бути замiнена на

еквiвалентну їй нескiнченно малу функцiю x. Тепер видно, що при x, близьких до нуля, можна практично без втрати
у точностi обмежитися першим членом розкладу, тобто sinx ≈ x.

Приклад: Обчислити sin 28◦13′15′′.
Для того, щоб представити заданий кут у радiанах, скористаємося спiввiдношеннями:

1◦ =
π

180
; 28◦ =

28π

180
;

1′ =
π

60 · 180
; 13′ =

13π

60 · 180
;

1′′ =
π

60 · 60 · 180
; 15′′ =

15π

60 · 60 · 180
;

28◦13′15′′ =
28π

180
+

13π

60 · 180
+

15π

60 · 60 · 180
=

π

180

(
28 · 60 · 60 + 60 · 13 + 15

60 · 60

)
= 0, 492544 радiан

Якщо при розкладаннi за формулою Тейлора обмежитися трьома першими членами, одержимо: sin x = x− x3

6
+

x5

120
= 0, 492544− 0, 019915 + 0, 000242 = 0, 472871.
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Порiвнюючи отриманий результат з точним значенням синуса цього кута,
sin 28◦13′15′′ = 0, 472869017612759812,
Бачимо, що навiть при обмеженнi всього трьома членами розкладу, точнiсть склала 0, 000002, що цiлком достатньо

для бiльшостi практичних технiчних задач.
Функцiя f(x) = ln(1 + x)
Одержуємо: f(x) = ln(1 + x); f(0) = 0;

f ′(x) =
1

1 + x
; f ′(0) = 1;

f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
; f ′′(0) = −1;

f ′′′(x) =
−1 · (−2)

(1 + x)3
; f ′′′(0) = 2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x) = (−1)n−1 (n− 1)!

(1 + x)n
; f (n)(x) = (−1)n−1(n− 1)!;

Разом:

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1 · 2
3!

x3 − ...+ (−1)n−1(n− 1)!

n!
xn +Rn+1(x);

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− ...+ (−1)n−1

n
xn +Rn+1(x);

Rn+1(x) =
(−1)nn!

(n+ 1)!

(
x

1 + ε

)n+1

;

Отримана формула дозволяє знаходити значення будь-яких логарифмiв (не тiльки натуральних) з будь-яким рiв-
нем точностi. Нижче представлений приклад обчислення натурального логарифма ln 1, 5. Спочатку отримане точне
значення, потiм – розрахунок за отриманою вище формулою, обмежившись п’ятьма членами розкладу. Точнiсть сягає
0, 0003.

ln 1, 5 = 0, 405465108108164381

ln 1, 5 = ln(1 + 0, 5) ≈ 0, 5− 0, 52

2
+

0, 53

3
− 0, 54

4
+

0, 55

5
− 0, 56

6
+

0, 57

7
= 0, 4058035

Розклад рiзних функцiй за формулами Тейлора i Маклорена наводиться у спецiальних таблицях, однак, формула
Тейлора настiльки зручна, що для переважної бiльшостi функцiй розклад може бути легко знайдений безпосередньо.

Далi у курсi будуть розглянутi рiзнi застосування формули Тейлора не тiльки до наближених подань функцiй, але
i до розв’язання диференцiальних рiвнянь i до обчислення iнтегралiв.

4.14 Теореми про середнє
4.14.1 Теорема Ферма

Якщо функцiя f(x) має на iнтервалi (a, b) деяку точку x0 таку, що f(x0) = min
x∈(a,b)

f(x) або f(x0) = max
x∈(a,b)

f(x) i

iснує f ′(x0), то f ′(x0) = 0.
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Доведення Оскiльки випадки аналогiчнi, нехай f(x0) = max
x∈(a,b)

f(x). Iснування f ′(x0) рiвносильне тому, що iснують

однобiчнi похiднi f ′−(x0) та f ′+(x0) i f ′−(x0) = f ′+(x0). Тодi,

f ′−(x0) = lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0
> 0;

f ′+(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0
6 0;

i f ′−(x0) = f ′+(x0). Звiдси слiдує, що f ′(x0) = 0.
Теорему доведено.

4.14.2 Теорема Ролля

Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b], диференцiйована на iнтервалi (a, b) i значення функцiї на кiнцях
вiдрiзка рiвнi f(a) = f(b), то на iнтервалi (a, b) iснує точка ε, a < ε < b, у якiй похiдна функцiя f(x) рiвна нулю,
f ′(ε) = 0.

Геометричний змiст теореми Ролля14 полягає у тому, що при виконаннi умов теореми на iнтервалi (a, b) iснує точка
ε така, що у вiдповiднiй точцi кривої y = f(x) дотична паралельна осi Ox. Таких точок на iнтервалi може бути i
декiлька, але теорема стверджує iснування принаймнi однiєї такої точки.

Доведення За властивiстю функцiй, неперервних на вiдрiзку (другою теоремою Веєрштраса), функцiя f(x) на
вiдрiзку [a, b] приймає найбiльше i найменше значення. Позначимо цi значення M i m вiдповiдно. Можливi два рiзних
випадки M = m i M 6= m.

НехайM = m. Тодi функцiя f(x) на вiдрiзку [a, b] зберiгає постiйне значення i у будь-якiй точцi iнтервалу її похiдна
дорiвнює нулю. У цьому випадку за ε можна прийняти будь-яку точку iнтервалу.

НехайM 6= m. Тодi значення на кiнцях вiдрiзка рiзнi, i хоча б одне зi значень,M абоm, функцiя приймає усерединi
вiдрiзка [a, b]. Позначимо ε, a < ε < b точку, у якiй f(ε) = M . Оскiльки M – найбiльше значення функцiї, то для
кожного ∆x (будемо вважати, що точка ε+ ∆x перебуває усерединi розглянутого iнтервалу) виконується нерiвнiсть:

∆f (ε) = f (ε+ ∆x)− f (ε) 6 0

При цьому
∆f(ε)

∆x
=

{
6 0, при ∆x > 0
> 0, при ∆x < 0

Але оскiльки за умовою похiдна у точцi ε iснує, то iснує i границя lim
∆x→0

∆f(ε)

∆x
.

Оскiльки lim
∆x→0+0

∆f(ε)

∆x
6 0 i lim

∆x→0−0

∆f(ε)

∆x
> 0, то можна зробити висновок:

lim
∆x→0

∆f(ε)

∆x
= 0, при f ′(ε) = 0.

Теорему доведено.
Теорема Ролля має кiлька наслiдкiв:

1. Якщо функцiя f(x) на вiдрiзку [a, b] задовольняє умови теореми Ролля, причому f(a) = f(b) = 0, то iснує
принаймнi одна точка ε, a < ε < b, така, що f ′(ε) = 0. Тобто мiж двома нулями функцiї знайдеться хоча б одна
точка, у якiй похiдна функцiї дорiвнює нулю.

2. Якщо на розглянутому iнтервалi (a, b) функцiя f(x) має похiдну (n − 1)-го порядку i n раз обертається в нуль,
то iснує принаймнi одна точка iнтервалу, у якiй похiдна (n− 1)-го порядку дорiвнює нулю.

За допомогою теореми Ролля можна довести формулу для залишкового члена формули Тейлора у формi Лагранжа,
яку ми використовували ранiше.

Для цього розгляньмо таку функцiю g(t):

g(t) := f(x)− Pn(x, t)− L

(n+ 1)!
(x− t)n+1, L ∈ R, t ∈< x0;x >,

де

Pn(x, t) = f(t)−
n∑
k=1

f (k)(t)(x− t)k

k!

Маємо

1. g(t) неперервна мiж x0 та x як сума неперервних.
14Мiшель Ролль (Michel Rolle) (1652–1719) – французький математик.
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2. g(t) диференцiйована мiж x0 та x

g′(t) = (f(x))′ − f ′(t)−
n∑
k=1

(
f (k+1)(t)(x− t)k

k!
− f (k)(t)(x− t)k−1

(k − 1)!

)
+
L

n!
(x− t)n

= −f
(n+1)(t)(x− t)n

n!
+
L

n!
(x− t)n

3. g(x) = 0. Виберемо L = L0 так, щоб g(x0) = 0:

g(x0) = f(x)− f(x0)−
n∑
k=1

f (k)(x0)(x− x0)k

k!
− L

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 = 0

∃!L = L0 : g(x0) = 0.
Нехай L = L0.

Отже, для g(t) справджуються умови теореми Ролля. Тому

∃θ ∈ (0; 1) : g′(x0 + θ(x− x0)) = 0

Тобто
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))(x− x0 − θ(x− x0))n

n!
=
L0

n!
(x− x0 − θ(x− x0))n ⇒

L0 = f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

Звiдси, розглядаючи g(x0), отримуємо формулу Тейлора iз залишковим членом у формi Лагранжа.

4.14.3 Теорема Лагранжа

Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b] i диференцiйована на iнтервалi (a, b), то на цьому iнтервалi

знайдеться принаймнi одна точка c, a < c < b, така, що
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

Це означає, що якщо на деякому промiжку виконуються умови теореми, то вiдношення приросту функцiї до
приросту аргументу на цьому вiдрiзку дорiвнює значенню похiдної у деякiй промiжнiй точцi.

Розглянута вище теорема Ролля є частковим випадком теореми Лагранжа.

Вiдношення
f(b)− f(a)

b− a
дорiвнює кутовому коефiцiєнту сiчної AB.

Якщо функцiя f(x) задовольняє умовам теореми, то на iнтервалi (a, b) iснує точка c така, що у вiдповiднiй точцi
кривої y = f(x) дотична паралельна сiчнiй, що з’єднує точки A i B. Таких точок може бути i декiлька, але одна iснує
точно.

Доведення Розглянемо деяку допомiжну функцiю
F (x) = f(x)− yсiчн АВ
Рiвняння сiчної AB можна записати у виглядi:

y − f(a) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a);

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Функцiя F (x) задовольняє умови теореми Ролля. Дiйсно, вона неперервна на вiдрiзку [a, b] i диференцiйована на
iнтервалi (a, b). За теоремою Ролля iснує хоча б одна точка c, a < c < b, така що F ′(c) = 0.

Оскiльки F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
, то F ′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0, отже

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
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Теорему доведено.
Означення Вираз f(a) − f(b) = f ′(ε)(b − a) називається формулою Лагранжа або формулою скiнчених

приростiв
Надалi ця формула буде дуже часто застосовуватися для доведення найрiзноманiтнiших теорем.
Iнодi формулу Лагранжа записують у трохи iншому виглядi:

∆y = f ′(x+ θ∆x)∆x,

де 0 < θ < 1, ∆x = b− a, ∆y = f(b)− f(a).

4.14.4 Теорема Кошi

Якщо функцiї f(x) i g(x) неперервнi на вiдрiзку [a, b] i диференцiйованi на iнтервалi (a, b) i g′(x) 6= 0 на iнтервалi
(a, b), то iснує принаймнi одна точка ε, a < ε < b, така, що

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ε)

g′(ε)
.

Тобто вiдношення приростiв функцiй на даному вiдрiзку дорiвнює вiдношенню похiдних у точцi ε.
Для доведення цiєї теореми на перший погляд дуже зручно скористатися теоремою Лагранжа. Записати форму-

лу скiнченних рiзниць для кожної функцiї, а потiм роздiлити їхнiй одну на одну. Однак, це враження помилкове,
оскiльки точка ε для кожної з функцiй в загальному випадку рiзна. Звичайно, у деяких окремих випадках ця точка
iнтервалу може виявитися однаковою для обох функцiй, але це – дуже рiдкiсний збiг, а не правило, тому не може
бути використаний для доведення теореми.

Доведення Розглянемо допомiжну функцiю

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)),

яка на iнтервалi [a, b] задовольняє умовам теореми Ролля. Легко бачити, що при x = a та x = b: F (a) = F (b) = 0. Тодi

за теоремою Ролля iснує точка ε, a < ε < b, така, що F ′(ε) = 0. Оскiльки F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(x), то

F ′(ε) = 0 = f ′(ε)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(ε)

А оскiльки g′(ε) 6= 0, то

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ε)

g′(ε)
.

Теорему доведено.
Слiд зазначити, що розглянута вище теорема Лагранжа є частковим випадком (при g(x) = x) теореми Кошi15.

Доведена нами теорема Кошi дуже широко використається для розкриття так званих невизначеностей. Застосування
отриманих результатiв дозволяє iстотно спростити процес обчислення границь функцiй, що буде докладно розглянуто
нижче.

4.15 Розкриття невизначеностей. Правило Лопiталя
До розряду невизначеностей прийнято включати такi наступнi спiввiдношення:

0

0
;
∞
∞

; ∞ · 0; ∞0; 1∞; ∞−∞

Теорема (правило Лопiталя)16 Якщо функцiї f(x) i g(x) диференцiйованi поблизу точки a, неперервнi у точцi
a, g′(x) вiдмiнна вiд нуля поблизу a i f(a) = g(a) = 0, то границя частки функцiй при x→ a дорiвнює границi частки
їхнiх похiдних, якщо ця границя (скiнченна або нескiнченна) iснує

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim
x→a

f ′(x)

g′(x)

Доведення Застосувавши формулу Кошi, одержимо:

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=
f ′(ε)

g′(ε)

15Огюстен Кошi (Augustin-Louis Cauchy) (1789–1857) – французький математик
16Гiйом де Лопiталь (Guillaume François Antoine de L’Hôpital) (1661–1704) – французький математик
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де ε – точка, що перебуває мiж a i x. З огляду на те, що f(a) = g(a) = 0:

f(x)

g(x)
=
f ′(ε)

g′(ε)

Нехай при x→ a вiдношення
f ′(x)

g′(x)
прямує до деякої границi. Оскiльки точка ε лежить мiж точками a та x, то при

x→ a одержимо ε → a, а отже i вiдношення
f ′(ε)

g′(ε)
прямує до тiєї ж границi. Таким чином, можна записати:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Теорему доведено.

Приклад: Знайти границю lim
x→1

x2 − 1 + lnx

ex − e
.

Як видно, при спробi безпосереднього обчислення границi виходить невизначенiсть виду
0

0
. Функцiї, що входять у

чисельник i знаменник дробу, задовольняють вимогам теореми Лопiталя.

f ′(x) = 2x+
1

x
; g′(x) = ex;

lim
x→1

f ′(x)

g′(x)
= lim
x→1

2x+
1

x
ex

=
2 + 1

e
=

3

e
;

Приклад: Знайти границю lim
x→∞

π − 2 arctg x

e
3
x − 1

.

f ′(x) = − 2

1 + x2
; g′(x) = −e 3

x · 3

x2
;

lim
x→∞

[
− 2x2

(1 + x2)e
3
x (−3)

]
=

−2

(0 + 1) · 1 · (−3)
=

2

3
.

Якщо при розв’язаннi прикладу пiсля застосування правила Лопiталя спроба обчислити границю знову приводить
до невизначеностi, то правило Лопiталя може бути застосовано другий раз, третiй тощо поки не буде отриманий
результат. Природно, це можливо тiльки у тому випадку, якщо знову отриманi функцiї у свою чергу задовольняють
вимогам теореми Лопiталя.

Приклад: Знайти границю lim
x→∞

xe
x
2

x+ ex
.

f ′(x) = e
x
2

(
1 +

1

2
x

)
; g′(x) = 1 + ex;

f ′′(x) =
1

2
e

x
2 +

1

2
e

x
2 +

x

4
e

x
2 =

1

4
e

x
2 (4 + x); g′′(x) = ex;

lim
x→∞

1

4
e

x
2 (4 + x)

ex
= lim
x→∞

1

4
(4 + x)

e
x
2

f ′1(x) =
1

4
; g′1(x) =

1

2
e

x
2 ; lim
x→∞

1

2e
x
2

= 0;

Слiд зазначити, що правило Лопiталя – всього лише один зi способiв обчислення границь. Часто в конкретному
прикладi поряд iз правилом Лопiталя може бути використаний i якийсь iнший метод (замiна змiнних, домноження
тощо).

Приклад: Знайти границю lim
x→0

ex − e−x − 2x

x− sinx
.

f ′(x) = ex + e−x − 2; g′(x) = 1− cosx; lim
x→0

ex + e−x − 2

1− cosx
=

1 + 1− 2

1− 1
=

0

0

Знову вийшла невизначенiсть. Застосуємо правило Лопiталя ще раз.

f ′′(x) = ex − e−x; g′′(x) = sinx; lim
x→0

ex − e−x

sinx
=

1− 1

0
=

0

0
.

Застосовуємо правило Лопiталя ще раз.

f ′′′(x) = ex + e−x; g′′′(x) = cosx; lim
x→0

ex + e−x

cosx
=

2

1
= 2;
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Невизначеностi вигляду 00; 1∞; ∞0 можна розкрити за допомогою логарифмування. Такi невизначеностi зустрi-
чаються при знаходженнi меж функцiй вигляду y = [f(x)]

g(x), f(x) > 0 поблизу точки a при x→ a. Для знаходження
границi такої функцiї досить знайти границю функцiї ln y = g(x) ln f(x).

Приклад: Знайти границю lim
x→0+0

xx.

Тут y = xx, ln y = x lnx.

Тодi lim
x→0+0

ln y = lim
x→0+0

x lnx = lim
x→0+0

lnx
1

x

=

{
правило
Лопiталя

}
= lim

x→0+0

1/x

−1/x2
= − lim

x→0+0
x = 0; . Отже lim

x→0+0
ln y =

ln lim
x→0+0

y = 0; ⇒ lim
x→0+0

y = lim
x→0+0

xx = 1

Приклад: Знайти границю lim
x→∞

x2

e2x
.

f ′(x) = 2x; g′(x) = 2e2x; lim
x→∞

x

e2x
=
∞
∞

– одержали невизначенiсть. Застосовуємо правило Лопiталя ще раз.

f ′′(x) = 2; g′′(x) = 4e2x; lim
x→∞

1

2e2x
=

1

∞
= 0;

4.16 Дослiдження функцiй за допомогою похiдної
4.16.1 Зростання i спадання функцiй

Теорема. 1) Якщо функцiя f(x) має похiдну на вiдрiзку [a, b] i зростає на цьому вiдрiзку, то її похiдна на цьому
вiдрiзку невiд’ємна, тобто f ′ (x) > 0.

2) Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b] i диференцiйована на промiжку (a, b), причому f ′(x) > 0 для
a < x < b, то ця функцiя зростає на вiдрiзку [a, b]

Доведення

1. Якщо функцiя f(x) зростає, то f(x+ ∆x) > f(x) при ∆x > 0 i f(x+ ∆x) < f(x) при ∆x < 0, тодi:

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
> 0, lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
> 0.

2. Нехай f ′(x) > 0 для будь-яких точок x1 i x2, що належать вiдрiзку [a, b], причому x1 < x2.

Тодi за теоремою Лагранжа: f(x2)− f(x1) = f ′(ε)(x2 − x1), x1 < ε < x2

За умовою f ′(ε) > 0, отже, f(x2)− f(x1) > 0, тобто функцiя f(x) зростає.
Теорему доведено.
Аналогiчно можна зробити висновок про те, що якщо функцiя f(x) спадає на вiдрiзку [a, b], то f ′ (x) 6 0 на цьому

вiдрiзку. Якщо f ′ (x) < 0 у промiжку (a, b), то f(x) спадає на вiдрiзку [a, b].
Звичайно, дане твердження справедливе, якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b] i диференцiйована на

iнтервалi (a, b).

4.17 Точки екстремуму
Означення Функцiя f(x) має у точцi x1 максимум, якщо її значення у цiй точцi бiльше значень у всiх точках

деякого iнтервалу, що мiстить точку x1. Функцiя f(x) має у точцi x2 мiнiмум, якщо f(x2 + ∆x) > f(x2) при кожному
∆x (∆x може бути i вiд’ємним).

Очевидно, що функцiя, визначена на вiдрiзку може мати максимум i мiнiмум тiльки у точках, що перебувають
усерединi цього вiдрiзка. Не можна також плутати максимум i мiнiмум функцiї з її найбiльшим i найменшим значенням
на вiдрiзку – це поняття принципово рiзнi.

Означення Точки максимуму i мiнiмуму функцiї називаються точками екстремуму
Теорема (необхiдна умова iснування екстремуму) Якщо функцiя f(x) диференцiйована у точцi x = x1 i точка x1

є точкою екстремуму, то похiдна функцiї обертається у нуль у цiй точцi.
Доведення Припустiмо, що функцiя f(x) має у точцi x = x1 максимум.
Тодi при досить малих додатних ∆x > 0 виконується нерiвнiсть f(x1 + ∆x) < f(x1), тобто

f(x1 + ∆x)− f(x1) < 0

Тодi
f(x1 + ∆x)− f(x1)

∆x
> 0 при ∆x < 0

f(x1 + ∆x)− f(x1)

∆x
< 0 при ∆x > 0

За визначенням:
lim

∆x→0

f(x1 + ∆x)− f(x1)

∆x
= f ′(x1)
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Тобто якщо ∆x→ 0, але ∆x < 0, то f ′ (x1) > 0, а якщо ∆x→ 0, але ∆x > 0, то f ′ (x1) 6 0.
А можливо це тiльки у тому випадку, якщо при ∆x→ 0 f ′(x1) = 0.
Для випадку, коли функцiя f(x) має у точцi x2 мiнiмум, теорема доводиться аналогiчно.
Теорему доведено.
Наслiдок Зворотне твердження є помилковим. Якщо похiдна функцiї в деякiй точцi дорiвнює нулю, то це ще не

значить, що у цiй точцi функцiя має екстремум. Красномовний приклад цього – функцiя y = x3, похiдна якої у точцi
x = 0 дорiвнює нулю, однак у цiй точцi функцiя має тiльки перегин, а не максимум або мiнiмум.

Означення Критичними точками функцiї називаються точки, у яких похiдна функцiї не iснує або дорiвнює
нулю.

Розглянута вище теорема дає нам необхiднi умови iснування екстремуму, але цього недостатньо.
Приклад: f(x) = |x|

У точцi x = 0 функцiя має мiнiмум, але не має похiдної.
Приклад: f(x) = 3

√
x

У точцi x = 0 функцiя не має нi максимуму, нi мiнiмуму, нi похiдної.
Загалом кажучи, функцiя f(x) може мати екстремум у точках, де похiдна не iснує або дорiвнює нулю.
Теорема (Достатнi умови iснування екстремуму)
Нехай функцiя f(x) неперервна в iнтервалi (a, b), що мiстить критичну точку x1, i диференцiйована у всiх

точках цього iнтервалу крiм, може бути, самої точки x1.
Якщо при переходi через точку x1 лiворуч праворуч похiдна функцiї f ′(x) мiняє знак з «+» на «−», то у точцi

x = x1 функцiя f(x) має максимум, а якщо похiдна мiняє знак з «−» на «+» – то функцiя має мiнiмум
Доведення

Нехай
{
f ′(x) > 0 при x < x1

f ′(x) < 0 при x > x1

За теоремою Лагранжа: f(x)− f(x1) = f ′(ε)(x− x1), де x < ε < x1.
Тодi: 1) Якщо x < x1, то ε < x1; f ′(ε) > 0; f ′(ε)(x− x1) < 0, отже

f(x)− f(x1) < 0 або f(x) < f(x1).

2) Якщо x > x1, то при ε > x1 f
′(ε) < 0; f ′(ε)(x− x1) < 0, отже

f(x)− f(x1) < 0 або f(x) < f(x1).

Оскiльки вiдповiдi збiгаються, то можна сказати, що f(x) < f(x1) у будь-яких точках поблизу x1, тобто x1 – точка
максимуму.

Доведення теореми для точки мiнiмуму проводиться аналогiчно.
Теорему доведено.
На основi вищесказаного можна виробити єдиний порядок дiй при знаходженнi найбiльшого i найменшого значення

функцiї на вiдрiзку:

1. Знайти критичнi точки функцiї.
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2. Знайти значення функцiї у критичних точках.

3. Знайти значення функцiї на кiнцях вiдрiзка.

4. Вибрати серед отриманих значень найбiльше i найменше.

Дослiдження функцiї на екстремум за допомогою похiдних вищих порядкiв
Нехай у точцi x = x1 f

′(x1) = 0 i f ′′(x1) iснує i неперервна в деякому околi точки x1.
Теорема Якщо f ′(x1) = 0, то функцiя f(x) у точцi x = x1 має максимум, якщо f ′′(x1) < 0, i мiнiмум, якщо

f ′′(x1) > 0
Доведення
Нехай f ′(x1) = 0 i f ′′(x1) < 0. Оскiльки функцiя f ′′(x) неперервна, то f ′′(x1) буде вiд’ємною i у деякому малому

околi точки x1.
Оскiльки f ′′(x) = (f ′(x))

′
< 0, то f ′(x) спадає на вiдрiзку, що мiстить точку x1, але f ′(x1) = 0, тобто f ′(x) > 0 при

x < x1 i f ′(x) < 0 при x > x1. Це i означає, що при переходi через точку x = x1 похiдна f ′(x) мiняє знак з «+» на «–»,
тобто у цiй точцi функцiя f(x) має максимум.

Для випадку мiнiмуму функцiї теорема доводиться аналогiчно.
Якщо f ′′(x1) = 0, можна скористатися такою теоремою:
Теорема Нехай f(x) є неперервною в певному околi точки x = x1, причому у самiй точцi iснують похiднi функцiї,

аж до n-го порядку включно i f ′(x1) = f ′′(x1) = · · · = f (n−1)(x1) = 0, f (n)(x1) 6= 0. Тодi

1. якщо n – парне i f (n)(x1) > 0, x1 є точкою мiнiмуму;

2. якщо n – парне i f (n)(x1) < 0, x1 є точкою максимуму;

3. якщо n – непарне, x1 не є точкою екстремуму.

4.18 Опуклiсть i увiгнутiсть кривої. Точки перегину
Означення Крива звернена опуклiстю догори на iнтервалi (a, b), якщо всi її точки лежать нижче будь-якої її

дотичної на цьому iнтервалi. Крива, звернена опуклiстю нагору, називається опуклою, а крива, звернена опуклiстю
вниз – називається увiгнутою.

На малюнку показана iлюстрацiя наведеного вище визначення.
Теорема 1 Якщо у всiх точках iнтервалу (a, b) друга похiдна функцiї f(x) вiд’ємна, то крива y = f(x) звернена

опуклiстю нагору (опукла).
Доведення Нехай x0 ∈ (a, b). Проведемо дотичну до кривої у цiй точцi.
Рiвняння кривої: y = f(x). Рiвняння дотичної: y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).
Слiд довести, що y − y = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0).
За теоремою Лагранжа для f(x) − f(x0): y − y = f ′(c)(x − x0) − f ′(x0)(x − x0), x0 < c < x. Отже, y − y =

(x− x0) [f ′ (c)− f ′ (x0)].
За теоремою Лагранжа для f ′(c)− f ′(x0) : y − y = f ′′(c1)(c− x0)(x− x0), x0 < c1 < c.
Нехай x > x0 тодi x0 < c1 < c < x. Оскiльки x−x0 > 0 i c−x0 > 0, i крiм того за умовою f ′′(c1) < 0, отже, y−y < 0.
Нехай x < x0 тодi x < c < c1 < x0 i x− x0 < 0, c− x0 < 0, оскiльки за умовою f ′′(c1) < 0, тому y −−→y < 0.
Аналогiчно доводиться, що якщо f ′′(x) > 0 на iнтервалi (a, b), то крива y = f(x) увiгнута на iнтервалi (a, b).
Теорему доведено.
Означення Точка, що вiдокремлює опуклу частину кривої вiд увiгнутої, називається точкою перегину.
Очевидно, що у точцi перегину дотична перетинає криву.
Теорема 2 Нехай крива визначається рiвнянням y = f(x). Якщо друга похiдна f ′′(a) = 0 або f ′′(a) не iснує i при

переходi через точку x = a f ′′(x) мiняє знак, то точка кривої з абсцисою x = a є точкою перегину
Доведення 1) Нехай f ′′(x) < 0 при x < a i f ′′(x) > 0 при x > a. Тодi при x < a крива опукла, а при x > a крива

увiгнута, тобто точка x = a – точка перегину.
2) Нехай f ′′(x) > 0 при x < b i f ′′(x) < 0 при x > b. Тодi при x < b крива звернена опуклiстю вниз, а при x > b –

опуклiстю нагору. Тодi x = b – точка перегину.
Теорему доведено.
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4.19 Асимптоти
При дослiдженнi функцiй часто буває, що при вiддаленнi координати x точки кривої в нескiнченнiсть крива нео-

бмежено наближається до деякої прямої.
Означення Пряма називається асимптотою кривої, якщо вiдстань вiд змiнної точки кривої до цiєї прямої при

вiддаленнi точки в нескiнченнiсть прямує до нуля.
Слiд зазначити, що не будь-яка крива має асимптоту. Асимптоти можуть бути прямi i похилi. Дослiдження функцiй

на наявнiсть асимптот має велике значення i дозволяє бiльш точно визначити характер функцiї i поводження графiка
кривої.

Загалом кажучи, крива, необмежено наближаючись до своєї асимптоти, може i перетинати її, причому не в однiй
точцi, як показано на наведеному нижче графiку функцiї y = x+ e−

x
3 sinx. Її похила асимптота – y = x.

Розгляньмо докладнiше методи знаходження асимптот кривих.

4.19.1 Вертикальнi асимптоти

З визначення асимптоти слiдує, що якщо lim
x→a+0

f(x) = ∞ або lim
x→a−0

f(x) = ∞ або lim
x→a

f(x) = ∞, то пряма x = a –

асимптота кривої y = f(x).

Наприклад, для функцiї f(x) =
2

x− 5
пряма x = 5 є вертикальною асимптотою.

4.19.2 Похилi асимптоти

Припустiмо, що крива y = f(x) має похилу асимптоту y = kx + b. Позначимо точку перетину кривої i перпенди-
куляра до асимптоти – M , P – точку перетину цього перпендикуляра з асимптотою. Кут мiж асимптотою i вiссю Ox
позначимо ϕ. Перпендикуляр MQ до осi Ox перетинає асимптоту у точцi N .

Тодi MQ = y – ордината точки кривої, NQ = y – ордината точки N на асимптотi.

За умовою: lim
x→∞

|MP | = 0, ∠NMP = ϕ, |NM | = |MP |
cosϕ

.

Кут ϕ – сталий i не рiвний 90◦, тому

lim
x→∞

|MP | = lim
x→∞

|NM | cosϕ = lim
x→∞

|NM | = 0

|NM | = ||MQ| − |QN || = |y − y| = |f(x)− (kx+ b)|

Тодi lim
x→∞

[f(x)− (kx+ b)] = 0.
Отже, пряма y = kx+b – асимптота кривої. Для точного визначення цiєї прямої необхiдно знайти спосiб обчислення

коефiцiєнтiв k i b.
В отриманому виразi виносимо за дужки x:

lim
x→∞

x

[
f(x)

x
− k − b

x

]
= 0
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Оскiльки x→∞, то lim
x→∞

[
f(x)

x
− k − b

x

]
= 0.

Оскiльки b = const, то lim
x→∞

b

x
= 0; lim

x→∞
k = k.

Тодi

lim
x→∞

f(x)

x
− k − 0 = 0.

Отже,

k = lim
x→∞

f(x)

x
.

Оскiльки lim
x→∞

[f(x)− (kx+ b)] = 0, то lim
x→∞

[f(x)− kx]− lim
x→∞

b = 0, отже,

b = lim
x→∞

[f(x)− kx]

Зазначимо, що горизонтальнi асимптоти є частковим випадком похилих асимптот при k = 0.

Приклад Знайти асимптоти i побудувати графiк функцiї y =
x2 + 2x− 1

x
.

1) Вертикальнi асимптоти: y → +∞ x→ 0− 0; y → −∞ x→ 0 + 0, отже, x = 0 – вертикальна асимптота.
2) Похилi асимптоти:

k = lim
x→∞

x2 + 2x− 1

x2
= lim
x→∞

(
1 +

2

x
− 1

x2

)
= 1.

b = lim
x→∞

(f(x)− x) = lim
x→∞

(
x2 + 2x− 1

x
− x
)

= lim
x→∞

(
x2 + 2x− 1− x2

x

)
=

= lim
x→∞

(
2x− 1

x

)
= lim
x→∞

(
2− 1

x

)
= 2

Таким чином, пряма y = x+ 2 є похилою асимптотою.
Побудуємо графiк функцiї:

Приклад Знайти асимптоти i побудувати графiк функцiї y =
9x

9− x2
.

Прямi x = 3 i x = −3 є вертикальними асимптотами кривої.

Знайдемо похилi асимптоти: k = lim
x→∞

9

9− x2
= 0

b = lim
x→∞

9x

9− x2
= lim
x→∞

9

x
9

x2
− 1

= 0

y = 0 – горизонтальна асимптота.
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Приклад Знайти асимптоти i побудувати графiк функцiї y =
x2 − 2x+ 3

x+ 2
.

Пряма x = −2 є вертикальною асимптотою кривої.
Знайдемо похилi асимптоти.

k = lim
x→∞

x2 − 2x+ 3

x(x+ 2)
= lim
x→∞

x2 − 2x+ 3

x2 + 2x
= lim
x→∞

1− 2

x
+

3

x2

1 +
2

x

= 1.

b = lim
x→∞

(
x2 − 2x+ 3

x+ 2
− x
)

= lim
x→∞

(
x2 − 2x+ 3− x2 − 2x

x+ 2

)
= lim
x→∞

−4x+ 3

x+ 2
= lim
x→∞

−4 +
3

x

1 +
2

x

= −4

Отже, пряма y = x− 4 є похилою асимптотою.

4.19.3 Схема дослiдження функцiй

Процес дослiдження функцiї складається з декiлькох етапiв. Для отримання якнайповнiших даних щодо поводже-
ння функцiї i характеру її графiка необхiдно визначити такi данi:

1. Область iснування функцiї. Це поняття мiстить у собi i область значень i область визначення функцiї.

2. Точки розриву. (Якщо вони є).

3. Iнтервали зростання i спадання.

4. Точки максимуму i мiнiмуму.

5. Максимальне i мiнiмальне значення функцiї на її областi визначення.

6. Областi опуклостi i увiгнутостi.

7. Точки перегину.(Якщо вони є).

8. Асимптоти.(Якщо вони є).

9. Побудова графiка.

Застосування цiєї схеми розглянемо на прикладi.

Приклад Дослiдити функцiю y =
x3

x2 − 1
i побудувати її графiк.

Знаходимо область iснування функцiї. Очевидно, що областю визначення функцiї є область (−∞;−1) ∪ (−1; 1) ∪
(1;∞). У свою чергу, видно, що прямi x = 1, x = −1 є вертикальними асимптотами кривої.

Областю значень даної функцiї є iнтервал (−∞;∞).
Точками розриву функцiї є точки x = 1, x = −1.
Знаходимо критичнi точки.
Знайдемо похiдну функцiї

y′ =
3x2(x2 − 1)− 2x · x3

(x2 − 1)2
=

3x4 − 3x2 − 2x4

(x2 − 1)2
=
x4 − 3x2

(x2 − 1)2

Критичнi точки: x = 0; x = −
√

3; x =
√

3; x = −1; x = 1.
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Знайдемо другу похiдну функцiї

y′′ =
(4x3 − 6x)(x2 − 1)2 − (x4 − 3x2)4x(x2 − 1)

(x2 − 1)4
=

=
(4x3 − 6x)(x4 − 2x2 + 1)− (x4 − 3x2)(4x3 − 4x)

(x2 − 1)4
=

=
4x7 − 8x5 + 4x3 − 6x5 + 12x3 − 6x− 4x7 + 4x5 + 12x5 − 12x3

(x2 − 1)4
=

=
2x5 + 4x3 − 6x

(x2 − 1)4
=

2x(x4 + 2x2 − 3)

(x2 − 1)4
=

2x(x2 + 3)(x2 − 1)

(x2 − 1)4
=

2x(x2 + 3)

(x2 − 1)3
.

Визначимо опуклiсть i увiгнутiсть кривої на промiжках.
−∞ < x < −

√
3, y′′ < 0, крива опукла

−
√

3 < x < −1, y′′ < 0, крива опукла
−1 < x < 0, y′′ > 0, крива увiгнута
0 < x < 1, y′′ < 0, крива опукла
1 < x <

√
3, y′′ > 0, крива увiгнута√

3 < x <∞, y′′ > 0, крива увiгнута
Знаходимо промiжки зростання i спадання функцiї. Для цього визначаємо знаки похiдної функцiї на промiжках.
−∞ < x < −

√
3, y′ > 0, функцiя зростає

−
√

3 < x < −1, y′ < 0, функцiя спадає
−1 < x < 0, y′ < 0, функцiя спадає
0 < x < 1, y′ < 0, функцiя спадає
1 < x <

√
3, y′ < 0, функцiя спадає√

3 < x <∞, y′ > 0, функцiя зростає
Видно, що точка x = −

√
3 є точкою максимуму, а точка x =

√
3 є точкою мiнiмуму.

Значення функцiї у цих точках рiвнi вiдповiдно 3/2
√

3 i −3/2
√

3.
Про вертикальнi асимптоти було вже сказане вище. Тепер знайдемо похилi асимптоти.

k = lim
x→∞

x2

x2 − 1
= lim
x→∞

1

1− 1

x2

= 1;

b = lim
x→∞

(
x3

x2 − 1
− x
)

= lim
x→∞

(
x3 − x3 + x

x2 − 1

)
=

= lim
x→∞

x

x2 − 1
= lim
x→∞

1

x

1− 1

x2

= 0

Отже, рiвняння похилої асимптоти – y = x.
Побудуємо графiк функцiї:

Приклад: Методами диференцiального числення дослiдити функцiю y = 3
√

1− x3 i побудувати її графiк.

1. Областю визначення даної функцiї є всi дiйснi числа (−∞;∞).

2. Функцiя є функцiєю загального виду в сенсi парностi i непарностi.
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3. Точки перетину з координатними осями: з вiссю Oy: x = 0; y = 1; з вiссю Ox: y = 0; x = 1;

4. Точки розриву i асимптоти: Вертикальних асимптот немає.

Похилi асимптоти: загальне рiвняння y = kx+ b;

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim
x→∞

3
√

1− x3

x
= lim
x→∞

3

√
1− x3

x3
= lim
x→∞

3

√
1

x3
− 1 = −1;

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
3
√

1− x3 + x) = lim
x←∞

(1− x3 + x3)[(
3
√

1− x3
)2 − x · 3

√
1− x3 + x2

] = 0;

Отже: y = −x – похила асимптота.

5. Зростання i спадання функцiї, точки екстремуму.

y′ =
1

3
(1 − x3)−2/3 ·

(
−3x2

)
. Видно, що y′ < 0 при будь-якому x 6= 0, отже, функцiя спадає на всiй областi

визначення i не має екстремумiв. У точцi x = 0 перша похiдна функцiї дорiвнює нулю, однак у цiй точцi спадання
не змiнюється на зростання, отже, у точцi x = 0 функцiя швидше за все має перегин. Для знаходження точок
перегину, знаходимо другу похiдну функцiї.

y′′ =
−2x

3
√

(1− x3)5
; y′′ = 0 при x = 0 i y′′ =∞ при x = 1.

Точки (0, 1) i (1, 0) є точками перегину, оскiльки y′′(1−h) < 0; y′′(1+h) > 0; y′′(−h) > 0; y′′(h) < 0 для будь-якого
h > 0.

6. Побудуємо графiк функцiї.

Приклад: Дослiдити функцiю y =
x3 + 4

x2
i побудувати її графiк.

1. Областю визначення функцiї є всi значення x, крiм x = 0.

2. Функцiя є функцiєю загального виду в сенсi парностi i непарностi.

3. Точки перетину з координатними осями: c вiссю Ox: y = 0; x = − 3
√

4 з вiссю Oy: x = 0; y – не iснує.

4. Точка x = 0 є точкою розриву lim
x→0

y =∞, отже, пряма x = 0 є вертикальною асимптотою.

Похилi асимптоти шукаємо у виглядi: y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim
x→∞

x3 + 4

x3
= lim
x→∞

(
1 +

4

x3

)
= 1

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3 + 4

x2
− x
)

= lim
x→∞

4

x3
= 0.

Похила асимптота — y = x.

5. Знаходимо точки екстремуму функцiї.

y′ = 1− 8

x3
; y′ = 0 при x = 2, y′ =∞ при x = 0.

y′ > 0 при x ∈ (−∞, 0) – функцiя зростає,

y′ < 0 при x ∈ (0, 2) – функцiя спадає,

y′ > 0 при x ∈ (2,∞) – функцiя зростає.

98



Таким чином, точка (2, 3) є точкою мiнiмуму.
Для визначення характеру опуклостi/увiгнутостi функцiї знаходимо другу похiдну.

y′′ =
24

x4
> 0 при будь-якому x 6= 0, отже, функцiя увiгнута на всiй областi визначення.

6. Побудуємо графiк функцiї.

Приклад: Дослiдити функцiю y = x(x− 1)3 i побудувати її графiк.

1. Областю визначення даної функцiї є промiжок x ∈ (−∞,∞).

2. У сенсi парностi i непарностi функцiя є функцiєю загального вигляду.

3. Точки перетину з осями координат: з вiссю Oy: x = 0, y = 0;
з вiссю Ox: y = 0, x = 0, x = 1.

4. Асимптоти кривої.
Вертикальних асимптот немає. Спробуємо знайти похилi асимптоти у виглядi y = kx+ b.

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim
x→∞

x(x− 1)3

x
=∞ – похилих асимптот не iснує.

5. Знаходимо точки екстремуму.

y′ =
[
x(x3 − 3x2 + 3x− 1

]′
=
[
x4 − 3x3 + 3x2 − x

]′
= 4x3 − 9x2 + 6x− 1

Для знаходження критичних точок слiд розв’язати рiвняння 4x3 − 9x2 + 6x− 1 = 0.
Для цього розкладемо даний многочлен третього степеня на множники.
Пiдбором можна визначити, що одним з коренiв цього рiвняння є число x = 1. Тодi:(

4x3 − 9x2 + 6x− 1
)
÷
(
x− 1

)
= 4x2 − 5x+ 1

− 4x3 + 4x2

− 5x2 + 6x
5x2 − 5x

x− 1
− x+ 1

0

Тодi можна записати (x− 1)(4x2 − 5x+ 1) = 0. Остаточно одержуємо двi критичнi точки: x = 1 i x = 1/4.
Примiтка Операцiї дiлення многочленiв можна було уникнути, якщо при знаходженнi похiдної скористатися
формулою похiдної добутку:

y′ =
[
x(x− 1)3

]′
= (x− 1)3 + 3x(x− 1)2 = (x− 1)2(x− 1 + 3x) = (x− 1)2(4x− 1)

Знайдемо другу похiдну функцiї: 12x2 − 18x+ 6. Прирiвнюючи до нуля, знаходимо:
x = 1, x = 1/2.
Систематизуємо отриману iнформацiю у таблицi:

( −∞ ; 1/4) 1/4 (1/4 ; 1/2) 1/2 ( 1/2 ; 1) 1 (1 ; ∞)
f ′(x) – 0 + + + 0 +
f ′′(x) + + + 0 – 0 +
f(x) спадає, увiгнута min зростає, увiгнута перегин зростає, опукла перегин зростає, увiгнута

6. Побудуємо графiк функцiї.
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4.20 Векторна функцiя скалярного аргументу
Нехай деяка крива у просторi задана параметрично:
x = ϕ(t); y = ψ(t); z = f(t);
Радiус-вектор довiльної точки кривої: −→r = x~i+ y~j + z~k = ϕ(t)~i+ ψ(t)~j + f(t)~k.

Таким чином, радiус-вектор точки кривої може розглядатися як деяка векторна функцiя скалярного аргументу t.
При змiнi параметра t змiнюється величина i напрямок вектора ~r.

Запишемо спiввiдношення для деякої точки t0:

lim
t→t0

ϕ(t) = ϕ0; lim
t→t0

ψ(t) = ψ0; lim
t→t0

f(t) = f0;

Тодi вектор ~r0 = ϕ0
~i+ ψ0

~j + f0
~k – границя функцiї ~r(t). lim

t→t0
~r(t) = ~r0.

Очевидно, що

lim
t→t0
|~r(t)− ~r0| = lim

t→t0

√
(ϕ(t)− ϕ0)

2
+ (ψ(t)− ψ0)

2
+ (f(t)− f0)

2
= 0, тодi

lim
t→t0
|~r(t)| = |~r0| .

Щоб знайти похiдну векторної функцiї скалярного аргументу, розглянемо прирiст радiус-вектора при деякому
приростi параметра t.

~r(t+ ∆t) = ϕ(t+ ∆t)~i+ ψ(t+ ∆t)~j + f(t+ ∆t)~k; ∆~r = ~r(t+ ∆t)− ~r(t);

∆~r = (ϕ(t+ ∆t)− ϕ(t))~i+ (ψ(t+ ∆t)− ψ(t))~j + (f(t+ ∆t)− f(t))~k

∆~r

∆t
=
ϕ(t+ ∆t)− ϕ(t)

∆t
~i+

ψ(t+ ∆t)− ψ(t)

∆t
~j +

f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
~k
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або, якщо iснують похiднi ϕ′(t), ψ′(t), f ′(t), то

lim
∆t→0

∆~r

∆t
= ϕ′(t)~i+ ψ′(t)~j + f ′(t)~k = ~r′

Цей вираз – вектор похiдна вектора ~r.
d~r

dt
=

dx

dt
~i+

dy

dt
~j +

dz

dt
~k∣∣∣∣d~rdt

∣∣∣∣ =

√
[ϕ′(t)]

2
+ [ψ′(t)]

2
+ [f ′(t)]

2

Якщо є рiвняння кривої:

x = ϕ(t); y = ψ(t); z = f(t);

то в довiльнiй точцi кривої A(xA, yA, zA) з радiус-вектором

−→r = x~i+ y~j + z~k = ϕ(t)~i+ ψ(t)~j + f(t)~k

можна провести пряму з рiвнянням
x− xA
m

=
y − yA
n

=
z − zA
p

Оскiльки похiдна
d~r

dt
– вектор, спрямований за дотичною до кривої, то

x− xA
dxA
dt

=
y − yA

dyA
dt

=
z − zA

dzA
dt

.

4.21 Властивостi похiдної векторної функцiї скалярного аргументу

1.
d

dt
(~r1 + ~r2 − ~r3) =

d~r1

dt
+

d~r2

dt
− d~r3

dt

2.
d(λ~r)

dt
= λ

d~r

dt
, де λ = const – стала

3.
d(~r1 · ~r2)

dt
=

d~r1

dt
· ~r2 + ~r1 ·

d~r2

dt

4.
d(~r1 × ~r2)

dt
=

d~r1

dt
× ~r2 + ~r1 ×

d~r2

dt

Рiвняння нормальної площини до кривої буде мати вигляд:

dxA
dt

(x− xA) +
dyA
dt

(y − yA) +
dzA
dt

(z − zA) = 0

Приклад Скласти рiвняння дотичної i нормальної площини до лiнiї, заданої рiвнянням ~r =~i cos t+~j sin t+
√

3t~k у
точцi t = π/2.

Рiвняння, що описують криву, за осями координат мають вигляд:
x(t) = cos t; y(t) = sin t; z(t) =

√
3t;

Знаходимо значення функцiй i їхнiх похiдних у заданiй точцi:

x′(t) = − sin t; y′(t) = cos t; z′(t) =
√

3

x′(π/2) = −1; y′(π/2) = 0; z′(π/2) =
√

3

x(π/2) = 0; y(π/2) = 1; z(π/2) = π
√

3/2

x

−1
=
y − 1

0
=
z − π

√
3

2√
3

– це рiвняння дотичної.

Нормальна площина має рiвняння:

−1 · (x− 0) + 0 +
√

3

(
z − π

√
3

2

)
= 0

−x+
√

3z − 3π

2
= 0

101



4.22 Параметричне задання функцiї
Дослiдження i побудова графiка кривої, що задана системою рiвнянь вигляду:{

x = ϕ(t)
y = ψ(t)

,

проводиться загалом аналогiчно дослiдженню функцiї вигляду y = f(x).
Знаходимо похiднi: 

dx

dt
= ϕ′(t)

dy

dt
= ψ′(t)

Тепер можна знайти похiдну
dy

dx
=
ψ′(t)

ϕ′(t)
. Далi знаходяться значення параметра t, при яких хоча б одна з похiдних

ϕ′(t) або ψ′(t) дорiвнює нулю або не iснує. Такi значення параметра t називаються критичними.
Для кожного iнтервалу (t1, t2), (t2, t3), . . . , (tk−1, tk) знаходимо вiдповiдний iнтервал (x1, x2), (x2, x3), . . . , (xk−1,

xk) i визначаємо знак похiдної
dy

dx
на кожному з отриманих iнтервалiв, тим самим визначаючи промiжки зростання i

спадання функцiї.
Далi знаходимо другу похiдну функцiї на кожному з iнтервалiв i, визначаючи її знак, знаходимо напрямок опу-

клостi кривої у кожнiй точцi.
Для знаходження асимптот знаходимо такi значення t, при наближеннi до яких або x або y прямує до нескiнчен-

ностi, i такi значення t, при наближеннi до яких i x i y прямують до нескiнченностi.
В iншому дослiдження проводиться аналогiчно тому, як i дослiдження функцiї, заданої безпосередньо.
На практицi дослiдження параметрично заданих функцiй здiйснюється, наприклад, при знаходженнi траєкторiї

об’єкта, що рухається, де роль параметра t виконує час.
Нижче розглянемо докладнiше деякi широко вiдомi типи параметрично заданих кривих.

4.22.1 Коло

Якщо центр кола знаходиться у початку координат, то координати будь-якої його точки можуть бути знайденi за
формулами: {

x = r cos t
y = r sin t

0 6 t < 360◦

Якщо виключити параметр t, то одержимо канонiчне рiвняння кола:

x2 + y2 = r2(cos2 t+ sin2 t) = r2

4.22.2 Елiпс

Канонiчне рiвняння:
x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Для довiльної точки елiпса M(x, y) з геометричних мiркувань можна записати:
x

cos t
= a з 4OBP i

y

sin t
= b з

4OCN , де a – бiльша пiввiсь елiпса, а b – менша пiввiсь елiпса, x i y – координати точки M .
Тодi одержуємо параметричнi рiвняння елiпса: {

x = a cos t
y = b sin t

де 0 6 t < 2π.
Кут t називається ексцентричним кутом.
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4.22.3 Циклоїда

Означення Циклоїдою називається крива, яку описує деяка точка, що лежить на колi, коли коло без ковзання
котиться прямою.

Нехай коло радiуса a пересувається без ковзання уздовж осi x. Тодi з геометричних мiркувань можна записати:

OB =
_
MB = at; PB = MK = a sin t;

∠MCB = t; Тодi y = MP = KB = CB − CK = a− a cos t = a(1− cos t).
x = at− a sin t = a(t− sin t).

Отже:
{
x = a (t− sin t)
y = a (1− cos t)

при 0 6 t 6 2π – це параметричне рiвняння циклоїди.

Якщо виключити параметр, то одержуємо:

x = 2πa−
(
a · arccos

a− y
a
−
√

2ay − y2

)
, πa 6 x 6 2πa

x = a · arccos
a− y
a
−
√

2ay − y2, 0 6 x 6 πa

Як видно, параметричне рiвняння циклоїди набагато зручнiше у використаннi, нiж рiвняння, що безпосередньо
виражає одну координату через iншу.

4.22.4 Астроїда

Дана крива являє собою траєкторiю точки кола радiуса R/4, що обертається без ковзання внутрiшнiм боком кола
радiуса R.

Параметричнi рiвняння, що задають зображену вище криву,{
x = a cos3 t
y = a sin3 t

0 6 t 6 2π,

Перетворюючи, одержимо: x2/3 + y2/3 = a2/3(cos2 t+ sin2 t) = a2/3
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5 Диференцiальне числення функцiї декiлькох змiнних
При розглядi функцiй декiлькох змiнних обмежимося докладним описом функцiй двох змiнних, оскiльки всi отри-

манi результати будуть справедливi для функцiй довiльної кiлькостi змiнних.
Означення: Якщо кожнiй парi незалежних одне вiд одного чисел (x, y) з деякої множини за якимось правилом

ставиться у вiдповiднiсть одне або кiлька значень змiнної z, то змiнна z називається функцiєю двох змiнних

z = f(x, y)

5.1 Границя i неперервнiсть функцiї декiлькох змiнних у точцi
Означення: Якщо парi чисел (x, y) вiдповiдає одне значення z, то функцiя називається однозначною, а якщо

бiльше одного, то – багатозначною.
Означення: Областю визначення функцiї z називається сукупнiсть пар (x, y), при яких функцiя z iснує.
Означення: Околом точки M0(x0, y0) радiуса r називається сукупнiсть всiх точок (x, y), якi задовольняють

умовi
√

(x− x0)
2

+ (y − y0)
2
< r.

Означення: Число A називається границею функцiї f(x, y) при прямуваннi точки M(x, y) до точки M0(x0, y0),
якщо для кожного числа ε > 0 знайдеться таке число r > 0, що для будь-якої точки M(x, y), для якої виконується
умова

MM0 < r

також виконується i умова |f(x, y)−A| < ε.
Записують: lim

x→x0
y→y0

f(x, y) = A

Приклад
Знайти границю

lim
x→0
y→0

tg(x2 + y2)

ln(1 + 2x2 + 2y2)

Розв’язання
Покладемо x2 + y2 = t.
Тодi, при (x; y)→ (0; 0) можемо переписати границю як

lim
x→0
y→0

tg(x2 + y2)

ln(1 + 2x2 + 2y2)
= lim
t→0

tg t

ln(1 + 2t)

еквiвалентнiсть
= lim

t→0

t

2t
=

1

2

Приклад
Довести, що границя

lim
x→0
y→0

x2 + 2y2

xy

не iснує за наведеним вище означенням.
Розв’язання
Нехай пiд час прямування (x; y)→ (0; 0) зберiгається спiввiдношення y = kx.
Тодi

lim
x→0
y→0

x2 + 2y2

xy
= lim
x→0

x2 + 2k2x2

x · kx
= lim
x→0

x2(1 + 2k2)

x2k
=

1 + 2k2

k

Таким чином, значення границi має залежати вiд кутового коефiцiєнта k. Але це не вiдповiдає означенню, оскiльки
за означенням границя не повинна залежати вiд способу прямування (x; y)→ (0; 0).

Отже, границi у сенсi записаного означення не iснує.
Нехай для довiльного y ∈ Y iснує границя функцiї f(x; y) границя при x→ x0.
У загальному випадку ця буде залежати вiд y:

lim
x→x0

f(x; y) = ϕ(y)

Якщо iснує границя
lim
y→y0

ϕ(y) = A,

то ця границя називається повторною границею.

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x; y) = A

Iншу повторну границю можна отримати помiнявши мiсцями границi за x та y:

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x; y) = B
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Приклад нерiвностi повторних границь
Нехай

f(x; y) =
x− y

x+ y + x2 + y2

Тодi

ϕ(y) = lim
x→0

f(x; y) = − 1

y + 1
; lim

y→0
ϕ(y) = lim

y→0
lim
x→0

f(x; y) = −1

ψ(x) = lim
y→0

f(x; y) =
1

x+ 1
; lim

x→0
ψ(x) = lim

x→0
lim
y→0

f(x; y) = 1

Отже, повторнi границi є рiзними.
Приклад, коли одна з повторних границь iснує, а iнша – нi
Нехай

f(x; y) =
x sin 1

x + y

x+ y

Тодi
ϕ(y) = lim

x→0
f(x; y) =

y

y
= 1; lim

y→0
ϕ(y) = lim

y→0
lim
x→0

f(x; y) = 1

ψ(x) = lim
y→0

f(x; y) =
x sin 1

x

x
= sin

1

x
; lim

x→0
ψ(x) = lim

x→0
lim
y→0

f(x; y) – не iснує

Отже, одна з повторних границь iснує, а iнша – нi.
Отже, можливiсть переставляння границь має бути обґрунтовано.
Теорема Якщо iснує (скiнченна або нi) подвiйна границя

lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = A

i для будь-якого y ∈ Y iснує (скiнченна) звичайна границя за x lim
x→x0

f(x; y) = ϕ(y), iснує повторна границя lim
y→y0

ϕ(y) =

A , яка дорiвнює подвiйнiй границi.
Доведення
Доведемо для випадку скiнченних A, x0 та y0.
За означенням ∀ε > 0 ∃r: |f(x; y)−A| < ε, тiльки-но MM0 < r.
Зафiксуємо y так, щоб |y − y0| < r, i перейдемо у |f(x; y)−A| < ε до границi x→ x0.
Оскiльки lim

x→x0

f(x; y) = ϕ(y),

|ϕ(y)−A| 6 ε

Тодi
A = lim

y→y0
ϕ(y) = lim

y→y0
lim
x→x0

f(x; y)

Що i слiд було довести.
Якщо, окрiм умов, якi вказано у формулюваннi теореми, ∀x ∈ X iснує (скiнченна) звичайна границя ψ(x) =

lim
y→y0

f(x; y), то, як випливає з доведеного, iснує також i друга повторна границя lim
x→x0

ψ(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x; y), що

дорiвнює також числу A (у цьому випадку обидвi повторнi границi є рiвними).
Означення: Нехай точка M0(x0, y0) належить областi визначення функцiї f(x, y). Тодi функцiя z = f(x, y) нази-

вається неперервною у точцi M0(x0, y0), якщо

lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = f(x0, y0) (19)

причому точка M(x, y) прямує до точки M0(x0, y0) довiльним чином.
Якщо в будь-якiй точцi умова (19) не виконується, то ця точка називається точкою розриву функцiї f(x, y). Це

може бути у наступних випадках:

1. Функцiя z = f(x, y) не визначена у точцi M0(x0, y0).

2. Не iснує границя lim
x→x0
y→y0

f(x, y).

3. Ця границя iснує, але вона не дорiвнює f(x0, y0).
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Властивiсть Якщо функцiя f(x, y, ...) визначена i неперервна в замкнутiй i обмеженiй областi D, то у цiй областi
знайдеться принаймнi одна точка N(x0, y0, . . . ), така, що для iнших точок виконується нерiвнiсть

f (x0, y0, . . .) > f (x, y, . . .)

а також точка N1(x01, y01, . . . ), така, що для всiх iнших точок виконується нерiвнiсть

f (x01, y01, . . .) 6 f (x, y, . . .)

тодi f(x0, y0, . . . ) = M – найбiльше значення функцiї, а f(x01, y01, . . . ) = m – найменше значення функцiї
f(x, y, . . . ) в областi D.

Неперервна функцiя в замкнутiй i обмеженiй областi D досягає принаймнi один раз найбiльшого значення i один
раз найменшого.

Властивiсть Якщо функцiя f(x, y, . . . ) визначена i неперервна в замкнутiй обмеженiй областi D, а M i m –
вiдповiдно найбiльше i найменше значення функцiї у цiй областi, то для будь-якої точки µ ∈ [m,M ] iснує точка
N0(x0, y0, . . . ) така, що f(x0, y0, . . . ) = µ.

Простiше кажучи, неперервна функцiя приймає в областi D всi промiжнi значення мiж M i m. Наслiдком цiєї
властивостi може служити висновок, що якщо числа M i m рiзних знакiв, то в областi D функцiя принаймнi один раз
обертається у нуль.

Властивiсть Функцiя f(x, y, . . . ), неперервна в замкнутiй обмеженiй областi D, обмежена у цiй областi, якщо
iснує таке число K, що для всiх точок областi виконується нерiвнiсть |f(x, y, ...)| < K.

Властивiсть Якщо функцiя f(x, y, . . . ) визначена i неперервна в замкнутiй обмеженiй областi D, то вона рiвно-
мiрно неперервна у цiй областi, тобто для будь-якого додатного числа ε iснує таке число ∆ > 0, що для будь-яких
двох точок (x1, y1) i (x2, y2) областi, що перебувають на вiдстанi, меншiй ∆, виконується нерiвнiсть

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| < ε

Наведенi вище властивостi аналогiчнi властивостям функцiй однiєї змiнної, неперервним на вiдрiзку. Див. Власти-
востi функцiй, неперервних на вiдрiзку.

5.2 Похiднi i диференцiали функцiй декiлькох змiнних
Означення Нехай у деякiй областi задана функцiя z = f(x, y). Вiзьмемо довiльну точку M(x, y) i задамо прирiст

∆x до змiнної x. Тодi величина ∆xz = f(x+ ∆x, y)− f(x, y) називається частинним приростом функцiї за x
Можна записати

∆xz

∆x
=
f(x+ ∆x, y)− f(x, y)

∆x
.

Тодi lim
∆x→0

∆xz

∆x
називається частинною похiдною функцiї z = f(x, y) за x.

Позначення:
∂z

∂x
; z′x;

∂f(x, y)

∂x
; f ′x(x, y).

Аналогiчно визначається частинна похiдна функцiї за y.

∂z

∂y
= lim

∆y→0

f(x, y + ∆y)− f(x, y)

∆y

Геометричним змiстом частинної похiдної (наприклад
∂z

∂x
) є тангенс кута нахилу дотичної, проведеної у точцi

N0(x0, y0, z0) до перетину поверхнi площиною y = y0.

5.3 Повний прирiст i повний диференцiал
Означення Для функцiї f(x, y) вираз ∆z = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y) називається повним приростом.
Якщо функцiя f(x, y) має неперервнi частиннi похiднi, то

∆z = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y) + f(x, y + ∆y)− f(x, y + ∆y) = [f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y + ∆y)] +
+ [f(x, y + ∆y)− f(x, y)]

Застосуємо теорему Лагранжа (див. теорема Лагранжа.) до виразiв, що стоять у квадратних дужках.

f(x, y + ∆y)− f(x, y) = ∆y
∂f(x, y)

∂y

f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y + ∆y) = ∆x
∂f(x, y + ∆y)

∂x

тут y ∈ (y, y + ∆y); x ∈ (x, x+ ∆x)
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Тодi одержуємо

∆z = ∆x
∂f(x, y + ∆y)

∂x
+ ∆y

∂f(x, y)

∂y

Оскiльки частиннi похiднi неперервнi, то можна записати рiвностi:

lim
∆x→0
∆y→0

∂f(x, y + ∆y)

∂x
=
∂f(x, y)

∂x

lim
∆x→0
∆y→0

∂f(x, y)

∂y
=
∂f(x, y)

∂y

5.4 Диференцiал функцiї двох змiнних

Означення Вираз ∆z =
∂f(x, y)

∂x
∆x+

∂f(x, y)

∂y
∆y+α1∆x+α2∆y називається повним приростом функцiї f(x, y)

у деякiй точцi (x, y), де α1 i α2 – нескiнченно малi функцiї при ∆x→ 0 i ∆y → 0 вiдповiдно.
Означення: Повним диференцiалом функцiї z = f(x, y) називається головна лiнiйна вiдносно ∆x i ∆y частина

приросту функцiї ∆z у точцi (x, y).
dz = f ′x(x, y)dx+ f ′y(x, y)dy

Для функцiї довiльного числа змiнних:

df(x, y, z, ..., t) =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy + ...+

∂f

∂t
dt

Приклад. Знайти повний диференцiал функцiї u = xy
2z.

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy +

∂u

∂z
dz

∂u

∂x
= y2zxy

2z−1;
∂u

∂y
= xy

2z lnx · 2yz; ∂u

∂z
= xy

2z lnx · y2;

du = y2zxy
2z−1dx+ 2xy

2zyz lnxdy + y2xy
2z lnxdz

Приклад Знайти повний диференцiал функцiї z =
y

x2 − y2
.

∂z

∂x
=

−2yx

(x2 − y2)2

∂z

∂y
=
y′(x2 − y2)− y(−2y)

(x2 − y2)2
=
x2 − y2 + 2y2

(x2 − y2)2
=

x2 + y2

(x2 − y2)2

dz = − 2xy

(x2 − y2)
dx+

x2 + y2

(x2 − y2)2
dy

5.4.1 Геометричний змiст повного диференцiала. Дотична площина i нормаль до поверхнi

Нехай N i N0 – точки даної поверхнi. Проведемо пряму NN0. Площина, що проходить через точку N0, називається
дотичною площиною до поверхнi, якщо кут мiж сiчною NN0 i цiєю площиною прямує до нуля, коли прямує до
нуля вiдстань NN0.

Означення Нормаллю до поверхнi у точцi N0 називається пряма, що проходить через точку N0 перпендикулярно
дотичнiй площинi до цiєї поверхнi.
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У будь-якiй точцi поверхня має або тiльки одну дотичну площину, або не має її зовсiм.
Якщо поверхня задана рiвнянням z = f(x, y), де f(x, y) – функцiя, диференцiйована у точцi N0(x0, y0), дотична

площина у точцi N0(x0, y0) iснує i має рiвняння:

z − f(x0, y0) = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0).

Рiвняння нормалi до поверхнi у цiй точцi:

x− x0

f ′x(x0, y0)
=

y − y0

f ′y(x0, y0)
=
z − z0

−1

Рiвняння дотичної площини i нормалi для нерозв’язного щодо z рiвняння поверхнi
Нехай поверхню задано рiвнянням F (x, y, z) = 0.
Рiвняння дотичної площини у точцi M(x0; y0; z0):

F ′x(x0, y0, z0)(x− x0) + F ′y(x0, y0, z0)(y − y0) + F ′z(x0, y0, z0)(z − z0) = 0.

Рiвняння нормалi до поверхнi у цiй точцi:

x− x0

F ′x(x0, y0, z0)
=

y − y0

F ′y(x0, y0, z0)
=

z − z0

F ′z(x0, y0, z0)

Геометричним змiстом повного диференцiала функцiї двох змiнних f(x, y) у точцi (x0, y0) є прирiст аплiкати
(координати z) дотичної площини до поверхнi при переходi вiд точки (x0, y0) до точки (x0 + ∆x, y0 + ∆y).

Як видно, геометричний змiст повного диференцiала функцiї двох змiнних є просторовим аналогом геометричного
змiсту диференцiала функцiї однiєї змiнної.

Приклад Знайти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi

z = x2 − 2xy + y2 − x+ 2y

у точцi M(1, 1, 1).

∂z

∂x
= 2x− 2y − 1;

∂z

∂y
= −2x+ 2y + 2

∂z

∂x

∣∣∣∣
M

= −1;
∂z

∂y

∣∣∣∣
M

= 2;

Рiвняння дотичної площини:

z − 1 = −(x− 1) + 2(y − 1); x− 2y + z = 0;

Рiвняння нормалi:
x− 1

−1
=
y − 1

2
=
z − 1

−1
;

5.4.2 Наближенi обчислення за допомогою повного диференцiала

Нехай функцiя f(x, y) диференцiйована у точцi (x, y). Знайдемо повний прирiст цiєї функцiї:

∆z = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y)

f(x+ ∆x, y + ∆y) = f(x, y) + ∆z

Якщо пiдставити у цю формулу вираз

∆z ≈ dz =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y

то одержимо наближену формулу:

f(x+ ∆x, y + ∆y) ≈ f(x, y) +
∂f(x, y)

∂x
∆x+

∂f(x, y)

∂y
∆y

Приклад Обчислити приблизно значення
√

1, 041,99 + ln 1, 02, виходячи зi значення функцiї u =
√
xy + ln z при

x = 1, y = 2, z = 1.
Iз заданого виразу визначимо ∆x = 1, 04− 1 = 0, 04, ∆y = 1, 99− 2 = −0, 01,

∆z = 1, 02− 1 = 0, 02.
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Знайдемо значення функцiї u(1, 2, 1) =
√

12 + ln 1 = 1
Знаходимо частиннi похiднi:

∂u

∂x
(1, 2, 1) =

y · xy−1

2
√
xy + ln z

∣∣∣∣
(1,2,1)

=
2 · 1
2
√

1
= 1

∂u

∂y
(1, 2, 1) =

xy lnx

2
√
xy + ln z

∣∣∣∣
(1,2,1)

= 0

∂u

∂z
(1, 2, 1) =

1

z
2
√
xy + ln z

∣∣∣∣∣∣∣
(1,2,1)

=
1

2

Повний диференцiал функцiї u дорiвнює:

du = 0, 04 · ∂u
∂x
− 0, 01 · ∂u

∂y
+ 0, 02 · ∂u

∂z
= 1 · 0, 04− 0 · 0, 01 +

1

2
· 0, 02 = 0, 04 + 0, 01 = 0, 05√

1, 041,99 + ln 1, 02 ≈ u(1, 2, 1) + du = 1 + 0, 05 = 1, 05

Точнiше значення цього виразу: 1, 049275225687319176.

5.5 Частиннi похiднi складених функцiй
Оскiльки диференцiал функцiї є головною лiнiйною вiдносно приростiв змiнних частиною приросту функцiї де-

кiлькох змiнних, за його допомогою можна обчислювати похiднi вiд складених функцiй. Для цього достатньо просто
знайти вiдповiднi коефiцiєнти при приростах з використанням виведених вище формул.

Наведемо декiлька прикладiв.

1. Знайдемо повну похiдну за змiнною x вiд функцiї z = z(x, y), якщо вiдомо, що y = y(x).

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy =

∂z

∂x
dx+

∂z

∂y

dy

dx
dx =

(
∂z

∂x
+
∂z

∂y

dy

dx

)
dx,

тому
dz

dx
=
∂z

∂x
+
∂z

∂y

dy

dx
.

2. Знайдемо повну похiдну за змiнною t вiд функцiї z = z(x, y), якщо вiдомо, що x = x(t), y = y(t).

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy =

∂z

∂x

dx

dt
dt+

∂z

∂y

dy

dt
dt =

(
∂z

∂x

dx

dt
+
∂z

∂y

dy

dt

)
dt,

тому
dz

dt
=
∂z

∂x

dx

dt
+
∂z

∂y

dy

dt
.

Приклад Знайти повну похiдну dz
dt функцiї z = sin x

y , де x = et; y = t2.

Розв’язання Маємо
∂z

∂x
= cos

x

y
· 1

y
=

1

y
cos

x

y
;

∂z

∂y
= cos

x

y
·
(
− x

y2

)
= − x

y2
cos

x

y
.

dx

dt
= et;

dy

dt
= 2t

dz

dt
=

1

y
cos

x

y
et − x

y2
cos

x

y
· 2t =

1

t2
cos

et

t2
et − et

t4
cos

et

t2
· 2t = (t− 2) · e

t

t3
· cos

et

t2
.

3. Знайдемо частиннi похiднi за змiнними u та v вiд функцiї z = z(x, y), якщо вiдомо, що x = x(u, v), y = y(u, v).

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy =

∂z

∂x

(
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv

)
+
∂z

∂y

(
∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv

)
=

(
∂z

∂x

∂x

∂u
+
∂z

∂y

∂y

∂u

)
du+

(
∂z

∂x

∂x

∂v
+
∂z

∂y

∂y

∂v

)
dv,

тому
∂z

∂u
=
∂z

∂x

∂x

∂u
+
∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=
∂z

∂x

∂x

∂v
+
∂z

∂y

∂y

∂v
.

Приклад Знайти
∂z

∂u
,
∂z

∂v
, де z = arctg

x

y
; x = u sin v; y = u cos v.
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Розв’язання Маємо
∂z

∂x
=

1

1 + x2

y2

· 1

y
=

y

x2 + y2
;

∂z

∂y
=

1

1 + x2

y2

·
(
− x

y2

)
= − x

x2 + y2

∂x

∂u
= sin v;

∂x

∂v
= u cos v;

∂y

∂u
= cos v;

∂y

∂v
= −u sin v;

∂z

∂u
=

y

x2 + y2
· sin v − x

x2 + y2
· cos v =

u sin v cos v − u sin v cos v

u2 sin2 v + u2 cos2 v
= 0.

∂z

∂v
=

y

x2 + y2
· u cos v +

x

x2 + y2
· u sin v =

u2 cos2 v

u2 sin2 v + u2 cos2 v
+

u2 sin2 v

u2 sin2 v + u2 cos2 v
= 1.

5.6 Похiдна у даному напрямi. Градiєнт
Як можна зрозумiти iз аналогiї з похiдними функцiї однiєї змiнної, частиннi похiднi виражають собою «швидкостi

змiни» у певному напрямку. Наприклад, f ′x є «швидкiстю змiни» функцiї f у напрямку вiсi x. У обчислювальних за-
дачах та фiзичних застосуваннях похiдних (зокрема у задачах теплопровiдностi) часто потрiбно визначати швидкiсть
змiни функцiї у напрямках, вiдмiнних вiд напрямкiв осей координатної системи.

Нехай маємо якусь вiсь (напрямок) l, на якiй розташовано двi точки,M0 таM . Нехай також маємо деяку функцiю
f(M), визначену у достатньо великому околi точки M0, такому, щоб до нього потрапила точка M . Тодi, взявши
довжину вiдрiзка M0M iз належним знаком («+» якщо напрямок руху вiд M0 до M збiгається iз напрямком l i «-»,
якщо навпаки), будемо називати границю

lim
M→M0

f(M)− f(M0)

MM0

похiдною вiд функцiї f(M) за напрямком l у точцi M0.
Позначення:

∂f(M0)

∂l
=
∂f(x0, y0, z0)

∂l
.

Якщо напрямними косинусами вiсi l (вектора
−−−→
M0M) у координатнiй системi xyz тривимiрного простору є cosα,

cosβ, cos γ, похiдну за напрямом можна записати через частиннi похiднi:

∂f

∂l
=
∂f

∂x
cosα+

∂f

∂y
cosβ +

∂f

∂z
cos γ.

Можна показати, що найбiльшого значення похiдна за напрямком досягає у напрямку вектора, координатами якого
є частиннi похiднi функцiї у точцi M0. Цей вектор називається градiєнтом:

gradf =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
.

Тодi, частинну похiдну можна розглядати як проєкцiю градiєнта на напрямок вектора MM0:

∂f

∂l
=

(
gradf ;

−−−→
M0M

)
∣∣∣−−−→M0M

∣∣∣ .

5.7 Частиннi похiднi вищих порядкiв
Якщо функцiя f(x, y) визначена в деякiй областi D, то її частиннi похiднi f ′x(x, y) i f ′y(x, y) теж будуть визначенi

у тiй же областi або її частинi.
Будемо називати цi похiднi частинними похiдними першого порядку
Похiднi цих функцiй будуть частинними похiдними другого порядку

∂2z

∂x2
= f ′′xx(x, y);

∂2z

∂y2
= f ′′yy(x, y);

∂2z

∂x∂y
= f ′′xy(x, y);

∂2z

∂y∂x
= f ′′yx(x, y);

Продовжуючи диференцiювати отриманi рiвностi, одержимо частиннi похiднi вищих порядкiв.

Означення Частиннi похiднi виду
∂2z

∂x∂y
;
∂2z

∂y∂x
;

∂3z

∂x∂y∂x
;

∂3z

∂x∂y∂y
i далi називаються мiшаними похiдними

Теорема Якщо функцiя f(x, y) i її частиннi похiднi f ′x, f ′y, f ′′xy, f ′′yx визначенi i неперервнi у точцi M(x, y) i її околi,
то виконується спiввiдношення:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
.
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Тобто частиннi похiднi вищих порядкiв не залежать вiд порядку диференцiювання (теорема Шварца17).
Аналогiчно визначаються диференцiали вищих порядкiв.

dz = f ′x(x, y)dx+ f ′y(x, y)dy

d2z = d
[
f ′x(x, y)dx+ f ′y(x, y)dy

]
= f ′′x2(x, y)(dx)2 + 2f ′′xy(x, y)dxdy + f ′′y2(x, y)(dy)2

d3z = f ′′′x3(x, y)(dx)3 + 3f ′′′x2y(x, y)(dx)2dy + 3f ′′′xy2(x, y)dx(dy)2 + f ′′′y3(x, y)(dy)3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dnz =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
f(x, y)

Тут n – символiчний степiнь похiдної, на який замiняється дiйсний степiнь пiсля пiднесення до нього виразу в
дужках.

5.8 Екстремум функцiї декiлькох змiнних
Означення Якщо для функцiї z = f(x, y), визначеної в деякiй областi, у деякому околi точки M0(x0, y0) виконує-

ться нерiвнiсть
f(x0, y0) > f(x, y)

то точка M0 називається точкою максимуму
Означення Якщо для функцiї z = f(x, y), визначеної в деякiй областi, у деякому околi точки M0(x0, y0) виконує-

ться нерiвнiсть
f(x0, y0) < f(x, y)

то точка M0 називається точкою мiнiмуму
Теорема. (Необхiднi умови екстремуму)
Якщо функцiя f(x, y) у точцi (x0, y0) має екстремум, то у цiй точцi або обидвi її частиннi похiднi першого порядку

дорiвнюють нулю f ′x(x0, y0) = 0, f ′y(x0, y0) = 0, або хоча б одна з них не iснує.
Цю точку (x0, y0) будемо називати критичною точкою
Теорема. (Достатнi умови екстремуму)
Нехай в околi критичної точки (x0, y0) функцiя f(x, y) має неперервнi частиннi похiднi до другого порядку включно.

Розглянемо вираз:
D(x, y) = f ′′x2(x, y) · f ′′y2(x, y)−

[
f ′′xy(x, y)

]2
1. Якщо D(x0, y0) > 0, то у точцi (x0, y0) функцiя f(x, y) має екстремум, якщо f ′′x2(x0, y0) < 0 – максимум, якщо
f ′′x2(x0, y0) > 0 – мiнiмум.

2. Якщо D(x0, y0) < 0, то у точцi (x0, y0) функцiя f(x, y) не має екстремуму. У випадку, якщо D = 0, висновок про
наявнiсть екстремуму зробити не можна.

5.9 Умовний екстремум
Умовний екстремум знаходиться, коли змiннi x i y, що входять у функцiю u = f(x, y), не є незалежними, тобто

iснує деяке спiввiдношення ϕ(x, y) = 0, що називається рiвнянням зв’язку.
Тодi зi змiнних x i y тiльки одна буде незалежною, оскiльки iнша може бути виражена через неї з рiвняння зв’язку.
Тодi u = f(x, y(x)).

du

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx

У точках екстремуму:
du

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
= 0 (20)

Крiм того:
∂ϕ

∂x
+
∂ϕ

∂y

dy

dx
= 0 (21)

Помножимо рiвнiсть (21) на число λ i складемо з рiвнiстю (20).(
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx

)
+ λ

(
∂ϕ

∂x
+
∂ϕ

∂y

dy

dx

)
= 0(

∂f

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x

)
+

(
∂f

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y

)
dy

dx
= 0

17Герман Шварц (Karl Hermann Amandus Schwarz) (1843–1921) – нiмецький математик.

111



Для виконання цiєї умови у всiх точках знайдемо невизначений коефiцiєнт λ так, щоб виконувалася система трьох
рiвнянь: 

∂f

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y
= 0

ϕ(x, y) = 0

Отримана система рiвнянь є необхiдними умовами умовного екстремуму. Однак ця умова не є достатньою. Тому
при знаходженнi критичних точок потрiбно їхнє додаткове дослiдження на екстремум.

Вираз u = f(x, y) + λϕ(x, y) називається функцiєю Лагранжа
Приклад Знайти екстремум функцiї f(x, y) = xy, якщо рiвняння зв’язку: 2x+ 3y − 5 = 0.

u = xy + λ(2x+ 3y − 5)

∂u

∂x
= y + 2λ;

∂u

∂y
= x+ 3λ; y + 2λ = 0

x+ 3λ = 0
2x+ 3y − 5 = 0

λ = − 5

12
; x =

5

4
; y =

5

6
;

Таким чином, функцiя має екстремум у точцi
(

5

4
;

5

6

)
.

Використання функцiї Лагранжа для знаходження точок екстремуму функцiї називається також методом мно-
жникiв Лагранжа.

Вище ми розглянули функцiю двох змiнних, однак, всi мiркування щодо умовного екстремуму можуть бути поши-
ренi на функцiї бiльшого числа змiнних.
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