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ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ

Запропоноване видання являє собою методичні рекомендації для
вивчення дисципліни “Вища математика. Модуль 1”.

Основою навчання є самостійна робота студента з підручником,
навчальним посібником, конспектом лекцій та виконання індивідуальної
роботи.

Метою викладання дисципліни “Вища математика” є засвоєння
фундаментальних основ математики, зокрема, аналізу необхідних для
подальшого вивчення та розуміння інших математечних дисциплін.

Методичні вказівки містять 30 варівнтів для виконання самостійних і
індивідуальних робіт з дисципліни “Вища математика. Модуль 1 (ЗМ 1, 2)”
студентами першого курсу інженерних та природничих спеціальностей всіх
форм навчання КНУБА.

У даному виданні наведені розв`язки варіантів типових завдань з
індивідуальної роботи змістових модулей 1 і 2. Рекомендуються для
аудиторної та самостійної роботи студентів КНУБА.
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ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1
ЛІНІЙНА АЛГЕБРА ТА ВЕКТОРНИЙ АНАЛІЗ

Завдання 1.1. Задано три матриці А, В та С (де  – передостання цифра
номера залікової книжки, а  – остання цифра номера залікової книжки).
Обчислити значення виразів: 3А+4В, А∙В, В∙А, А∙С.

Завдання 1.2. Обчислити визначник, використовуючи його властивості.

Завдання 1.3. Дослідити сумісність систем лінійних алгебраїчних рівнянь за
допомогою теореми Кронекера–Капеллі і розв’язати кожну систему методом
Крамера, методом Гауса та матричним методом.

Завдання 1.4. Розв’язати матричне рівняння.

Завдання 1.5. Знайти загальний розв'язок однорідної системи лінійних
алгебраїчних рівнянь.

Завдання 1.6. Для заданих векторів необхідно:
а) обчислити мішаний добуток трьох даних векторів;
б) знайти модуль векторного добутку двох даних векторів;
в) обчислити скалярний добуток двох даних векторів;
г) перевірити, чи будуть дані вектори колінеарними або ортогональними;
д) з’ясувати, чи компланарні три дані вектори.

Завдання 1.7. Показати, що вектори cba rrr ,, утворюють базис та знайти
координати вектора d

r
в цьому базисі.

Завдання 1.8. Дано координати вершин тетраедра А1А2А3А4. Знайти:
а) довжину ребра А1А2;
б) площу грані А1А2А3;
в) кут між ребрами А1А2 і А1А4;
г) об’єм піраміди А1А2А3А4;
д) рівняння прямої А1А2;
е) рівняння площини А1А2А3;
є) рівняння площини, що проходить через точки А1 та А4 і перпендикулярна
площині А1А2А3;
ж) рівняння і довжину висоти, опущеної з точки А4 на площину А1А2А3;
з) координати точки А5, що симетрична точці А4 відносно площини А1А2А3;
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і) рівняння площини, що проходить через точку А4 перпендикулярно до
прямої А1А4.

Завдання 1.9. Задано вершини трикутника АВС. Знайти:
а) рівняння сторони АВ;
б) рівняння висоти СН;
в) рівняння медіани AM;
г) точку N перетину медіани AM та висоти СН;
д) рівняння прямої, що проходить через точку С паралельно стороні АВ;
е) відстань від точки С до прямої АВ;
є) точку К перетину медіан трикутника.

Завдання 1.10. Розв’язати задачу.

Завдання 1.11. Розв’язати задачу.

Завдання 1.12. Побудувати криву, задану рівнянням в полярній системі
координат.

ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 2
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ

ТА БАГАТЬОХ ЗМІННИХ

Завдання 2.1. Знайти границі функцій, не користуючись правилом Лопіталя.

Завдання 2.2. Знайти похідні від заданих функцій:
а) першого порядку;
б) другого порядку.

Завдання 2.3. Провести повне дослідження функції та побудувати її графік.

Завдання 2.4. Знайти повні диференціали 1–го та 2–го порядків функції z=f(x,
y).

Завдання 2.5. Знайти градієнт функції z=f(x, y) в точці М та похідну за

напрямком вектора s в цій точці.

Завдання 2.6. Дослідити на екстремум функцію z=f(x, y).
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РОЗВ’ЯЗАННЯ ТИПОВОГО ВАРІАНТА ІНДИВІДУАЛЬНОЇ РОБОТИ
ЗМІСТОВОГОМОДУЛЯ 1

Завдання 1.1. Задано три матриці:

;
211
324

703

-
--

-
=A ;

151
041
132

-
-=B -=

5
1

3
C .

Знайти: 1) CB;BA;B3A2 +         ; 2) Adet ; 3) ;A 1- 4) .AA 1-

Розв’язання:

1) знаходимо: --=
-

-+
-

--
-

=+
1171
61611

1790

3153
0123
396

422
648

1406
32 BA ;

--
---
-

=
-++-++-+-+-
--++--++--+-+-
-++-++-+-+-

=
3111
11913
10261

)1(2011152413112)1(121
)1()3(02145)3(42341)3()1(224

)1(7001357403317)1(023
BA ;

-
-=

-+-+
+-+-
+-+

=
7
7

8

5)1()1(531
50)1(431

51)1(332
CB .

2) 350)4(2)3()3(172)1()1()3(071)4(223
211
324

703
det -=---------+-+-=

-
--

-
=A .

3) обернена матриця 1A- до матриці A має вигляд:

.
AAA
AAA
AAA

Adet
1A

332313

232212

312111
1 =-

Оскільки 035Adet -= , то матриця 1A- є не виродженою, отже, існує.
Знаходимо:

;7
21
32

11 =
-

=A ;11
21
34

12 =
-

--
-=A .2

11
24

13 -=
-
-

=A

;7
21
70

21 =-=A ;1
21
73

22 =
-
-

=A .3
11
03

23 =
-
-

-=A

;14
32

70
31 -=

-
=A ;37

34
73

32 -=
--

-
-=A .6

24
03

33 -=
-
-

=A
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Тоді:

-

--

--

=
--
-
-

-=-

35
6

35
3

35
2

35
37

35
1

35
11

3
2

5
1

5
1

632
37111
1477

35
11A .

4) маємо:

.
100
010
001

35
12

35
37

5
2

35
6

35
1

5
1

35
4

35
11

5
1

35
18

35
74

5
8

35
9

35
2

5
4

35
6

35
22

5
4

5
60

5
6

5
30

5
3

5
20

5
3

1 EAA ==

++---+-

-+-+---

++---++

=-

Отже, обернена матриця знайдена вірно.

Завдання 1.2. Обчислити визначник, використовуючи його властивості:

5032
4332
0126
2212

-
-

-

.

Розв’язання:
Обчислимо визначник, попередньо отримавши нулі в першому рядку:

( ) .1743612632
22
12

6
72
22

7
72
21

12

722
212
671

2

7221
2121
6713
0001

2

5031
4331
0123
21211

2

==+-=
-

-
-

-
-

-
-=

=
-

-
--

=

-
-

--
=

-
-

-

Завдання 1.3. Перевірити сумісність системи і розв’язати її:
1) методом Крамера; 2) методом Гаусса; 3) матричним методом.

1.
-=++
-=+-
-=++

.2x4xx4
;4x2xx2
;1x2xx

321

321

321

Розв’язання:
Сумісність системи перевіримо за теоремою Кронекера-Капеллі, для

цього утворимо основну і розширену матриці даної системи:

.
2
4
1

414
212
211

A~;
414
212
211

A
-
-
-

-=-=             
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Оскільки ранг основної матриці 3rangA = , ранг розширеної матриці
3A~rang = , то задана система рівнянь сумісна і має єдиний розв’язок:

1) за формулами Крамера: ;x 1
1 D

D
= ;x 2

2 D
D

= .x 3
3 D
D

Отже, знайдемо визначники системи:

( ) ;066032
214
112
111

2
414
212
211

=+--=-=-=D

( ) ;66632
212
114
111

2
412
214
211

1 =+---=--=
-

--
-

=D

( ) ;1212062
224
142
111

2
424
242
211

2 =---=-=
-
-
-

=D

.126126
214
412
111

3 -=--=
-
--
-

=D

.2
6
12     ;2

6
12     ;1

6
6

321 -=
-

===== xxx

Відповідь: ( 1; 2; –2).
2) виконаємо елементарні перетворення над рядками розширеної матриці
даної системи:

.
4
2
1

200
230
211

2
2
1

430
230

211

2
4
1

414
212
211

~
-

-
-
-

--
--

-
-
-

-=A

Отже,
1     ;142     ;12

2     ;243     ;223
2     ;42

11321

2232

33

=-=-+-=++
==-=+

-==-

xxxxx
xxxx

xx

Відповідь: ( 1; 2; –2).
3) запишемо систему рівнянь в матричній формі: ,BAX = де

;
414
212
211

-=A ;
x
x
x

X

3

2

1

= .
2
4
1

B
-
-
-

= .BAX 1-=

Знайдемо обернену матрицю 1A- до матриці A :
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=-

332313

322212

312111
1

det
1

AAA
AAA
AAA

A
A ;

336
240
4;2;6

332313

322212

312111

-===
=-==
=-=-=

AAA
AAA
AAA

; .06Adet =

Тоді

;

2
1

2
11

3
1

3
20

3
2

3
11

336
240
426

6
11

-

-

--

=
-

-
--

=-A

.
2

2
1

)2()
2
1()4(

2
1)1(1

)2(
3
1)4()

3
2()1(0

)2(
3
2)4()

3
1()1(1

2
4
1

2
1

2
11

3
1

3
20

3
2

3
11

-
=

--+-+-

-+--+-

-+--+--

=
-
-
-

-

-

--

=X

Відповідь: ( 1; 2; –2).

2.
=++
=+-
=-+

5xxx3
3x2xx2
;1xx2x

321

321

321

Перевіримо сумісність системи:

.
000
450
121

450
450
121

113
212
121

-
-

-
-

-
-

-
=A Отже, .2rangA =

.
1
1
1

000
450
121

2
1
1

450
450
121

5
3
1

113
212
121

~
-

-

-
-

-
-

-
=A Отже, .3~

=Arang

За теоремою Кронекера-Капеллі дана система рівнянь несумісна.

Завдання 1.4. Розв’язати матричні рівняння:

а) =
42
21

42
53

X .

Розв’язання: Маємо рівняння виду BAX = .

Оскільки 02
42
53

det ==A , то розв’язок рівняння має вигляд BAX 1-= .
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Знайдемо обернену матрицю:
-

-
==-

2
31
2
52

det
1

2212

21111

AA
AA

A
A .

Таким чином
--

=
-

-
== -

42
63

42
21

2
31
2
52

1BAX .

б)
-
-

=
-
-

65
21

45
23

X .

Розв’язання: Маємо рівняння виду BAX = .

Оскільки 02
45
23

det -=
-
-

=A , то розв’язок рівняння має вигляд 1-= ABX .

Знайдемо обернену матрицю: -

-
==-

2
3

2
5

12

det
1

2212

21111

AA
AA

A
A .

Таким чином -
-

=-

-

-
-

== -

45
23

2
3

2
5

12

65
211BAX .

Завдання 1.5. Знайти загальний розв'язок однорідної системи лінійних

алгебраїчних рівнянь

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 3 0,
3 5 6 4 0,
4 5 2 3 0,
3 8 24 19 0.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + - =
+ + - =
+ - + =
+ + - =

Розв’язання: Скористаємося методом Гаусса
1 2 4 3 1 2 4 3
3 5 6 4 0 1 6 5

~ ~
4 5 2 3 0 3 18 15
3 8 24 19 0 2 12 10
1 2 4 3
0 1 6 5 1 2 4 3

~ ~
0 0 0 0 0 1 6 5
0 0 0 0

A

- -
- - -

=
- - -

- -

-
- - -

- -

.

Даній матриці відповідає однорідна система рівнянь, еквівалентна вихідній:
1 2 3 4 2 3 4

2 3 4 1 2 3 4

2 4 3 0, 6 5 ,
.

6 5 0. 2 4 3
x x x x x x x

x x x x x x x
+ + - = = - +
- - + = = - - +

Поклавши x3=С1, x4=С2, отримаємо x2=–6С1+5С2, x1=8С1–7С2.
Отже, загальний розв’язок системи має вигляд:
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х1=8С1–7С2, х2=–6С1+5С2, х3=С1, х4=С2,
або (8С1–7С2;–6С1+5С2; С1 ; С2).

Завдання 1.6. Задано вектори c,b,a rrr : .k5j2ic;k2ib;k3j2ia
rrrrrrrrrrr

+-=+-=++=           
Необхідно:
1) обчислити мішаний добуток трьох векторів a2 r , ba

rr
- і c3r ;

2) модуль векторного добутку векторів a2 r і c3r ;
3) обчислити скалярний добуток векторів b3

r
і )c2( r

- ;
4) перевірити, чи будуть вектори колінеарними або ортогональними;
5) перевірити компланарність векторів c,b,a4 rrr .
Розв’язання:
1) так як ,15633 ;22  ;6422 kjickjibakjia

rrrrrrrrrrrrr
+-=++=-++= то

;144)220612210(6
521
122
321

6
1563
122
6`42

)3;;2( -=+---+=
-

=
-

=- cbaa rrrr

2) так як k15j6i3c3;k6j4i2a2
rrrrrrrr

+-=++=    , то

),4216(6
521
3216

1563
64232 kji

kjikji
ca

rrr

rrrrrr

rr
--=

-
=

-
=

( ) ;69121642566)4()2(16632 2222 =++=-++=ca rr

3) так як k10j4i2c2;k6i3b3
rrrrrrr

-+-=-+-=    , то
;54)10(640)2(3)c2(b3 -=-++--=-

rr

4) так як )3,2,1(a =r і )2,0,1(b -=
r

, то
3
2

2
0

1
1

- , отже, вектори не колінеарні.

Так як 052302)1(1ba =++-=
rr , то вектори не ортогональні;

5) вектори ba
rr,4 і cr компланарні, якщо їх мішаний добуток .0cba4 =

rrr

Обчислимо

,096)48(8
511
201
311

8
521
201
321

4cba4 =+=
-

-=
-

-=
rrr

тобто вектори не компланарні.

Завдання 1.7. Показати, що вектори c,b,a rrr
утворюють базис і розкласти

вектор d
r

за цим базисом, якщо
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).2,3,4(d);2,1,1(c);2,2,1(b);1,1,2(a -==-==
rrrr          

Розв’язання:

Обчислимо .071412
211
221

112
=--=-=cba rrr

Отже, вектори c,b,a rrr утворюють базис і вектор d
r

в цьому базисі має
представлення: cbad rrrr

gba ++= , або в координатному вигляді

-=+-
=++
=++

22г2вб
3г2вб
4гв2б

.

Розв’язуємо дану систему за формулами Крамера: ,7=D

14,1)4122(
111

123
114

2
222
123
114

Дб =++--=
-

-=
--

=

7,5416
221
131
142

Дв =--=
-

=

7.1654
221

321
412

Дг -=-+=
--

=

1,
7
7

Д
Д

   г1;
7
7

Д
Д

в   2;
7

17
Д
Дб гвб -=

-
========

отже, .cba),,(d rrrr
-+=-= 2112

Завдання 1.8. Дано координати вершин тетраедра :AAAA 4321

).8;5;6(A);7;2;5(A);2;0;3(A);1;2;1(A 4321 ---          
Знайти:

а) довжину ребра А1А2;
б) площу грані А1А2А3;
в) кут між ребрами А1А2 і А1А4;
г) об’єм піраміди А1А2А3А4;
д) рівняння прямої А1А2;
е) рівняння площини А1А2А3;
є) рівняння площини, що проходить через точки А1 та А4 і
перпендикулярна площині А1А2А3;
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ж) рівняння і довжину висоти, опущеної з точки А4 на площину А1А2А3;
з) координати точки А5, що симетрична точці А4 відносно площини
А1А2А3;
і) рівняння площини, що проходить через точку А4 перпендикулярно до
прямої А1А4.

Розв’язання:

а) вектор ),3;2;2(AA 21 --=
®

тому його довжина

,17)3()2(2 222
21 =-+-+=

®

AA отже, довжина ребра 21AA дорівнює 17 ;

б) так як ,
2
1

3121321

®®

= AAAAS AAA то

,82412
604
322     ),6;0;4( 312131 kji
kji

AAAAAA
rrr

rrr

+--=--==
®®®

1428
2
18)24()12(

2
1 222

321
==+-+-=AAAS (од.2).

в) вектори ),3;2;2(AA 21 --=
®

),7;7;7(AA 41 --=
®

кут j між ними визначається

рівністю: .
AAAA

AAAAcos
4121

4121
®®

®®

=j

Отже, .
51

513
3717

)322(7
7)7()7(17

7)3()7()2_()7(2cos
222

-=
-+-

=
+-+-

-+---
=j

Тоді .
51

513arccos-= pj

г) так як ,
6
1

413121

®®®

= AAAAAAVпір то

3
151

3
15422

3
71210

3
7

111
302
322

mod
3
7

777
604
322

mod
6
1

===+=
-

-
=

--

--
=пірV (од.3).

д) канонічне рівняння прямої в просторі має вигляд:

p
zz

n
уy

m
хx 000 -

=
-

=
-

.

Нехай M (x,y,z) довільна точка шуканої прямої. Вектори
®

МA1 та
®

21AA
колінеарні.
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)1;2;1(1 ---=
®

zyxМA .
За умови колінеарності, отримаємо таке рівняння прямої А1А2:

3
1

2
2

2
1

-
-

=
-
-

=
- zyx

.

е) Нехай M (x,y,z) довільна точка шуканої площини. Вектори
®

МA1 ,
®

21AA та
®

31AA компланарні.

Векторне рівняння площини має вигляд: 0)( 31211 =
®®®

AAAAMA .

0
04
22

)1(
64
32

)2(
60
32

)1(
604
322

121
=

-
-+

-
--

--
-=-

---
zyx

zyx

;

0)1(8)2(24)1(12 =-+---- zyx ;
0)1(2)2(8)1(3 =---+- zyx ;

017283 =--+ zyx .

Нормальний вектор площини )2;8;3( -=
®

N .
є) Нехай M (x,y,z) довільна точка шуканої площини. Нормальний вектор

)2;8;3( -=
®

N площини А1А2А3 паралельний шуканій площині. Якщо

перенести його на площину, то вектори
®

МA1 ,
®

21AA та
®

N будуть

компланарними, тобто 0)( 211 =
®®®

NAAMA .

Отже, 0
83
22

)1(
23
32

)2(
28
32

)1(
283

322
121

=
-

-+
-
-

--
-
--

-=
-

-
---

zyx
zyx

;

0)1(22)2(5)1(28 =-+--- zyx ;
04022528 =-+- zyx .

ж) Канонічне рівняння прямої в просторі має вигляд:

p
zz

n
уy

m
хx 000 -

=
-

=
-

.

.8;5;6 000 =-=-= zyx
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З умови перпендикулярності прямої А4А0 і площини (А1А2А3) випливає, що

напрямний вектор прямої S співпадає з нормальним вектором площини
®

N ,

тобто, S =
®

N =(3;8;–2). Тоді рівняння висоти А4А0: 2
8

8
5

3
6

-
-

=
+

=
+ zyx

.

Довжину висоти знайдемо як відстань від точки А4 до площини (А1А2А3) за

формулою .
11
713

77
91

)2(83

1782)5(8)6(3y
222222

000 =
-

=
-++

---+-
=

++

+++
=

CBA

DCzBAx
d

з) Знайдемо точку перетину А0 висоти та площини (А1А2А3). Параметричне

рівняння висоти А4А0:
+-=
-=
-=

.82
,58
,63

tz
ty
tx

Рівняння площини (А1А2А3): 017283 =--+ zyx ,
Отже, А0: 017)82(2)58(8)63(3 =-+---+- ttt ;

0171640184649 =----++ ttt ;

09177 =-t ;
11
13

77
91

==t .

=+-=

=-=

-=-=

.
11
628

11
132

,
11
495

11
138

,
11
276

11
133

0

0

0

z

y

x

А0 (
11
27

- ;
11
49 ;

11
62 ).

Оскільки А4А5^ (А1А2А3) і А0 – середина відрізка А4А5, то маємо:

2
6

11
27 x+-

=- ; 2
5

11
49 y+-

= ;
2

8
11
62 z+

= ;

x =
11
12 ; y =

11
153 ; z =

11
36 ; А5 (

11
12 ;

11
153 ;

11
36 ).

і) нормальний вектор
®

N шуканої площини співпадає з напрямним вектором
)1;1;1( -=S прямої А1А4, тобто

®®

NS || .
Тому рівняння площини має вигляд:

1(x+6) -1(y+5) -8(z-8)=0;
x+y-z+19=0.

Завдання 1.9. Задано вершини трикутника АВС:
А(–3; 2); В (–5;–2); С(3;2). Знайти:
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а) рівняння сторони АВ;
б) рівняння висоти СН;
в) рівняння медіани AM;
г) точку N перетину медіани AM та висоти СН;
д) рівняння прямої, що проходить через точку С паралельно стороні
АВ;
е) відстань від точки С до прямої АВ;
є) точку К перетину медіан трикутника.

Розв’язання:
а) Рівняння прямої, що проходить через точки А і В:

;
2
2у

1
3х;

4
2ух;

22
2у

)3(5
)3(х -

=
+

-
-

=
+

--
-

=
---
--      

2-
3     

.8х2у;2у6х2 +=-=+       
б) Кутовий коефіцієнт прямої АВ: kАВ=2.

Оскільки АВ^СН, то ,
2
11

-=-=
АВ

СН k
k тому рівняння висоти СН:

;072       ;342

);3(
2
12

=-++-=-

--=-

ухху

ху

в) Знаходимо координати т.М – середини відрізка ВС:

,0
2
22;1

2
35хМ =

+-
=-=

+-
= Му     тобто М (–1; 0). Тоді рівняння медіани АМ:

2у)3х(;
2
2у

2
3х;

20
2у

31
3х

-=+-
-
-

=
+

-
-

=
+-
+          ; ;01=++ ух

г) Для знаходження точки N – перетину медіани АМ і висоти СН, утворюємо
і розв’язуємо систему рівнянь:

=-+
=++

,07у2х
,01ух

;
-=
=

,9х
,8у

N (–9;8)

д) Оскільки прямі паралельні, то k1= k2, тобто k=2, тоді рівняння прямої, що
проходить через точку С, паралельно до АВ: .042     );3(22 =---=- ухху
е) Відстань від точки С до прямої АВ:

4,5
5
12

)1(2

82)1(32
CHd

22
»=

-+

+-+
== .

є) Медіани точкою перетину діляться у відношенні 2:1 рахуючи від вершини.

Таким чином ,
3
2

21
022у     ;

3
5

21
)1(23

K =
+
+

=-=
+

-+-
=Kх тобто К(

3
5

- ;
3
2

).

Завдання 1.10. Дано площину: 3x–2y+4z–12=0. Необхідно:
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а) побудувати цю площину;
б) знайти відстань від точки М(2;–5;–7) до цієї площини.
Розв’язання:
а) Запишемо дане рівняння у відрізках на осях. Для цього перенесемо у праву
частину вільний член і поділимо на нього обидві частини рівняння:

1
3
z

6
y

4
x

=+
-

+ , звідки а=4; b=–6; c=3.

Знаючи відрізки, які відтинає площина на осях координат, легко побудувати
площину (рис.1):

Рис.1
б) відстань від точки М до площини знайдемо за формулою:

.
y

222

000

CBA

DCzBAx
d

++

+++
=

222 4)2(3

12)7(4)5)(2(23
d

+-+

--+--+
= = .5,4

29
24

»

Завдання 1.11. Медіани ВМ і СN трикутника АВС мають відповідно
рівняння: ,01у3х203ух =-+=-+   і  а точка А(1;1) – вершина трикутника.
Скласти рівняння сторони ВС.
Розв’язання:

Розв’язуючи систему рівнянь
=+

=+
,1у3х2
,3ух

знаходимо точку перетину медіан:

О (8;–5). З відношення ,
1
2

OP
AO == дістанемо координати середини відрізка

ВС – точки Р: ;;
21
х21

8 р

21
2у1

5-      р

+

+
=

+

+
= .8у;

2
23х рр -==        

Оскільки точки В і С лежать на заданих прямих, то їхні координати
задовольняють задані рівняння. Точка Р – середина ВС, отже, маємо
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 ;132    ;16
 ;3       ;23

;8
2

      ;
2
23

2

=+-=+

=+=+

-=
+

=
+

СССВ

ВВСВ

СВСВ

ухуу
уххх

уухх

-=
=

.7у
,11х

С

С

Пряма ВС проходить через точки Р ( 8;
2
23

- ) і С (11;–7), тому дістанемо:

87
8

2
2311

2
23

+-
+

=
-

- ух
;

.015ух2
,8у23х

,
1
8у

2322
23х2

=-+
--=-

+
=

-
-

2

Завдання 1.12. Побудувати криву, задану рівнянням в полярній системі
координат: .cos2 2 jr +=

Розв’язання:
Складемо таблицю, в якій наведені значення полярного кута φ і

відповідні їм значення полярного радіуса ρ:

В полярній системі координат побудуємо кожну отриману точку, а
потім плавно з’єднаємо всі такі точки. Отримаємо криву (рис. 2)

Рис. 2

j 0
6
p

4
p

3
p

2
p

3
2p

4
3p

6
5p p

6
7p

4
5p

3
4p

2
3p

3
5p

4
7p

6
11p p2

r 3
4
32

2
12

4
12 2

4
12

2
12

4
32 3

4
32

2
12

4
12 2

4
12

2
12

4
32 3
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ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 2
Завдання 2.1 Знайти границі функцій:

a) lim
2®x 3

18 23

+
+-

x
xx ; б) lim

1®x 13
32

-
+
x
x ; в) lim

3®x 9
65

2

2

-
+-

x
xx ;

г) lim
2®x 2

2

-x
x ; д) lim

3®x 1213
92

+-+
-

xx
x ; e) lim

®x
32

3

451

32

xx

x

-+

+ ;

є) lim
-®x 532

13
24

5

++
+-
xx
xx ; ж) lim

0®x
2

3cos5cos
x

xx- ; з) lim

2
p

®x

p
-

2
x tg x ;

і) lim
®x

x

x
x 51

32
12 -

+
- ; к) lim

0®x
( ) x

x
32sin

1

2cos .

Розв’язання:
a) За теоремами про границі маємо:

lim
2®x 3

18 23

+
+-

x
xx =

( )
( )3lim

18lim

2

2

23

+

+-

®

®

x

xx

x

x =
32

1328
+
+- =

5
23- ;

б) lim
1®x 13

32

-
+
x
x =

13
31
-
+ =2;

в) lim
3®x 9

65
2

2

-
+-

x
xx =

0
0 = lim

3®x

( )( )
( )( )33

32
+-
--
xx
xx = lim

3®x 3
2
+
-
x
x =

6
1 ;

г) lim
2®x 2

2

-x
x =∞, оскільки 42®x при 2®x і lim

2®x 2
1
-x

=∞, як добуток

нескінченно великої величини на обмежену величину, яка не є нескінченно
малою.

д) lim
3®x 1213

92

+-+
-

xx
x =

0
0 = lim

3®x

( )
)1213()1213(

121392

++++-+

+++-

xxxx

xxx
=

= lim
3®x )3(3

)1213()3()3(
--

++++-
x

xxxx
=

3
1

- lim
3®x

)1213()3( ++++ xxx =

= 86
3
1

- =−16;
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e) lim
®x

32

3

451
32
xx

x
-+
+ = = lim

®x 451

32

3

3

-+

+

xx

x =
4

2
-

=
2
1

- ;

є) lim
-®x 532

13
24

5

++
+-
xx
xx = - = lim

-®x
53

54

532

131

xxx

xx

++

+-
=−∞;

ж) lim
0®x

2

3cos5cos
x

xx- =2 lim
0®x

2
)sin(4sin

x
xx - =2 lim

0®x x
x4sin · lim

0®x x
xsin- = )1(42 - =–8;

з) lim

2
p

®x

p
-

2
x tg x =

2

2
p

+=

p
-=

yx

xy
= lim

0®y

p
+

2
ytgy = ctgyy

y
lim

0®
- =

= y
y
y

y
cos

sinlim
0

-
®

= 11- = 1- ;

і) lim
®x

x

x
x 51

32
12 -

+
- = lim

®x

x

x
x 51

1
32
121

-
-

+
-

+ = lim
®x +

-
32

41
x =

= lim
®x

1
51

32
4

4
32

4
32

11

x
x

x

x

-
+

-
-
+

-
+

+ = 32
420

lim
+
-

® x
x

xe =
10
e ;

к) lim
0®x

( ) x
x

32sin

1

2cos = lim
0®x

( )( ) x
x

32sin

1

12cos1 -+ = lim
0®x

( )( ) x

x

x

x
32sin

2sin2
2sin2

1

2sin21
--

-+ =

= x

x

xe 32sin

2sin

0
lim2
®

-
=

9
2

-

e =
9 2

1

e
.

Завдання 2.2 Знайти похідні від функцій

а) 3
24

5 5123 x
xx

xy +--= ;

б)
( )4

3 2

5

2134
-

++-=
x

xxy ;

в) 53 2cos
4

sin xxy = ;

г) ( )1ln32 += xxarctgy ;
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д) 24 3arccos5 xxtgy = ;

е) xxy sin5sin= ;

є)
xe

xy 2arcsin
12 -

= ;

ж) ( )
3

4
5

23log
xtg
xy +

= ;

з) ( )
( ) 531

123

+-
+

=
xx
exxy
x

;

і) ( ) xxcthy arcsin3= ;

к) ( ) x
xy 3= ;

л) ( ) xxy 4lg= ;
м) ( )yxxy += arcsin ;

н) 2cosln xyyx = ;

о)
=

=

tey

tex
t

t

3cos

3sin
2

2
;

п)
=

-
=

tty
t
tx

ln
cos

1
.

Розв’язання:

а) 3
24

5 5123 x
xx

xy +--= ;

( ) ( ) 2
1

2
3524215 354 xxxxy +----= -- = x

xx
x

2
152815 35

4 +++ ;

б)
( )4

3 2

5

2134
-

++-=
x

xxy ;

( ) ( ) ( )( ) 52 54238134
3
1 3

2

---+-+-=
-

xxxxy ( ) ( )53 22 5
8

1343

38
-

-
+-

-
=

xxx

x
;

в) 53 2cos
4

sin xxy = ;

( ) 45352 102sin
4

sin2cos
4
1

4
cos

4
sin3 xxxxxxy -+= =

= 53452 2sin
4

sin102cos
4

cos
4

sin
4
3 xxxxxx

- ;

г) ( )1ln32 += xxarctgy ;

( )
1

131ln3
91
132 2

2 +
++

+
=

x
xarctgx

x
xarctgy =

= ( )
1
3

91
31ln6 2

2 +
+

+

+
x

xarctg
x

xarctgx ;

д) 24 3arccos5 xxtgy = ;

x
x

xtgx
x

xtgy 6
91

153arccos5
5cos

154
4

42
2

3

-
-+= =
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=
4

4

2

23

91

56
5cos

3arccos520

x

xxtg
x

xxtg

-
- ;

е) xxy sin5sin= ;

x
x

xx
x

y xx cos
sin2
15ln5sin5cos

sin2
1 sinsin += =

= ( )x
x
xx

sin5ln1
sin2

cos5 sin
+ ;

є)
xe

xy 2arcsin
12 -

= ;

x

xx

e
x

xexe
x

y 2

22

arcsin2

2
arcsinarcsin

1

1arcsin2122
122

1

-
--

-
= =

=
xx ex

xx

ex
22 arcsin2arcsin 1

arcsin122

12

1

-

-
-

-
= ( )

( )( ) xexx

xxx
2arcsin2

2

112

arcsin1221

--

--- ;

ж) ( )
3

4
5

23log

xtg
xy +

= ;

( ) ( )
32

2
324

3

5

15
5cos

123log5
4ln23

3

xtg

x
x

xxtg
xy

+-
+= =

=
354ln)23(

3

xtgx +
− 352sin

)23(4log215

x

xx +
;

з) y =
53)1(

)12(3

+-
+
xx

xexx ; застосуємо логарифмічне диференціювання, маємо:

ln y = 3ln x + ln(x2+1 ) + x − ln(x−1) −
2
1 ln 53 +x ;

)53(2
3

1
11

12
23

+
-

-
-+

+
+=

xxx

x
xy

y ;

+
-

-
-+

+
+

+-

+
=

)53(2
3

1
11

12
23

53)1(
)12(3

xxx

x
xxx

xexxy ;

і) xxctgy arcsin)3(= ; прологарифмуємо дану функцію:
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)3ln(arcsinln xcthy = ,тоді

3
32

1

32
1

3
1arcsin)3ln(

21

11
-+

-
=

xxshxcth
xcth

x
y

y
;

-
-

=
xshxcthx

x

x

xcthxxcthy
32332

arcsin3
21

)3ln(arcsin)3( ;

к) xxy )3(= ; маємо : 3lnln xxy = ,тоді

3

2

3
1

3
13ln

2
11 -

+= x
x

xx
x

y
y

;

x
xxx

xx
xxxy

6
)2(ln)3(

3
1

2

3ln)3( +=+= ;

л) ;4)(lg xxy = маємо )ln(lg4ln xxy = ,тоді

+=

+=

10lnlg
4)4(lgln4)(lg

,
10ln

1
lg
14)(lgln41

x
xxxy

xx
xxy

y

;

м) Дана функція задана неявно : xy = arcsin (x+y), диференціюючи, маємо

рівність: )1(
2)(1

1 y
yx

yxy +
+-

=+ ; тоді

y
yxyx

yyx -
+-

=
+-

-
2)(1

1
2)(1

;

12)(1

2)(11
2)(1

1
2)(1

1

-+-

+--
=-

+-
=

+-
-

yxx

yxy
yіy

yxyx
xy

н) )cos(ln 2xyyx = ; маємо рівність )2()sin(ln 22 yxyyxyy
y
xy +-=+ ;

))sin((ln)sin(2 222 xyyyxyyxyy
y
x +-=+

sin(xy2) = −(ln y + y2 sin(xy2));

(y
y
x + 2xy sin(xy2)) = −(ln y + y2 sin(xy2));
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=y )sin(2
)sin(ln

22

22

xyxyx
xyyyy

+
+

- ;

о)
=

= ;3cos
;3sin

2

2

tey
t

t

tex
– функція задана параметрично. Використаємо формули:

t

t
x x

yy
'
'' = ; ( )

t

tx
xx x

y
y

'
'

''
'

= .

Оскільки tx =2e2 t sin3t + e2 t cos3t 3 = e2 t (2sin3t +3cos3t),

ty = 2e2 t cos3t− 3e2 t sin3t = e2 t (2cos3t−3sin3t) ,

то xy =
tx
ty =

)3cos33sin2(2
)3sin33cos2(2

ttte
ttte

+
- =

tt
tt

3cos33sin2
3sin33cos2

+
- ;

( )

;
)3cos33sin2(

39
)3cos33sin2(

)3sin93cos6)(3sin33cos2()3cos33sin2)(3cos93sin6('

2

2
'

tt

tt
tttttttty tx

+
-

=

=
+

---+--
=

txx ett
y 23)3cos33sin2(

39''
+
-

= .

п)
=

-
=

;ln

;
cos

1

tty
t
tx

Маємо:
t

ttt
t

tx 2cos

sin)1(cos
2

1 -+-
= =

tt

tttt
2cos2

cossin)22( -- ;

ty = ln t + t
t
1 = ln t + 1;

xy =
ttt
ttt

cossin)222(

2cos)1(ln2
--

+

Завдання 2.3. Провести повне дослідження функції за допомогою
диференціального числення та побудувати її графік:

а) y= 21

3

x
x
-

; б) y=x+ln(x2−1).

Розв’язання:

а) y= 21

3

x
x
-

1) Область визначення : x ≠ ±1, D: (−∞;−1)(−1;1)(1;∞);
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2) Оскільки )( xf - =
2)(1

3)(

x

x

--

- =
21

3

x
x
-

- = )(xf- , то функція непарна, тому

досліджуватимемо її лише для x ≥ 0. Графік функції симетричний відносно
початку координат.
3) Якщо х = 0, то у = 0, тому графік перетинає осі координат в точці (0;0);
знакосталість функції :
y>0 при x (−∞:−1) (0;1);
y<0 при x (−1;0) (1;∞).
4) Асимптоти.
Функція в точці х = 1 має розрив 2–го роду:

-=
---

+
®

=
+® 2211

3)1(
0

lim)(
01

lim
aa

a
a

xf
x

.

+=
-

-
®

=
-® 22

3)1(
0

lim)(
01

lim
aa
a

a
xf

x
.

Отже, х=1 – вертикальна асимптота.
Похила асимптота: bkxy += функції )(xfy = . За означенням

асимптоти матимемо: ).)((lim;)(lim kxxfb
x
xfk

xx
-==

®®

Оскільки 1
)21(

3
lim -=

-±®
=

xx
x

x
k , 0)1(21

3
lim =--

-±®
= x

x
x

x
b ,

то y=–x − похила асимптота графіка.
5) Дослідимо на монотонність та екстремуми. Знайдемо критичні точки.
Необхідна умова: 0)(' =xf або =)(' xf , за умови, що отримані точки
належать D(х).

Похідна
2)21(

)23(2

x

xxy
-

-
= дорівнює 0 при 3,0 ±== xx і не існує в точках

1±=x . Отже, критичні точки функції :

=

=
-=

3

0
3

x

x
x

.

На інтервалі (0;∞) маємо:
­)(xf при )1;0(x і )3;1( ,так як )(xf >0;

)(xf при );3( +x , так як )(xf <0;

в точці 3=x − функція має локальний максимум: 6,2)3(max -»= fy .
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6) Знайдемо характер опуклості та точки перегину графіка функції.
Необхідна умова 0)('' =xf або =)('' xf , за умови, що отримані точки
належать D(х).
Знаходимо другу похідну:

( )
( )

,
1

32
3

2

х
хху
-

+
= ( ) ,1приіснуєнеі0при0 ±=== ххxf

отже, єдина критична точка х=0; маємо:
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) перегину; точка0;0точка
опукла;крива0;1при

гнута,крива01;0при
опукла,крива00;1при

-
-<
->
-<-

xfх
уxfх

xfх

7) Враховуючи проведене дослідження і непарність функції, будуємо
графік (рис.3):

у

х=1

х

х=-1

0

1

1

-1

-1

-2,6

2,6

3
3-

Рис. 3

у=-х
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б) ( )1ln 2 -+= xxy

1) Область визначення функції:
( ) ( );;11;:

,отже,1,012

+--

>>-

D
xx

2) Оскільки ( ) ( ),1ln 2 -+-=- xxxf ( ) ),(xfxf -- ( ) ),(xfxf -
то функція загального вигляду.
3) Оскільки 0x , то перетину з ОY немає; при у=0 маємо:

( ) ( ) ,2,1,11,1ln,01ln 222 »=--=-=-+ x
e

xxxxx x

отже, графік перетинає OX в точці (1,2; 0); проміжки знакосталості функції:
( ) ( ) ( ) .0;2,1при;02,1;1при;01;при >+<<-- ухухух

4) Вертикальна асимптота: ax = маємо: =
®

)(lim xf
ax

,

або хоча б при 0-® ax чи 0+® ax .

( )

( )
асимптоти.івертикальн11,отже

,)121ln(1(limlim

,)121ln(1(limlim
2

001

2

001

-=-=

-=-+++--=

-=-++++=

®+®

®--®

хіх

xf

xf

x

x

aaa

aaa

a

a

Похила асимптота: bkxy += функції )(xfy = . За означенням

асимптоти матимемо: ).)((lim;)(lim kxxfb
x
xfk

xx
-==

®®

( )( ) ( ) ( )

;10111

1

1

1
1

2

11ln11ln11ln

2

2222

lim

limlimlimlim

=+=
-

+=

=-+=
-

+=
-

+=
-+

®

®®®®

=

x

x

x
x

x
x

x
x

x
xx

x

xxxx
k

,))1ln(())(( 2limlim +=--+=-
±®±®

= xxxkxxf
хх

b

Горизонтальна асимптота: by = , де )(lim xfb
x ±®

= .

=-+=
±®

))1ln((lim 2xxb
x

.

Отже, похилі і горизонтальні асимптоти відсутні.
5) Дослідимо на монотонність та екстремуми. Знайдемо критичні точки,
необхідна умова: 0)(' =xf або =)(' xf , за умови, що отримані точки
належать D(х).
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Знайдемо похідну: ( ) ,
1

12
1

21 2

2

2 -

-+
=

-
+=

x
xx

x
xxf похідна дорівнює нулю

при 21+-=x і при 21--=x , похідна існує при 1±=x , отже, єдина
критична точка 21--=x ,
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

9,0;максимумлокальниймаєфункція21точців

,0яктак,1;21при

,0яктак,;121;при

max -»--=

<---

>+---­

ух

xfхxf

xfхxf

6) Знайдемо опуклість, угнутість та точки перегину графіка функції.
Необхідна умова 0)('' =xf або =)('' xf , за умови, що отримані точки
належать D(х).

Знайдемо другу похідну: ( ) ( )
( )

,
1

12
22

2

-

+
-=
x

xxf при ( ) ( ) 0<xfxDx , отже,

графік функції опуклий на всій області визначення;
7) Враховуючи проведене дослідження, будуємо графік функції (рис.4):

 

х=1х=-1

1-1 0
-1- 2

-0,9

х

у

1,2

Рис. 4
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Завдання 2.4 Знайти повні диференціали 1–го та 2–го порядків функції
22

3

52
3

yxxz +-= .

Розв’язання:
Дана функція z є функцією двох змінних х і у.
Її частинні похідні:

;42 xx
x
z

-=
¶
¶ .10y

y
z
=

¶
¶

Тоді повний диференціал цієї функції:

.10)4( 2 ydydxxxdy
y
zdx

x
zdz +-=

¶
¶

+
¶
¶

=

Частинні похідні другого порядку:

;422

2

-=
¶
¶ x
x
z ;0

2

=
¶¶

¶
yx
z .102

2

=
¶
¶
y
z

Тому повний диференціал 2-го порядку:

.10)42(2 222
2

22
2

2

2
2 dydxxdy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd +-=

¶
¶

+
¶¶

¶
+

¶
¶

=

Завдання 2.5. Знайти градієнт функції z=f(x, y) в точці М та похідну за

напрямком вектора s в цій точці, якщо z=x2–xy+2y2, M(-1; 2), s ={3;4}.
Розв’язання:
Знайдемо частинні похідні в точці М:

.924)1(;4;42)1(2;2 =+--=
¶
¶

+-=
¶
¶

-=--=
¶
¶

-=
¶
¶

MM y
zyx

y
z

x
zyx

x
z

Тоді }9;4{94)( -=+-= jiMzgrad
rr

.

Відомо, що ba coscos
y
z

x
z

s
z

¶
¶

+
¶
¶

=
¶
¶
r ,

де cos a і cos b - напрямні косинуси вектора s . Маємо

.
5
4

43
4cos;

5
3

43
3cos

2222
=

+
==

+
= ba

Отже,
5
24

5
49

5
34coscos =+-=

¶
¶

+
¶
¶

=
¶
¶ ba

MMM y
z

x
z

s
z
r .

Завдання 2.6. Дослідити на екстремум функцію:
z=x4+y4–2x2+4xy–2y2.
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Розв’язання:

Знайдемо частинні похідні: ).(4);(4 33 yxy
y
zyxx

x
z

-+=
¶
¶

+-=
¶
¶

Критичні точки функції визначимо із системи:
=-+

=+-

0
,0

3

3

yxy
yxx

.

Отже, х3 + у3 = 0, звідки у = – х.
Маємо х1 = 0, ,2,2 32 -== xx тоді у1 = 0, 2,2 32 =-= yy .
Отже, функція має три критичні точки : М1(0; 0), М2( 2;2 - ), М3 ( 2;2- ).

Оскільки 4;412;412
2

2
2

2
2

2

2

=
¶¶

¶
=-=

¶
¶

=-=
¶
¶

=
yx
zBy

y
zCx

x
zA , маємо

2BAC -=D ,
∆=16(9х2 у2–3х2–3у2), за достатньою умовою екстремуму функції маємо:

∆(М1)=0, ∆(М2)=∆(М3)=384 > 0, 20
32

2

2

2

2

=
¶
¶

=
¶
¶

MM x
z

x
z > 0, отже, точки М2 і М3

– точки мінімуму. В цих точках 8min -=z .
Переконаємося, що в точці М1(0; 0) екстремум відсутній. Дійсно, якщо у =
0, то z=x4–2x2=х2(х2–2)< 0 , в околі точки М1. Якщо у=х, то z=2x4> 0. Отже,
в околі точки М1 значення z можуть бути як додатні, так і від’ємні, а це
означає, що точка М1 не є екстремальною.

Інших екстремумів функція не має, оскільки точки, в яких похідні y
zi

x
z

¶
¶

¶
¶

не існують, відсутні.
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ВАРІАНТ№1
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
-

=-=
-

=
3

4
1

,
710

23
321

,
461
432
21

CBA 


.

Завдання 1.2.

2463
1501
9352

8641

--
-

-
-

.

Завдання 1.3. а)
=--

=+-
-=+--

19354
8

72

321

321

321

xxx
xxx
xxx

; б)
=++
=++
=++

623
132
732

321

321

321

xxx
xxx
xxx

.

Завдання 1.4. X
-

-

111
012
111
=

-
234
311

.

Завдання 1.5.
++-

-++-
+-+

0.=352
0;=4323

0;=43

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

Завдання 1.6. a=2i–3j+k, b=j+4k, с=5i+2j–3k.
a) a, 3b, с; б) 3а, 2c; в) b, –4c; г) а, с; д) a, 2b, 3c.

Завдання 1.7. а = (5, 4, 1), b= ( –3, 5, 2), с = (2, –1, 3), d = (7, 23, 4).

Завдання 1.8. А1(2;5;–3), А2(–7;8;0), А3(4;–2;5), А4(6;3;–1).

Завдання 1.9. А(–2, 4), В(3, 1), С(10, 7).

Завдання 1.10. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку перетину
прямих 3х–2у–7=0 і х+3у–6=0 і відсікає на осі абсцис відрізок, рівний 3.

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, яка проходить через точки М(2;
3; –5) та К(–1; 1; –6) паралельно вектору а=(4; 4; 3).

Завдання 1.12. r = 2sin4j.
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ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 2

Завдання 2.1.

а)
2012
65lim 2

2

2 +-
+-

® xx
xx

x
; б)

1253
15112lim 2

2

3 -+
++

-® xx
xx

x
; в)

xxx
xx

x -+
+-

® 23

23

52
253lim ;

г)
132

42lim 24

5

++
+-

-® xx
xx

x
; д)

127
532lim 23

2

+-
-+

® xx
xx

x
; е)

xx
xx

x ---
-+

® 42
12lim

2

3
;

ж)
x

x x
x 3

8
4lim

-

® +
+ ; з)

1

75
32lim

+

® +
+ x

x x
x ; і) 20 3

8cos1lim
x

x
x

-
®

.

Завдання 2.2.
а)

x
xx

xy 3142 3
5 ++-= ( )5

3 4

2
4523
-

+-+=
x

xxy 53 8cos2sin xxy =

( )4ln52 -= xxarcctgy 34 2arcsin3 xxtgy =
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x
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Завдання 2.4. z=x2+xy2–17.

Завдання 2.5. z=x2+2xy+y2, M(1; 2), { }4;3s .

Завдання 2.6. z=x2+y2+xy–2x–y.
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ВАРІАНТ№2
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1
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Завдання 1.6. a = 3i + 4j + k, b = i–2j+7k, c = 3i – 6j + 21k.
a) 5a, 2b, c; б) 4b, 2c; в) a, c; г) b, с; д) 2a, –3b, с.

Завдання 1.7. а = (2, –1, 4), b = ( – 3, 0, –2), с =(4, 5, –3),d = (0, 11, –14).

Завдання 1.8. А1(1;–5;4), А2(–3;6;–1), А3(3;–2;3), А4(0;9;–11).

Завдання 1.9. А(–3, –2), В(14, 4), С(6, 8).

Завдання 1.10. Знайти проекцію точки А( – 8, 12) на пряму, що проходить
через точки В(2, –3) і С( – 5, 1).

Завдання 1.11. Знайти величини відрізків, що відсікаються на осях
координат площиною, яка проходить через точку М(2, –3, 3)
паралельно площині 3х+у–3z=0.

Завдання 1.12. r = 2(1 – sin 2j).
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Завдання 2.3. а) ;
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= б)
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xy .

Завдання 2.4. z=x2+xy–y2–9.

Завдання 2.5. z=ln(5x2+4y2), M(1; 1), { }1;2 -s .

Завдання 2.6. z=x2–xy+y2+9x–6y+20.
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ВАРІАНТ№3
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.5.
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Завдання 1.6. a = 2i – 4j – 2k, b = 7i + 3j, c = 3i + 5j –7k.
a) a, 2b, 3с; б) 3а, –7b; в) с, –2а; г) а, с; д) 3а, 2 b, 3с.

Завдання 1.7. а=(–1, 1,2), b=(2, –3, –5), с=(–6, 3, –1), d=(28, –19, –7).

Завдання 1.8. А1(1;–5;–6), А2(2;4;–7), А3(3;–2;–5), А4(–6;9;–3).

Завдання 1.9. А(1, 7), В(–3, –1), С(11, –3).

Завдання 1.10. Дано дві вершини трикутника ABC: A( – 4, 4), В(4, –12)
і точка М(4, 2) перетину його висот. Знайти третю вершину С.

Завдання 1.11. Визначити при якому значенні параметра С площини
3х–5у+Сz–3=0 та х–3у+2z+5=0 будуть перпендикулярними.

Завдання 1.12. r = 2 sin 2j.
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Завдання 2.4. z=x3+2xy–2.

Завдання 2.5. z=2xy–y3+x, M(–1; 2), { }4;3-s .

Завдання 2.6. z = 2
y

e (x2 + y).
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ВАРІАНТ№4
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Завдання 1.6. а = –7i + 2k, b = 2i – 6j + 4k, с = i – 3j + 2k.
a) a, –2b, –7c; б) 4b, 3с; в) 2a, –7c; г) b, с; д) 2а, 4b, 3с.

Завдання 1.7. а = (1, 3, 4), b = (–2, 5, 0), с = (3, –2, –4), d = (13, –5, –4).

Завдання 1.8. А1(–2;0;–4), А2(1;5;5), А3(1;–12;3), А4(2;8;–9).

Завдання 1.9. А(1, 0), В (–l, 4), С(9, 5).

Завдання 1.10. Знайти рівняння прямої, що відсікає на осі ординат відрізок,
рівний 2, і паралельна прямій 2у– х = 3.

Завдання 1.11. При яких значеннях параметрів А та В площина

Ax+By+6z–7=0 перпендикулярна до прямої
3
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4
5

2
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- zyx ?

Завдання 1.12. r = 3sin 6j.
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Завдання 2.4. z=3x2–xy+x+y+1.

Завдання 2.5. z= y
x 2

arcsin , M(1; 2), { }12;5 -s .

Завдання 2.6. z=x3+y3–3xy.
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ВАРІАНТ№5
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1
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Завдання 1.6. a=–4i + 2j–k, b = 3i + 5j – 2k, c = j + 5k.
a) a, 6b, 3с; б) 2b, а; в) а, –4с; г) а, b; д) а, 6b, 3с.

Завдання 1.7. а=(1,–1,1), b=(–5,–3,1), с=(2 –1,0), d=(–15,–10,5).

Завдання 1.8. А1(3;–6;–11), А2(5;8;1), А3(– 4;1;8), А4(–6;5;0).

Завдання 1.9. А (1, –2), В(7, 1), С(3, 7).

Завдання 1.10. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку А(2, –3)
та точку перетину прямих 2х–у=5 і х+у=1.

Завдання 1.11. Знайти проекцію точки Р(3;1;–1) на площину
х+2у+3z–1=0.

Завдання 1.12. j
r
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2

+
= .
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Завдання 2.4. z=2x2+xy2–3.

Завдання 2.5. z=arctg(x2 y), M(–2; 1), { }8;6s .

Завдання 2.6. z=2xy–3x2–2y2+10.
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Завдання 1.6. a = 3i – 2j + k, b = 2j –3k, с= –3i + 2j –k.
а) а, – 3b, 2с; б) 5а, 3с; в) –2а, 4b; г) а, с; д) 5а, 4b, 3с.

Завдання 1.7. а = (3, 1, 2), b = (–7, –2, –4), с = (–4, 0, 3), d = (16, 6, 15).

Завдання 1.8. А1(5;5;–7), А2(–3;–8;1), А3(4; 2; 2), А4(1;–3;–1).

Завдання 1.9. А(–2, –3), В(1, 6), С(6, 1).

Завдання 1.10. Довести, що чотирикутник ABCD – трапеція, якщо А(3, 6),
В(5, 2), С(–1, –3), D(–5,5).

Завдання 1.11. Знайти рівняння площини, що проходить через вісь Ох та
точку А(2; –1; 3).

Завдання 1.12. r = 3(l+sinj).
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4321
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xxxx
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xxxx

Завдання 1.6. a = 4i –j + 3k, b = 2i + 3j–5k, c = 7i + 2j + 4k.
а) 7а, –4b, 2с; б) 3а, 5с; в) 2b, 4с; г) b, с; д) 7а, 2b, 5с.

Завдання 1.7. a=( –3, 0, 1), b=(2, 7, –3), с=(–4, 3, 5), d=(–16, 33, 13).

Завдання 1.8. А1(0;3;–7), А2(10;–4;8), А3(–9; 4;3), А4(7;–3;2).

Завдання 1.9. А(–4, 2), В( – 6, 6), С(6, 2).

Завдання 1.10. Записати рівняння прямої, яка проходить через точку
А(3, 1) перпендикулярно прямій ВС, якщо В(2, 5), С(1, 0).

Завдання 1.11. Знайти точку перетину прямої
4

5
1

1
5

7 -
=

-
=

- zyx і

площини 3x–y+2z–8=0.

Завдання 1.12. r = 2(1–cos j).
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Завдання 2.3. а) ;
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+
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=
x
xy б) xey

1

= .

Завдання 2.4. z=2xy–y2+2.

Завдання 2.5. z=x3–2xy+y2, M(–2; –1), { }8;6-s .

Завдання 2.6. z=4(x–y)–x2–y2.
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ВАРІАНТ№8
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1. =-
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,
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CBA 
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Завдання 1.5.
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0.=2
0;=32
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Завдання 1.6. a = 4i + 2j–3k, b = 2i + k, с =–12i – 6j+9k.
а) 2а, 3b, с; б) 4а, 3b; в) b, –4с; г) а, с; д) 2а, 3b, –4с.

Завдання 1.7. a = (5, 1, 2), b = (–2, 1, –3), с = (4, –3, 5), d = (15, –15, 24).

Завдання 1.8. А1(1;2;–3), А2(–4;6;5), А3(7;–12;5), А4(1;8;–8).

Завдання 1.9. А(4, –3), В(7, 3), С(1, 10).

Завдання 1.10. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку
А(–2, 1) паралельно прямій MN, якщо М( – 3, –2), N(l, 6).

Завдання 1.11. Скласти загальне рівняння прямої, що утворена
перетином площини 3x–y–7z+9=0 з площиною, що проходить через
вісь Ох та точку А(3, 2, –5).

Завдання 1.12. r = 3(1–cos2j).
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Завдання 2.4. z=x2–y2+6(x–2)+3y.

Завдання 2.5. z=x2+xy–y3, M(1; –2), { }8;6 --s .

Завдання 2.6. z=(x2+y2) ( )22 yxe +- .
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ВАРІАНТ№9
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1. =
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,
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Завдання 1.4. X
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Завдання 1.5.
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0.=232
0;=576

0;=23

4321

4321

4321
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Завдання 1.6. а = – i + 5k, b= – 3i + 2j+2k, c= –2i –4j + k.
a) 3a, –4b, 2c; б) 7a, –3с; в) 2b, 3а; г) b, с; д) 7а, 2b, –3с.

Завдання 1.7. a=(0, 2, –3), b=(4, –3, –2), с=(–5, –4, 0), d=(–19, –5, –4).

Завдання 1.8. А1(–2;–5;3), А2(3;–8;10), А3(9;–2;3), А4(6;6;–2).

Завдання 1.9. А (4, –4), В(8, 2), С(3, 8).

Завдання 1.10. Знайти точку, симетричну точці М(2, –1) відносно
прямої х–2у+3=0.

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, яка проходить через дві
точки М1(1, - 1, - 2) і М2(3,1,1) перпендикулярно до площини

0632 =--- zyx .

Завдання 1.12. r = 4sin3j.
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Завдання 2.3. а) ;
1

1
2x

y
-

= б) )4ln( 2 -= xy .

Завдання 2.4. z=xy2+2x2–4.

Завдання 2.5. z=13ln(x3y2+1), M(1; –1), { }12;5s .

Завдання 2.6. z=x4+y4–2x2+4xy–2y2.
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ВАРІАНТ№10
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1. -=
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Завдання 1.4. 108
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Завдання 1.5.
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0.=732
0;=394

0;=22

4321
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4321
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Завдання 1.6. a = 6i – 4j+6k, b = 9i – 6j+9k, c = i –8k.
a) 2a, –4b, 3c; б) 3b, –9c; в) 3а, –5c; г) a, b; д) 3а, –4b, –9c.

Завдання 1.7. a = (3, – 1, 2), b = ( –2, 3, 1), с = (4, –5, –3), d = (–3, 2, –3).

Завдання 1.8. А1(6;5;23), А2(–6;11;3), А3(5;–6;5), А4(1;3;–1).

Завдання 1.9. А(–3, –3), В(5, –7), С(7, 7).

Завдання 1.10. Знайти точку О перетину діагоналей чотирикутника ABCD,
якщо А(– 1, –3), В(3, 5), С(5, 2), D(3, –5).

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через початок
координат перпендикулярно до площин 3x–y–7z+9=0 і x–4y+2z–5=0.

Завдання 1.12. r = 4sin4j.
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Завдання 2.3. а) ;
3 2x
xy
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= б) xxy ln= .

Завдання 2.4. z=x2+2xy+3y2+1.

Завдання 2.5. z=x2+xy+y2, M(1; 1), { }1;2 -s .

Завдання 2.6. z=x3+y3–6xy.
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ВАРІАНТ№11
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.6. a = 5i – 3j+4k, b = 2i – 4j – 2k, c = 3i + 5j –7k.
a) a, –4b, 2c; б) –2b, 4c; в) –3а, 6с; г) b, с; д) a, –2b, 6c.

Завдання 1.7. a = (5, 3, 1), b = (–1, 2, –3), c = (3, –4, 2), d=( –9, 34, –20).

Завдання 1.8. А1(–5;–5;2), А2(–7;1;0), А3(6;2;–9), А4(10;–1;–1).

Завдання 1.9. А(1, –6), В(3, 4), С( –3, 3).

Завдання 1.10. Через точку перетину прямих 6х – 4у + 5 = 0, 2х + 5у + 8 = 0
провести пряму, паралельну осі абсцис.

Завдання 1.11. Знайти рівняння площини, точки якої однаково віддалені
від точок А(1, –4, 2) та В(7, 1, –5).

Завдання 1.12. r = 3(соsj+1).
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= б) xexy 2)4( += .

Завдання 2.4. z=x2y+y3+1.

Завдання 2.5. z=2x2+3xy+y2, M(2; 1), { }4;3s .

Завдання 2.6. z=4x2+y2+2xy–4x–y.
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ВАРІАНТ№12
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1
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Завдання 1.6. a = – 4i + 3j –7k, b = 4i + 6j – 2k, с = 6i + 9j – 3 k.
a) –2a, b, –2c; б) 4b, 7c; в) 5a, –3b; г) b, с; д) –2a, 4b, 7c.

Завдання 1.7. a = (3, 1, –3), b = (–2, 4, 1), c = (l, –2, 5), d = (l, 12, –20).

Завдання 1.8. А1(–1;5;7), А2(3;–6;–10), А3(5;2;–3), А4(1;9;–1).

Завдання 1.9. А(–4, 2), В(8, –6), С(2, 6).

Завдання 1.10. Відомі рівняння сторони АВ трикутника ABC 4х+у=12,
його висот ВН 5х–4у=12 і AM x+у=6. Знайти рівняння двох інших
сторін трикутника ABC.

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини у відрізках, якщо відомо,що
вона проходить через точку М(6; –10; 1) і відтинає на осі Ох відрізок
а=–3, а на осі Оz відрізок с=2.

Завдання 1.12. j
r

sin2
1

-
= .
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Завдання 2.4. z=x2+y2+2x+y–7.

Завдання 2.5. z=ln(x2+y2), M(1; 1), { }1;1s .

Завдання 2.6. z=1– 22 yx + .
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ВАРІАНТ№13
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
-

=-
-

=
-

-
-

=
1

0
6

,
127

59
374

,
1092
54
936

CBA  .

Завдання 1.2.

8258
35107
1486
2394

-

--
--

.

Завдання 1.3. а)
=+-

-=--
-=++

8442
6

123

321

321

321

xxx
xxx
xxx

; б)
=++
=+-
=++

82
1122
1944

321

321

321

xxx
xxx
xxx

.

Завдання 1.4. X --
-

210
413
014

=
-

-

111
403
521

.

Завдання 1.5.
+++-

---
-++

0.=5742
0;=6434

0;=32

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

Завдання 1.6. a= – 5i + 2j – 2k, b = 7i – 5k, c = 2i + 3j – 2k.
a) 2a, 4b, –5c; 6) –3b, 11c; в) 8a, –6c; г) а, с; д) 8a, –3b, 11c.

Завдання 1.7. a = (6, 1, –3), b = ( –3, 2, 1), c = (–l, –3, 4), d = (15, 6, –17).

Завдання 1.8. А1(–4;2;–3), А2(6;–7;4), А3(–7;2;3), А4(8;9;1).

Завдання 1.9. А(–5, 2), В(0, –4), С(5, 7).

Завдання 1.10. Дано дві вершини трикутника ABC: A( – 6, 2), В(2, –2) і
точка перетину його висот Н(1,2). Знайти координати точки М –
перетину сторони АС і висоти ВН.

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через дві

паралельні прямі
2

1
12

3 -
==

- zyx та
21

1
2

1 zyx
=

-
=

+ .

Завдання 1.12. r = 5(1–sin2j).
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Завдання 2.4. z=x3+2xy–10.

Завдання 2.5. z=13arctg(xy3), M(3; 1), { }12;5-s .

Завдання 2.6. z=x3+8y2–6xy+1.
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ВАРІАНТ№14
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.6. a= –4i–6j+2k, b = 2i + 3j – k, c= –i + 5j – 3k.
a) 5a, 7b, 2c; б) –4b, 11а; в) 3а, –7c; г) a, b; д) 3а, 7b, –2c.

Завдання 1.7. a=(4, 2, 3), b=( –3, 1, –8), с=(2, –4, 5), d=(–12, 14, –31).

Завдання 1.8. А1(7;–5;2), А2(–5;2;–12), А3(13;–2;0), А4(3;–4;8).

Завдання 1.9. А(4, –4), В(6, 2), ' С(–1, 8).

Завдання 1.10. Знайти рівняння висот трикутника ABC, що проходять через
вершини А та В, якщо А( – 4, 2), В(3, –5), С(5, 0).

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через точку

А(2; 3; – 4) паралельно двом векторам ar=(4; 1; –1) та b
r

=(2; –1; 2).

Завдання 1.12. r = 3(2–cos2j).
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Завдання 2.4. z=2x2y+3y2–12.

Завдання 2.5. z=ln(4x2+5y2), M(1; 1), { }2;1 -s .

Завдання 2.6. z=4x+2y–4x2–y2.



60

ВАРІАНТ№15
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1
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Завдання 1.5.
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0.=32
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Завдання 1.6. a= –4i + 2j –3k, b = –3j + 5k, c = 6i + 6j – 4k.
a) 5a, – b, 3c; б) –7a, 4c; в) 3а, 9b; г) а, с; д) 3а, 9b, 4с.

Завдання 1.7. a=( –2, 1, 3), b=(3, –6, 2), c=( –5, –3, –1), d=(31, –6, 22).

Завдання 1.8. А1(6;–10;0), А2(–8;–4;–1), А3(3;3;3), А4(1;9;–4).

Завдання 1.9. А( –3, 8), В( – 6, 2), С(0, –5).

Завдання 1.10. Обчислити координати точки перетину перпендикулярів,
проведених через середини сторін трикутника, вершинами якого є
точки А(2, 3), В(0, –3), С(6,–3).

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через точки
А(2;–4;8) та В(2;–1;–1) перпендикулярно до площини 5х+2у+3z–7=0.

Завдання 1.12. r = 6sin4j.
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Завдання 2.4. z=3x2+2y2–xy+2.

Завдання 2.5. z=5x2+6xy, M(2; 1), { }2;1s .

Завдання 2.6. z=xy+
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ВАРІАНТ№16
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.6. а = –3i + 8j, b = 2i + 3j – 2k, с = 8i + 12j – 8k.
а) 4а, –6b, 5с; б) –7а, 9с; в) 3b, –8с; г) b, с; д) 4а, –6b, 9с.

Завдання 1.7. a = (l, 3, 6), b = ( –3, 4, –5), c = (l, –7, 2), d = ( – 2, 17, 5).

Завдання 1.8. А1(8;–2;4), А2(9;–6;6), А3(2;8;–3), А4(–5;9;–7).

Завдання 1.9. А(6, –9), В(10, –1), С(–4, 1).

Завдання 1.10. Скласти рівняння висоти, проведеної через вершину А
трикутника ABC, якщо дано рівняння його сторін: АВ : 2х–у–3=0,
АС : х+5у–7=0, ВС: 3х–2у+13=0.

Завдання 1.11. Через точку М(3; –5; 1) провести площину, паралельну
площині 2x–3y+5z–4=0.

Завдання 1.12. r = 2соs6j.
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Завдання 2.3. а) ;3 2xxy -= б)
22 xxey -= .

Завдання 2.4. z=x2–y2+5(x–3)+4(y+1).

Завдання 2.5. z= x
y 2

arcsin , M(2; 1), { }5;12 -s .

Завдання 2.6. z=x2–2xy+4y2–4y+1.
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ВАРІАНТ№17
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.5.
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Завдання 1.6. a = 2i – 4j – 2k, b= –9i + 2k, с = 3i + 5j – 7k.
a) 7a, 5b, –c; б) –5a, 4b; в) 3b, –8с; г) а, с; д) 7а, 5b, –c.

Завдання 1.7. a = (7, 2, 1), b = (5, 1, –2), c = ( –3, 4, 5), d = (26, 11, 1).

Завдання 1.8. А1(0;–3;6), А2(–8;2;–1), А3(9;–2;3), А4(3;9;–1).

Завдання 1.9. А(4, 1), В(–3, –1), С(7, –3).

Завдання 1.10. Дано трикутник з вершинами А (3,1), В( –3,–1) і С(5, –7).
Знайти рівняння й обчислити довжину його медіани, проведеної з
вершини С.

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через точку
М(2; 3; –1) і пряму x = t – 3, y = 2t + 5, z = –3t + 1.

Завдання 1.12. r =
j2cos1
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xy б) )4ln( 2 xxy += .

Завдання 2.4. z=x2+xy2+11.

Завдання 2.5. z=ln(xy2)+1, M(1; 1), { }4;3 --s .

Завдання 2.6. z= 2
x

e (x+y2).
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ВАРІАНТ№18
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.5.
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Завдання 1.6. a = 9i –3j + k, b = 3i– 15j + 21k, с = i – 5j + 7k.
а) 2а, – 7b, 3с; б) –6а, 4с; в) 5b, 7а; г) b, с; д) 2а, –7b, 4с.

Завдання 1.7. a = (3, 5, 4), b = (–2, 7, –5), с = (6, –2, 1), d = (6, –9, 22).

Завдання 1.8. А1(–3; 5;–6), А2(11;0;–5), А3(7;–8;9), А4(2;3;–8).

Завдання 1.9. А(–4, 2), В(6, –4), С(4, 10).

Завдання 1.10. Скласти рівняння прямої, що проходить через початок
координат і точку перетину прямих 2х+5у–8=0 і 2х+3у+4=0.

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через точку

А(3; 4; 0) і пряму
2

1
2

3
1

2 +
=

-
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- zyx .

Завдання 1.12. r = 2(1–cos3j).
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Завдання 2.3. а) ;
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=
x

y б) xxy ln22 -= .

Завдання 2.4. z=2xy+3y2–5(x+1).

Завдання 2.5. z=x3+2xy, M(1; 2), { }2;1-s .

Завдання 2.6. z=x3+
27

3y –xy.
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ВАРІАНТ№19
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.5.
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0;=4325

4321
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Завдання 1.6. а = – 2i + 4j – 3k, b = 5i + j – 2k, с = 7i + 4j – k.
а) а, – 6b, 2с; б) – 8b, 5с; в) –9а, 7с; г) а, b; д) а, –6b, 5с.

Завдання 1.7. a = (5, 3, 2), b = (2, –5, 1), с = (–7, 4, –3), d = (36, 1, 15).

Завдання 1.8. А1(7;–6;4), А2(9;2;–5), А3(7;–2;1), А4(5;–8;–10).

Завдання 1.9. А(3, –1), В(11, 3), С(–6, 2).

Завдання 1.10. Знайти рівняння перпендикулярів до прямої 3х+5у–15=0,
проведених через точки перетину даної прямої з осями координат.

Завдання 1.11. Через пряму
41

2
3

5 zyx
=

-
=

+ провести площину, що

паралельна до площини x + y – z + 15 = 0.

Завдання 1.12. r = 3(1–cos4j).
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xy б) xexy 22 -= .

Завдання 2.4. z=x2–2xy2+3.

Завдання 2.5. z=3x4+2x2 y3, M(–1; 2), { }3;4 -s .

Завдання 2.6. z=xy(1–x)(2–y).



70

ВАРІАНТ№20
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1
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Завдання 1.5.
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Завдання 1.6. а= – 9i + 4j – 5k, b = i – 2j + 4k, c= –5i + 10j – 20k.
а) –2а, 7b, 5с; б) – 6b, 7с; в) 9а, 4с; г) b, с; д) –2а, 7b, 4с.

Завдання 1.7. a = (11, 1, 2), b = (–3, 3, 4), с = (–4,–2, 7), d = (–5, 11,–15).

Завдання 1.8. А1(–2;8;6), А2(3;–3;9), А3(1;–10;4), А4(7;–5;–2).

Завдання 1.9. А(–7, –2), В( –7, 4), С(5, –5).

Завдання 1.10. Задані рівняння сторін чотирикутника: х–у=0, х+3у=0,
х–у–4=0, 3х+у–12=0. Знайти рівняння його діагоналей.

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить на відстані 6
одиниць від початку координат та відсікає на осях координат
відрізки, пов’язані співвідношенням: a:b:c=1:3:2.

Завдання 1.12. r = 5(2–sinj).
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Завдання 2.4. z=xy+2y2–2(x–y).

Завдання 2.5. z=x2–y2, M(1; 1), { }1;3s .

Завдання 2.6. z=(x–1)2+y2–3.
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ВАРІАНТ№21
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.6. a = 2i – 7j + 5k, b= – i + 2j – 6k, с = 3i + 2j – 4k.
a) –3a, 6b, –c; б) 5b, 3с; в) 7a, –4b; г) b, c;д) 7a, –4b, 3с.

Завдання 1.7. a = (9, 5, 3), b = ( –3, 2, 1), с = (4, –7, 4), d = (–10, –13, 8).

Завдання 1.8. А1(–1;–6;2), А2(3;7;–8), А3(1;–12;13), А4(6;2;1).

Завдання 1.9. А(–1, –4), В(9, 6), С(–5, 4).

Завдання 1.10. Скласти рівняння медіани СМ і висоти СК трикутника
ABC, якщо А(4, 6), В( – 4, 0), С(– 1, –4).

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через точку
М ( 2; –2; 4) перпендикулярно до площин 3x – 2y + z + 7 = 0 та
5x–4y+3z+1=0.

Завдання 1.12. r = 3sin4j.



73

ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 2

Завдання 2.1.

а)
103
1092lim 2

2

2 -+
+-

® xx
xx

x
; б)

64
283lim 3

2

4 -
-+

® x
xx

x
; в)

23
47lim 3

3

+-
+

® xx
xx

x
;

г)
72
348lim 3

35

-+
+-

-® xx
xx

x
; д)

xxx
xx

x +-
+-

® 24

2

23
352lim ; е)

416
24lim

2

2

0 -+

-+
® x

x
x

;

ж)
x

x x
x

-
-

® 35
32lim ; з)

x

x x
x 4

4
73lim

+
+

-®
; і) 2

22

0

2coscoslim
x

xx
x

-
®

.

Завдання 2.2.
а)

x
x

x
xy 743 3 2

5 -++= ( )2
4 2

5
7145
-

-+-=
x

xxy
)52(

3

-
=

xsh
xarcctgy

( ) xarcctgxy 29ln 3+= ( ) 65 3arccos3 xxy -= 52 33sin xarcctgxy =

( )
xe

xy 2

732
-

-
=

)12lg(
cos
2

2

+-
=

xx
xy ( )13arcsin43 += xxcthy

7)5(
)103ln(2

+
-

=
x
xy )53arccos(

8
8

7 -
+
-

= x
x
xy 34 )3( += xxtgy

)7())83(cos( -+= xthxy
3 5

43

)2(
)2()4(

-

-+
=

x
xxy

x
xxy 1)1( 3+=

б)

)
2

1( xctgey x += arctgyyx -=-
+-=

=

)110(1ln

7

3 tt
t

y

x t

Завдання 2.3. а) ;
2
1

2

2

+
-

=
x
xy б) )22ln( 2 ++= xxy .

Завдання 2.4. z=x2+2xy+y2+4.

Завдання 2.5. z=ln(5x2+3y2), M(1; 1), { }2;3s .

Завдання 2.6. z=2(x+y)–x2–y2.
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ВАРІАНТ№22
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
-

=
-

-
-

=
-
-

-
=

1
8
4

,
760

495
32

,
610

831
527

CBA



.

Завдання 1.2.

4101
5292
4668
5123

-
-

--
-

.

Завдання 1.3. а)
=-+

-=---

=++

1522
9432

4422

321

321

321

xxx
xxx
xxx

; б)
=++
=++
=++

123
032
432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

.

Завдання 1.4.
-

=
017
162

120
101
321

X .

Завдання 1.5.
-+--
+-+

++-

0.=433
0;=342

0;=32

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

Завдання 1.6. a = 7i –4j – 5k, b = i –11j + 3k, c = 5i + 5j + 3k.
a) 3a, –7b, 2c; б) 2b, 6c; в) –4a, –5c; г) а, с; д) –4a, 2b, 6c.

Завдання 1.7. a = (7, 2, 1), b = (3, –5, 6), с = (–4, 3, –4), d = (–l, 18, –16).

Завдання 1.8. А1(–1;–5;6), А2(2;8;–1), А3(–4;2;–9), А4(10;2;–2).

Завдання 1.9. А(10, –2), В(4, –5), С( –3, 1).

Завдання 1.10. Записати рівняння прямих, що проходять через точку
А(–2, 3) і утворюють з віссю Ох кути: а) 45°, б) 90°, в) 0°.

Завдання 1.11. З точки М(2;4;–5) на координатні осі опущені
перпендикуляри. Знайти рівняння площини, що проходить через їх
основи.

Завдання 1.12. r = 2cos4j.
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Завдання 2.5. z=3x2y2+5xy2, M(1; 1), { }1;2s .

Завдання 2.6. z=27x3+y3–9xy.
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Завдання 1.5.
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Завдання 1.6. a = 4i – 6j – 2k, b = –2i + 3j + k , с = 3i – 5j + 7k.
a) 6a, 3b, 8c; б) –7b, 6a;в) –5a, 4c; г) a, b;д) –5a, 3b, 4c.

Завдання 1.7. a = (l, 2, 3), b = ( –5, 3, –1), c = ( –6, 4, 5), d = ( –4, 11, 20).

Завдання 1.8. А1(–10;6;0), А2(4;8;–6), А3(2;9;11), А4(1;3;–1).

Завдання 1.9. А(–3, –1), В( –4, –5), С(8, 1).

Завдання 1.10. Яку ординату має точка С, що лежить на одній прямій з
точками А(–6,–6) і В(–3,–1) і має абсцису, рівну 3?

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через точку
К(1; –4; 6) і перпендикулярна вектору а=4i + 3j+2k.

Завдання 1.12. r = 4(1+cos2j).
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xy б) )1ln( 2 -+= xxy .

Завдання 2.4. z=x3–2xy+y2+1.

Завдання 2.5. z=arctg(xy2), M(2; 3), { }3;4 -s .

Завдання 2.6. z= -- 22 yxe (4x2+y2).
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ВАРІАНТ№24
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1
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Завдання 1.6. a = 3i – j + 2k, b= –i + 5j – 4k, c = 6i – 2j+ 4k.
a) 4a, –7b, –2c; б) 6a, –4c; в) –2a, 5b; г) а, с; д) 6a, –7b, –2c.

Завдання 1.7. a = (–2, 5, 1), b = (3, 2, –7), с = (4, –3, 2), d = ( –4, 22, –13).

Завдання 1.8. А1(3;–4;4), А2(5;–7;–1), А3(8;12;0), А4(3;–9;6).

Завдання 1.9. А(–2, –6), В(–3, 5), ' С(4, 0).

Завдання 1.10. Через точку перетину прямих 2х–5у–1=0 і х+4у–7=0
провести пряму, що ділить відрізок між точками А(4, –3) і В(–1, 2)
у відношенні = 2/3.

Завдання 1.11. Знайти довжину перпендикуляра, опущеного з точки
М(–2; 3; –5) на площину x+2y+5z–1=0.

Завдання 1.12. r = j2cos2
1

- .
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Завдання 2.4. z=
3
1 x3+x2–3y2–3.

Завдання 2.5. z=2x2+y2x–4y, M(2; 2), { }8;6 -s .

Завдання 2.6. z=2 22 yx + –1.
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ВАРІАНТ№25
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.6. a= –3i –j–5k, b = 2i – 4j + 8k, c = 3i + 7j – k.
a) 2a, –b, 3c; б) –9a, 4c;в) 5b, –6c;г) b, с; д) 2а, 5b, –6c.

Завдання 1.7. a = (3, 1, 2), b = (–4, 3, –1), с = (2, 3, 4), d = (14, 14, 20).

Завдання 1.8. А1(–1;–8;6), А2(4;–6;5), А3(3;7;10), А4(2;4;–9).

Завдання 1.9. А(–7, –2), В(3, –8), С( – 4, 6).

Завдання 1.10. Відомі рівняння двох сторін ромба 2х–5у–1=0 і
2х–5у–34=0 та рівняння однієї з його діагоналей: х+3у–6=0. Знайти
рівняння другої діагоналі.

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через лінію
перетину площин x+2y+5z–1=0 і 3x+3y–z+4=0 та через точку
К(–3; 2 4).

Завдання 1.12. r = 4(1–sinj).
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Завдання 2.4. z=
2
1 x2–xy+

3
1 y3+4.

Завдання 2.5. z=ln(x3–y3), M(2; 1), { }4;3 -s .

Завдання 2.6. z=(2x–x2) (2y–y2).
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ВАРІАНТ№26
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
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Завдання 1.5.
--+

++-
--+

0.=5662
0;=43
0;=353

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

Завдання 1.6. a = –3i – j + 7k, b = i – 5k, с = 6i + 4j – k.
a) –2a, b, 7с; б) 5а, –2c; в) 3b, c; г) а, с; д) –2a, 3b, 7c.

Завдання 1.7. а = (3, –1, 2), b = ( –2, 4, 1), с = (4, –5 ,–1), d = (–5, 11, 1).

Завдання 1.8. А1(1;3;–6), А2(5;–7;2), А3(0;2;–55), А4(6;3;–1).

Завдання 1.9. А(3, –4), В(5, –7), С(–4, 7).

Завдання 1.10. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку А(2,
6) і утворює з осями координат трикутник, який знаходиться у
другій чверті і має площу 3 кв. од.

Завдання 1.11. Скласти загальне рівняння площини, що проходить точку
А(3; –4; 1) паралельно координатній площині Охz.

Завдання 1.12. r = 3(1+cos2j).
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Завдання 2.4. z=x3+5xy2+7x.

Завдання 2.5. z=4x3+2x3y2, M(–1; 2), { }3;4 -s .

Завдання 2.6. z=xy2(1–x–y).
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ВАРІАНТ№27
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1
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Завдання 1.6. а = –3i – j + 5k, b = 2i – 4j + 6k, с = i – 2j + 3k.
а) – 3а, 4b, –5с; б) 6b, 3с; в) а, 4с;г) b, с; д) –3а, 4b, 5с.

Завдання 1.7. a = (4, 5, 1), b = ( 1, 3, 1), c = (–3, –6, 7), d = ( 19, 33, 0).

Завдання 1.8. А1(6; 2; –4), А2(0; –6; 6), А3(5 ;–8;–3), А4(–5;9;–7).

Завдання 1.9. А(7, –8), В(5, 4), С(–3, –9).

Завдання 1.10. Знайти точку Е перетину медіан трикутника, вершинами
якого є точки А (–3, 1), В(7, 5) та С(5, –3).

Завдання 1.11. Скласти рівняння площини, що проходить через
середину відрізку АВ перпендикулярно до цього відрізку, якщо
А(–1; 4; 7), В (2;–3; 5).

Завдання 1.12. r = 3соs2j.
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Завдання 2.4. z=xy3+2x2+3y.

Завдання 2.5. z=ln(x2 y + 6x), M(1; 1), { }2;3s .

Завдання 2.6. z=x3+y3–15xy.
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ВАРІАНТ№28
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1
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Завдання 1.6. a = 4i – 5j – 4k, b= 5i – 2j, с = 2i + 4j – 3k.
a) a, 7b, –2c; б) –5a, 4b; в) 8c, –3a; г) a, c; д) –3a, 4b, 8с.

Завдання 1.7. a = (1,–3, 1), b = (–2,–4, 3), с = (0,–2, 3), d = (–8,–10, 13).

Завдання 1.8. А1(1;–6;–2), А2(5; 4; –7), А3(1;–2;9), А4(6;–2;1).

Завдання 1.9. А(7, –5), В(–9, 6), С(–3, 0).

Завдання 1.10. Записати рівняння прямих, що проходять через точку
А(–1,1) під кутом 45° до прямої 2х + 3у=6

Завдання 1.11. Знайти величини відрізків, які відсікає на осях координат
площина, що проходить через точку А(2; –3; 3) паралельно площині
3x+y–3z=0.

Завдання 1.12. r = 2sin3j.
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ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 2

Завдання 2.1.
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Завдання 2.2.
а)

3
35 254

x
x

x
xy +--=

153
10)4( 2

7

+-
--=

xx
xy xarctgy tgx 32 5=

xarcctgxy 3)4ln( 4-= xctgxy 34arcsin3= 44 5arccos3 xxshy =

2

5sin

)23( -
=

x
ey

x

)7ln(
54

+
=

xs
xtgy

)3(
52

+
=

xth
xarctgy

2
2

)2(
)53(log4

-
-

=
x

xy )52(
43
43

5 +
+
-

= xarcctg
x
xy )13()( += xthxarctgy

)4cos())23(( ++= xxchy
2

54 3

)3(
)2()1(

-
-+

=
x

xx
y 32 sin xxy =

б)

;
ln
1
x

y = ;22 22 xyxyx =++
=

-=
- 27

4 3)1(
tety

tx

Завдання 2.3. а) ;3 2xxy -= б)
22 xxey -= .

Завдання 2.4. z=x2y–3y2+4x.

Завдання 2.5. z=arctg(x2y2), M(2; 3), { }3;4 -s .

Завдання 2.6. z=4– 3
2

22  )y  (x + .
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ВАРІАНТ№29
ЗМІСТОВИЙМОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
-

=--
-

=
-

-
--

=
8
7
5

,
30
436
612

,
18
376
524

CBA


.

Завдання 1.2.

1963
4283

3025
8517

-
--

--

.

Завдання 1.3. а)
-=-

-=+-

-=-+

673
254
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32

321

321

xx
xxx
xxx

; б)
=-+
=-+
=+-

955
2743
5232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

.

Завдання 1.4. =
- 0015

049
083

105
015
331

X .

Завдання 1.5.
++-
++-
+-+

0.=1754
0;=327
0;=2543

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

Завдання 1.6. a= –9i +4k, b = 2i – 4j + 6k, c = 3i – 6j + 9k.
a) 3a, –5b, 4c; б) 6b, 2c; в) 2а, 8c; г) b, с; д) 3а, 6b, –c.

Завдання 1.7. a = (5, 7, –2), b = (–3, 1, 3), с = (1, –4, 6), d = (14, 9, –1).

Завдання 1.8. А1(–1;8;–5), А2(–4;6;5), А3(2;–7;9), А4(2;–4;–9).

Завдання 1.9. А(7, 2), В(–3, –8), С( –4, 8).

Завдання 1.10. Задано рівняння висот трикутника АВС: 2х–3у+1=0,
х+2у+1=0 і координати його вершини А(2, 3). Знайти рівняння
сторін АВ та АС трикутника.

Завдання 1.11. Довести, що пряма
3

3
1
1

2
1 -

=
-
+

=
+ zyx паралельна площині

2x+y–z=0, а пряма
3

4
12

2 -
=

-
=

- zyx лежить в цій площині.

Завдання 1.12. r = jcos2
2

- .
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Завдання 2.1.
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Завдання 2.2.
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Завдання 2.3. а) ;
2

1
2

2

xx
xxy
-
--

= б)
x
xy ln

= .

Завдання 2.4. z=4x3+5xy2–7x.

Завдання 2.5. z=2x3+5y2x–7y, M(2; 2), { }8;6 -s .

Завдання 2.6. z=x2+xy+y2+
yx
11

+ .
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ВАРІАНТ№30
ЗМІСТОВИЙ МОДУЛЬ 1

Завдання 1.1.
-
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CBA  .

Завдання 1.2.
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Завдання 1.3. а)
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; б)
=-+

=+-

=+-

5453
1147
1594

321

321

321

xxx
xxx
xxx

.

Завдання 1.4.
-
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Завдання 1.5.
-++
--+
+-+

0.=252
0;=376
0;=273

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

Завдання 1.6. а = 5i – 6j – 4k, b = 4i + 8j – 7k, с = 3j – 4k.
а) 5а, 3b, – 4с; б) 4b, a; в) 7а, –2с; г) а, b;д) 5а, 4b, –2с.

Завдання 1.7. a = (–1, 4, 3), b = (3, 2, –4), с = (–2, –7, 1), d = (6, 20, –3).

Завдання 1.8. А1(–5;6;4), А2(8;–2;5), А3(–7;–3;2), А4(–5;7;–1).

Завдання 1.9. А(3, –5), В(–8, 3), С(0, 7).

Завдання 1.10. Задано рівняння двох сторін паралелограма: х–2у=0,
х–у–1=0 та точка перетину його діагоналей М(3,–1). Знайти
рівняння двох інших сторін.

Завдання 1.11. Знайти відстань від точки М(2,3, - 1) до прямої
134,2,1 +=+=+= tztytx .

Завдання 1.12. r = 2–cos2j.
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Завдання 2.1.
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Завдання 2.3. а) ;
)1(4

)3( 2

-
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=
x
xy б) xey -= 3

1

.

Завдання 2.4. z=4xy–x3+y2+11.

Завдання 2.5. z=2x5+2xy3, M(–1; 2), { }3;4 -s .

Завдання 2.6. z=2x3–xy2+5y2+y.
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