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1 Елементи теорiї множин

1.1 Визначення множини. Злiченнi i незлiченнi множини
Поняття множини належить до первiсних неозначуваних понять, а тому воно може бути лише у той чи iнший

спосiб роз’яснене за допомогою прикладiв чи синонiмiв.
Визначення. Множина – набiр, сукупнiсть деяких об’єктiв (якi називаються її елементами), якi мають загальну

для всiх них характеристичну властивiсть.
Множини прийнято позначати великими буквами латинського алфавiту, а їхнi елементи – малими лiтерами латин-

ського алфавiту. Запис a ∈ A означає, що елемент a належить множинi A. Запис b /∈ A означає, що b не є елементом
множини A.

За кiлькiстю елементiв множини можуть бути скiнченними, злiченними i незлiченними.
Визначення. Скiнченною називається множина, якщо iснує таке натуральне число n, що кiлькiсть її елементiв

дорiвнює n.
Визначення. Множина є злiченною, якщо мiж нею та множиною натуральних чисел можна встановити взаємно

однозначну вiдповiднiсть, тобто кожному елементу цiєї множини можна поставити у вiдповiднiсть натуральне число,
i навпаки – кожному натуральному числу можна поставити у вiдповiднiсть один елемент множини, причому рiзним
елементам вiдповiдають рiзнi числа i рiзним числам вiдповiдають рiзнi елементи.

Визначення. Нескiнченна множина, яка не є злiченною, називається незлiченною множиною.
Якщо скiнченна множина A складається з елементiв a, b, c, то це записують так: A = {a; b; c}.
Визначення. Порожньою множиною називають множину, яка не мiстить жодного елемента, i позначають її

символом ∅.
Визначення. Унiверсальною множиною U називається сукупнiсть усiх множин, якi можуть розглядатись у кон-

текстi певної задачi.
Визначення. Говорять, що множина A мiститься в множинi B, якщо довiльний елемент множини A належить

множинi B i записують це так: A ⊂ B.
Визначення. Якщо A ⊂ B i B ⊂ A, то говорять, що множини A та B є рiвними i позначають A = B.
Рiвнi множини мiстять однаковi елементи, записанi в довiльному порядку.

1.2 Дiї над множинами
1. Об’єднанням (сумою) двох множин A та B називають множину A ∪ B, яка складається з усiх елементiв, якi

належать або множинi A, або множинi B.

2. Перетином (добутком) двох множин A та B називають множину A ∩ B, яка складається з усiх елементiв, якi
належать множинам A та B одночасно.

3. Рiзницею множин A та B називають множину A \ B, яка складається з усiх елементiв, якi належать множинi
A i не належать множинi B.

4. Симетричною рiзницею множин A та B називають множину A4B = (A \B) ∪ (B \A).

5. Доповненням до множини A називають множину Ā = U \A.

1.3 Властивостi дiй над множинами
1. Комутативнiсть:

A ∪B = B ∪A,A ∩B = B ∩A

2. Асоцiативнiсть:
(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

3. Дистрибутивнiсть:
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

4. Правила де Моргана:
A ∪B = Ā ∩ B̄, A ∩B = Ā ∪ B̄.

5. A ∪A,A ∩A = A.

6. A ∪ U = U,A ∩ U = A.

7. A ∪∅ = A,A ∩∅ = ∅.

8. A ∪ Ā = U,A ∩ Ā = ∅.

9. ¯̄A = A.
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1.4 Дiаграми Венна
Дiї з множинами зручно подавати у виглядi дiаграм, у яких множини подаються умовними кругами, а унiверсальна

множина — усiєю площиною рисунка. Такi дiаграми називають дiаграмами Венна.
Нижче наведено приклади дiаграм Венна для дiй над множинами.

(а) A ∪B (б) A ∩B (в) A ∩B = ∅ (г) A \B (д) Ā

1.5 Потужнiсть множин
Для порiвняння нескiнченних множин використовують поняття потужностi.
Визначення. Потужнiсть – характеристика множин (у тому числi нескiнченних), що узагальнює поняття кiль-

костi (числа) елементiв скiнченної множини.
В основi цього поняття лежать природнi уявлення про порiвняння множин:

• Будь-якi двi множини, мiж елементами яких може бути встановлено взаємно однозначну вiдповiднiсть (бiєкцiя),
мiстять однакову кiлькiсть елементiв (мають однакову потужнiсть).

• Зворотно: множини, рiвнi за потужнiстю, мусять допускати таку взаємно однозначну вiдповiднiсть.

• Частина множини не перевершує повної множини за потужнiстю (тобто за кiлькiстю елементiв).

1.6 Декартiв добуток множин
Поряд з множинами розглядають впорядкованi множини або впорядкованi набори, тобто сукупнiсть елементiв,

записаних у певному порядку. Впорядковану множину A, яка складається з елементiв a, b, c, причому елемент a стоїть
на першому мiсцi, елемент b – на другому, елемент c – на третьому, записують у виглядi A = (a, b, c).

Визначення. Декартовим добутком множин A та B називають набiр впорядкованих пар (a, b): a ∈ A, b ∈ B i
позначають A×B.

Декартовим добутком множин A1, A2, . . .An називається впорядкований набiр (a1, a2, ..., an): a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . ,
an ∈ An.

Декартовi добутки використовують для побудови теорiї взаємозв’язку мiж множинами.

2 Елементи комбiнаторики
Комбiнаторика – роздiл математики, що вивчає розмiщення та вибiр об’єктiв вiдповiдно до певних правил i

методи пiдрахунку кiлькостi всiх можливих способiв, якими цi розмiщення та вибiр можуть бути виконанi.
Методи комбiнаторики вiдiграють важливу роль в обчисленнi ймовiрностей рiзноманiтних подiй, пов’язаних з

експериментами, що мають скiнченну кiлькiсть результатiв.
Сформулюємо два унiверсальнi правила, якi застосовують для розв’язання комбiнаторних задач.
Правило суми. Якщо деякий об’єкт A1 можна вибрати n1 способами, об’єкт A2 – iншими n2 способами, A3 –

вiдмiнними вiд перших двох n3 способами тощо, об’єкт Ak – nk способами, вiдмiнними вiд перших (k − 1), то вибiр
«або A1, або A2, . . . , або Ak» можна здiйснити (n1 + n2 + . . . nk) способами.

Приклад. В ящику лежать двi червоних, три зелених i чотири чорних кулi. Скiлькома способами можна вибрати
кольорову кулю?

Розв’язок. Вибрати кольорову кулю – це вибрати червону або зелену кулю. Червону кулю можна вибрати двома
способами, а зелену кулю – трьома способами. Отже, кольорову кулю можна вибрати 2 + 3 способами.

Приклад. В будiвельно-конструкторському вiддiлi працюють двоє аналiтикiв, п’ятеро програмiстiв i 10 iнжене-
рiв. Для понаднормової роботи в святковий день керiвник вiддiлу повинен вибрати одного спiвробiтника. Скiльки у
керiвника є способiв це зробити?

Розв’язок. Керiвник вiддiлу може вибрати одного аналiтика n1 = 2 способами, одного програмiста – n2 = 5
способами, а одного iнженера n = 10 способами. Оскiльки за умовою задачi керiвник вiддiлу може вибрати будь-кого
iз своїх спiвробiтникiв, то згiдно з правилом суми в нього є n1 + n2 + n3 = 2 + 5 + 10 = 17 рiзних способiв вибрати
спiвробiтника для понаднормової роботи.

Правило множення (основне правило комбiнаторики). Якщо деякий об’єкт A1 можна вибрати n1 способами,
об’єкт A2 (пiсля того, як об’єкт A1 вже вибраний) можна вибрати n2 способами тощо, об’єкт Ak (пiсля того як всi
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попереднi об’єкти вже вибрано) можна вибрати nk способами, то вибрати всi об’єкти A1A2 . . . Ak у такiй послiдовностi
можна n1 · n2 · · · · · nk способами.

Приклад. Скiльки чотиризначних чисел можна скласти з цифр «1», «2», «3», «4», «5», якщо 1) цифри не повто-
рюються; 2) цифри можуть повторюватися?

Розв’язок. 1) Маємо п’ять рiзних способiв, щоб вибрати цифру на першому мiсцi злiва в чотиризначному числi.
Пiсля того як перше мiсце зайняте якоюсь цифрою, залишилося чотири цифри для заповнення другого мiсця в числi.
Для заповнення третього мiсця залишився вибiр з трьох цифр, для четвертого — двох цифр. Тому, згiдно з правилом
множення маємо 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120 способи розставляння цифр, тобто з даних п’яти цифр можна скласти 120
чотиризначних числа (ось деякi з цих чисел: 1543, 4321, 1234, ....).

2) Зрозумiло, якщо цифри можуть повторюватись, то чотиризначних чисел буде 5 · 5 · 5 · 5 = 625 (наприклад, 1244,
1333, 1313).

Приклад. З трьох студентських груп потрiбно обрати делегацiю на конференцiю, взявши по одному студенту з
кожної групи. Скiльки рiзних делегацiй можна скласти, якщо в першiй групi навчається 18, у другiй – 20, в третiй –
22 студенти?

Розв’язок. Скористаємося правилом множення. З першої групи одного студента можна вибрати 18 способами, з
другої – 20, з третьої 22 способами. Кiлькiсть команд дорiвнює добутку чисел 18, 20 i 22, тобто становить 7920.

2.1 Схема вибору без повторень
Нехай дано деяку скiнченну множину A, що мiстить n рiзних елементiв A = {a1, a2, . . . , an}.

2.1.1 Перестановки

Перестановкою з n елементiв називається довiльне розмiщення всiх n рiзних елементiв множини A у визначеному
порядку. Кiлькiсть всiх можливих перестановок з n елементiв дорiвнює

P = n!,

де n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n, 0! = 1.
Приклад. 1) A = {a, b, c}. Випишемо всi перестановки з трьох елементiв: (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b),

(c, b, a) – всього шiсть перестановок. 2) Скiлькома способами можна на полицi шафи розставити шiсть книг? Кiлькiсть
таких способiв дорiвнює 6! = 720.

Приклад. Дванадцять осiб розсаджуються випадковим чином в ряд. Скiльки є можливостей того, що двi особи
сядуть поруч?

Розв’язок. Множину людей подiляємо на двi пiдмножини: 10 осiб i двi певнi особи. 10 осiб можуть бути впоряд-
кованi 10! способами, двi особи можуть бути впорядкованi 2! способами, крiм того, є 11 можливостей розмiстити цi
двi конкретнi людини поруч з десятьма iншими. Таким чином, n = 10! · 2! · 11 = 11! · 2.

2.1.2 Розмiщення

Розмiщеннями з n елементiв по k елементiв (k 6 n) називаються впорядкованi k-елементнi пiдмножини множини
A, що складаються з k рiзних елементiв i вiдрiзняються одна вiд одної складом елементiв або порядком їхнього
розмiщення. Кiлькiсть всiх можливих розмiщень з n елементiв по k елементiв позначають як Akn i обчислюють за
формулою

Akn =
n!

(n− k)!
= n(n− 1)(n− 2) · ... · (n− k + 1).

Приклад. 1) A = {a, b, c}. Випишемо всi розмiщення з трьох елементiв по два елементи: (a, b), (b, a), (a, c), (c, a),
(b, c), (c, b) – всього шiсть розмiщень.

2) Студентська рада складається з 8 осiб. Зi свого складу вони обирають президiю у складi трьох осiб: голови ради,
заступника та секретаря. Скiльки є рiзних способiв утворення президiї ради?

Президiю студентської ради можна обрати A3
8 = 8!

3! = 8 · 7 · 6 · 5 · 4 = 6720 способами.

2.1.3 Комбiнацiї

Комбiнацiями з n елементiв по k елементiв (k 6 m) називаються k-елементнi пiдмножини множини A, якi мiстять
k рiзних елементiв i вiдрiзняються одна вiд одної тiльки складом елементiв; порядок в якому вони розмiщенi, не має
значення. Кiлькiсть всiх можливих комбiнацiй з n елементiв по k позначають символом Ckn i обчислюють за формулою:

Ckn =
n!

k!(n− k)!
=
An
Pk

.

Для кiлькостi комбiнацiй справедливi такi формули:

Ckn = Cn−kn ;

Ckn = Ckn−1 + Ck−1
n−1;
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C0
n + C1

n + C2
n + . . . Cnn = 2n.

.
Приклад. 1) A = {a, b, c}. Випишемо всi комбiнацiї з трьох елементiв по два елементи: (a, b), (a, c), (b, c) – всього

три комбiнацiї. 2) Скiлькома способами можна вибрати двi деталi з ящика, що мiстить 10 деталей? Це можна зробити
C2

10 = 10!
2!·8! = 45 способами.

2.2 Схема вибору з повтореннями
2.2.1 Перестановки з повтореннями

Нехай A = {a1, a2, . . . , an} – множина, що має n елементiв m рiзних типiв (m 6 n). Елементи одного типу не
вiдрiзняються мiж собою. Нехай k1 елементiв належать до першого типу, k2 елементiв належать до другого типу тощо,
km елементiв належать до m-го типу, причому k1 + k2 + · · · + km = n. Всi можливi рiзнi n-елементнi впорядкованi
набори з цих n елементiв називаються перестановками з повтореннями. Їхня кiлькiсть дорiвнює

Pn(k1, k2, k3, . . . , km) =
n!

k1!k2! · · · · · km!
.

Приклад. Скiльки рiзних семизначних чисел можна утворити з двох «1», однiєї «2» i чотирьох «3»?

Розв’язок. Це можна зробити P7(2; 1; 4) =
7!

2! · 1! · 4!
= 105 способами.

2.2.2 Комбiнацiї з повтореннями

Нехай маємо m типiв елементiв (в кожнiй групi достатньо багато елементiв) таких, що елементи всерединi групи
однаковi, елементи рiзних груп вiдрiзняються мiж собою. Iз сукупностi всiх елементiв вiзьмемо пiдмножину, що мiстить
n елементiв. Ця пiдмножина iз n елементiв визначається кiлькiстю взятих елементiв з першої групи, кiлькiстю взятих
елементiв з другої групи тощо. Цi числа можуть набувати значень вiд 0 до n, але так, щоб сума елементiв дорiвнювала
n.

Кiлькiсть рiзних способiв утворення n-елементної невпорядкованої множини знаходять за так званою формулою
кiлькостi рiзних комбiнацiй з повтореннями:

Cnm = Cm−1
m+n−1 = Cnm+n−1.

Приклад. На поштi є сiм рiзних типiв марок. Скiльки є способiв купити 12 марок?
Розв’язок. В цьому випадку m = 7 типiв марок. Марки, що належать до рiзних типiв, вiдрiзняються мiж собою,

а тi, що належать до одного типу, не вiдрiзняються. Потрiбно вибрати пiдмножину з n = 12 куплених марок. Спосiб
утворення такої множини визначається кiлькiстю куплених марок 1-го типу, 2-го типу,..., 7-го типу, причому їхня
загальна сума має дорiвнювати 12. Отже, маємо справу з комбiнацiями з повтореннями, де m = 7, n = 12. Тому
кiлькiсть рiзних способiв купити 12 марок знаходимо за формулою

C12
7 = C12

12+7−1 = C12
18 =

18!

12! · 6!
= 18564.

2.2.3 Розмiщення з повтореннями

Розмiщеннями з повтореннями з n елементiв по m елементiв називається довiльне впорядковане розмiщення
m елементiв (серед яких можуть бути й однаковi) з даних n рiзних елементiв. Кiлькiсть всiх можливих розмiщень з
повтореннями з n елементiв по m дорiвнює

Ãmn = nm

Приклад. Скiльки п’ятизначних чисел можна скласти, використовуючи цифри «2», «5», «7», «8»?
Таких чисел буде Ã5

4 = 45 = 1024.

3 Випадковi подiї. Класифiкацiя подiй
Визначення. Подiєю називається всякий факт, що може вiдбутися або не вiдбутися в результатi дослiду.
При цьому той або iнший результат дослiду може бути отриманий з рiзним ступенем можливостi. Тобто у деяких

випадках можна сказати, що одна подiя вiдбудеться практично напевно, iншi практично нiколи.
Стосовно одна одної подiї також мають особливостi, тобто в одному випадку подiя A може вiдбутися разом з подiєю

B, в iншому – нi.
Визначення. Подiї називаються несумiсними, якщо поява одної з них виключає появу iнших.
Класичним прикладом несумiсних подiй є результат пiдкидання монети – випадання лицьової сторони монети

виключає випадання зворотної сторони (у тому самому дослiдi).
Визначення. Достовiрною подiєю називається подiя, що напевно вiдбудеться в результатi дослiду. Подiя нази-

вається неможливою, якщо вона нiколи не вiдбудеться в результатi дослiду.
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Наприклад, якщо з коробки, що мiстить тiльки червонi й зеленi кулi, навмання виймають одну кулю, то поява
серед вийнятих куль бiлої – неможлива подiя. Поява червоної та поява зеленої куль утворять повну групу подiй.

Визначення. Подiї називаються рiвноможливими, якщо немає пiдстав вважати, що одна з них стане результа-
том дослiду з бiльшою ймовiрнiстю.

У наведеному вище прикладi поява червоної й зеленої куль – рiвноможливi подiї, якщо в коробцi перебуває однакова
кiлькiсть червоних i зелених куль.

Якщо ж у коробцi червоних куль бiльше, нiж зелених, то поява зеленої кулi – подiя менш iмовiрна, нiж поява
червоної.

4 Простiр елементарних подiй. Класичне означення ймовiрностi
Визначення. Повною групою подiй називається сукупнiсть всiх можливих результатiв дослiду.
Визначення. Елементарними результатами дослiду називаються такi результати дослiду, якi взаємно ви-

ключаються i у результатi дослiду вiдбувається одна з цих подiй; також яка б не була подiя A, за елементарним
результатом, що вiдбувся, можна судити про те, вiдбувається чи не вiдбувається ця подiя.

Сукупнiсть всiх елементарних результатiв дослiду називається простором елементарних подiй.
Виходячи iз цих загальних понять можна дати визначення ймовiрностi.
Визначення. Iмовiрнiстю подiї A називається математична оцiнка можливостi появи цiєї подiї в результатi

дослiду. Iмовiрнiсть подiї A дорiвнює вiдношенню числа, сприятливих подiї A результатiв дослiду до загального числа
попарно несумiсних результатiв дослiду, що утворюють повну групу подiй.

P (A) =
m

n

Результат дослiду є сприятливим до подiї A, якщо поява в результатi дослiду цього результату спричиняє появу
подiї A.

Очевидно, що ймовiрнiсть достовiрної подiї дорiвнює одиницi, а ймовiрнiсть неможливої – дорiвнює нулю. Таким
чином, значення ймовiрностi будь-якої подiї є додатне число, розмiщене мiж нулем i одиницею.

0 6 P (A) 6 1

Приклад. У коробцi перебуває 10 куль. 3 з них червонi, 2 – зеленi, iншi бiлi. Знайти ймовiрнiсть того, що вийнята
навмання куля буде червоною, зеленою або бiлою.

Поява червоної, зеленої й бiлої куль становлять повну групу подiй. Позначимо появу червоної кулi – подiя A, поява
зеленої – подiя B, поява бiлої – подiя C.

Тодi у вiдповiднiстю iз записаними вище формулами одержуємо:

P (A) =
3

10
; P (B) =

2

10
; P (C) =

5

10
;

Вiдзначимо, що ймовiрнiсть настання однiєї з двох попарно несумiсних подiй дорiвнює сумi ймовiрностей цих подiй.
Визначення. Вiдносною частотою подiї A називається вiдношення числа дослiдiв, у результатi яких вiдбулася

подiя A до загального числа дослiдiв.
Вiдмiннiсть вiдносної частоти вiд iмовiрностi полягає в тому, що ймовiрнiсть обчислюється без безпосереднього

виконання дослiдiв, а вiдносна частота – пiсля дослiду.
Так у розглянутому вище прикладi, якщо з коробки навмання витягнуто 5 куль i 2 з них виявилися червоними, то

вiдносна частота появи червоної кулi дорiвнює:

W (A) =
2

5

Як видно, ця величина не збiгається зi знайденою ймовiрнiстю.
При досить великiй кiлькостi виконаних дослiдiв вiдносна частота змiнюється мало, коливаючись навколо одного

числа. Це число може бути прийняте за ймовiрнiсть подiї.
Загалом кажучи, класичне визначення ймовiрностi досить вiдносне.
Це обумовлено тим, що на практицi складно представити результат дослiду у виглядi сукупностi елементарних

подiй, довести, що подiї рiвноiмовiрнi.
Наприклад, при проведеннi дослiду з пiдкиданням монети на результат дослiду можуть впливати такi фактори як

несиметричнiсть монети, вплив її форми на аеродинамiчнi характеристики польоту, атмосфернi умови та iнше.
Класичне визначення ймовiрностi незастосовне до випробувань з нескiнченним числом результатiв. Щоб перебо-

роти цей недолiк вводиться поняття геометричної ймовiрностi, тобто ймовiрностi потрапляння точки в якийсь
вiдрiзок або частину площини (простору).

Так, якщо на вiдрiзку довжиною L видiлений вiдрiзок довжини l, то ймовiрнiсть потрапляння навмання взятої
точки у вiдрiзок l дорiвнює вiдношенню l/L.
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5 Операцiї над подiями
Визначення. Подiї A та B називаються рiвними, якщо здiйснення подiї A спричиняє здiйснення подiї B та

навпаки.
Визначення. Об’єднанням або сумою подiй Ak називається подiя A, що означає появу хоча б одної з подiй

Ak.
A =

⋃
k

Ak

Визначення. Перетином або добутком подiй Ak називається подiя A, що полягає в здiйсненнi всiх подiй Ak.

A =
⋂
k

Ak

Визначення. Рiзницею подiй A та B називається подiя C, що означає, що вiдбувається подiя A, але не вiдбува-
ється подiя B.

C = A\B

Визначення. Додатковою до подiї A називається подiя Ā, що означає, що подiя A не вiдбувається.
Теорема (додавання ймовiрностей). Iмовiрнiсть суми двох несумiсних подiй дорiвнює сумi ймовiрностей цих

подiй.
P (A+B) = P (A) + P (B)

Наслiдок 1: Якщо подiї A1, A2, ..., An утворюють повну групу несумiсних подiй, то сума їхнiх iмовiрностей
дорiвнює одиницi.

n∑
i=1

P (Ai) = 1

Визначення. Протилежними називаються двi несумiсних подiї, що утворюють повну групу.
Теорема. Iмовiрнiсть появи хоча б одної з двох сумiсних подiй дорiвнює сумi ймовiрностей цих подiй без iмо-

вiрностi їхньої спiльної появи.

P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB)

Наслiдок 2: Сума ймовiрностей протилежних подiй дорiвнює одиницi.

P (A) + P (Ā) = 1

Визначення. Подiя A називається незалежною вiд подiї B, якщо iмовiрнiсть подiї A не залежить вiд того,
вiдбулася подiя B чи нi. Подiя A називається залежною вiд подiї B, якщо ймовiрнiсть подiї A мiняється залежно вiд
того, вiдбулася подiя B чи нi.

Визначення. Iмовiрнiсть подiї B, обчислена за умови, що мала мiсце подiя A, називається умовною ймовiрнiстю
подiї B.

PA(B) = P (B/A) = P (AB)/P (A)

Теорема. (Множення ймовiрностей) Iмовiрнiсть добутку двох подiй (спiльної появи цих подiй) дорiвнює
добутку ймовiрностi однiєї з них на умовну ймовiрнiсть iншої, обчислену за умови, що перша подiя вже вiдбулася.

P (AB) = P (A)P (B/A) = P (A)PA(B)

Також можна записати: P (AB) = P (A)P (B/A) = P (B)P (A/B) = P (B)PB(A)
Доведення цiєї теореми безпосередньо випливає з визначення умовної ймовiрностi.
Якщо подiї незалежнi, то P (B/A) = P (B), i теорема множення ймовiрностей набуває виду:

P (AB) = P (A)P (B)

У випадку добутку декiлькох залежних подiй iмовiрнiсть дорiвнює добутку iмовiрностi однiєї з них на умовнi
ймовiрностi всiх iнших за умови, що ймовiрнiсть кожної наступної обчислюється в припущеннi, що всi iншi подiї вже
вiдбулися.

P (A1A2...An) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2)...P (An/A1A2...An−1)

З теореми добутку ймовiрностей можна зробити висновок про ймовiрностi появи хоча б однiєї подiї.
Якщо в результатi випробування може з’явитися n подiй, незалежних у сукупностi, то ймовiрнiсть появи хоча б

однiєї з них дорiвнює

P (A) = 1− q1q2...qn

Тут подiя A позначає настання хоча б однiєї з подiй Ai, а qi – iмовiрнiсть протилежних подiй Ā1, Ā2, ..., Ān.
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Приклад. З повної колоди карт (52 шт.) одночасно виймають чотири карти. Знайти ймовiрнiсть того, що серед цих
чотирьох карт буде хоча б одна бубнова або одна чирвова карта.

Позначимо появу хоча б однiєї бубнової карти через подiю A, появу хоча б однiєї чирвової карти через подiю B. У
такий спосiб нам треба визначити ймовiрнiсть подiї C = A+B.

Крiм того, подiї A та B – сумiснi, тобто поява однiєї з них не виключає появи iншої.
Всього в колодi 13 чирвових i 13 бубнових карт.
При витаскуваннi першої карти ймовiрнiсть того, що не з’явиться нi чирвової нi бубнової карти дорiвнює 26

52 , при
витаскуваннi другої карти – 25

51 , третьої –
24
50 , четвертої –

23
49 .

Тодi ймовiрнiсть того, що серед вийнятих карт не буде нi бубнових, нi чирвових дорiвнює P (C̄) = 26
52 ·

25
51 ·

24
50 ·

23
49 .

Тодi P (C) = 1− P (C̄) ≈ 0, 945
Приклад. Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що при киданнi трьох гральних кiсток 6 очок випаде хоча б на однiй з

кiсток?
Iмовiрнiсть випадання 6 очок при одному кидку кiстки дорiвнює 1

6 . Iмовiрнiсть того, що не випаде 6 очок – 5
6 .

Iмовiрнiсть того, що при кидку трьох костей не випаде жодного разу 6 очок дорiвнює p =
(

5
6

)3
= 125

216 .
Тодi ймовiрнiсть того, що хоча б один раз випаде 6 очка дорiвнює 1− 125

216 = 91
216 .

Приклад. У барабанi револьвера перебувають 4 патрона iз шести в довiльному порядку. Барабан розкручують,
пiсля чого натискають на спусковий гачок два рази. Знайти ймовiрностi хоча б одного пострiлу, двох пострiлiв, двох
осiчок.

Iмовiрнiсть пострiлу при першому натисканнi на курок (подiя A) дорiвнює P (A) = 4
6 , iмовiрнiсть осiчки – P (Ā) = 2

6 .
Iмовiрнiсть пострiлу при другому натисканнi на курок залежить вiд результату першого натискання.

Так якщо в першому випадку вiдбувся пострiл, то в барабанi залишилося тiльки 3 патрона, причому вони розпо-
дiленi по 5 гнiздам, тому що при другому натисканнi на курок напроти ствола не може виявитися гнiздо, у якому був
патрон при першому натисканнi на курок.

Умовна ймовiрнiсть пострiлу при другiй спробi – P (B/A) = 3
5 , якщо в перший раз був пострiл, P (B/Ā) = 4

5 – якщо
в перший раз вiдбулася осiчка.

Умовна ймовiрнiсть осiчки другого разу – P (B̄/A) = 2
5 , якщо в перший раз вiдбувся пострiл, P (B̄/Ā) = 1

5 – якщо
в перший раз була осiчка.

Розглянемо ймовiрностi того, що в другому випадку вiдбудеться пострiл (подiя B) або вiдбудеться осiчка (подiя
B̄) за умови, що в першому випадку вiдбувся пострiл (подiя A) або осiчка (подiя Ā).

P (B) = P (A)P (B/A) = 4
6 ·

3
5 = 6

15 = 0, 4 – два пострiли поспiль
P (B) = P (Ā)P (B/Ā) = 1

3 ·
4
5 = 4

15 ≈ 0, 267 – перша осiчка, другий пострiл
P (B̄) = P (A)P (B̄/A) = 4

6 ·
2
5 = 4

15 ≈ 0, 267 – перший пострiл, друга осiчка
P (B̄) = P (Ā)P (B̄/Ā) = 1

3 ·
1
5 = 1

15 ≈ 0, 067 – двi осiчки поспiль
Цi чотири випадки утворять повну групу подiй (сума їхнiх iмовiрностей дорiвнює одиницi)
Аналiзуючи отриманi результати, бачимо, що ймовiрнiсть хоча б одного пострiлу дорiвнює сумi P1 = 6

15 + 4
15 + 4

15 =
14
15 ≈ 0, 933

Тепер розглянемо iнший випадок. Припустимо, що пiсля першого натискання на курок барабан розкрутили й знову
натиснули на курок.

Iмовiрностi першого пострiлу й першої осiчки не змiнилися – P (A) = 4
6 , P (Ā) = 2

6 . Умовнi ймовiрностi другого
пострiлу й осiчки обчислюються з умови, що напроти ствола може виявитися те ж гнiздо, що й у перший раз.

Умовна ймовiрнiсть пострiлу при другiй спробi – P (B/A) = 3
6 , якщо в перший раз був пострiл, P (B/Ā) = 4

6 – якщо
в перший раз вiдбулася осiчка.

Умовна ймовiрнiсть осiчки другого разу – P (B̄/A) = 3
6 , якщо в перший раз вiдбувся пострiл, P (B̄/Ā) = 2

6 – якщо
була осiчка.

Тодi:
P (B) = P (A)P (B/A) = 4

6 ·
3
6 = 3

9 ≈ 0, 333 – два пострiли поспiль
P (B) = P (Ā)P (B/Ā) = 2

6 ·
4
6 = 2

9 ≈ 0, 222 – перша осiчка, другий пострiл
P (B̄) = P (A)P (B̄/A) = 4

6 ·
3
6 = 3

9 ≈ 0, 333 – перший пострiл, друга осiчка
P (B̄) = P (Ā)P (B̄/Ā) = 2

6 ·
2
6 = 1

9 ≈ 0, 111 – двi осiчки поспiль
У цьому випадку ймовiрнiсть того, що вiдбудеться хоча б один пострiл, дорiвнює

P2 =
3

9
+

2

9
+

3

9
=

8

9
≈ 0, 889

Нижче наведено дiаграми ймовiрностей для перших i другого розглянутих випадкiв.
Приклад. Два стрiльцi стрiляють по мiшенi. Iмовiрнiсть влучення в мiшень при одному пострiлi для першого

стрiльця дорiвнює 0,7, а для другого – 0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що при одному залпi в мiшень влучає тiльки один
зi стрiльцiв.

Позначимо влучення у цiль першим стрiльцем – подiя A, другим – подiя B, промах першого стрiльця – подiя Ā,
промах другого – подiя B̄.

P (A) = 0, 7; P (Ā) = 0, 3; P (B) = 0, 8; P (B̄) = 0, 2.

Iмовiрнiсть того, що перший стрiлець влучить у мiшень, а другий – нi, дорiвнює

P (A)P (B̄) = 0, 7 · 0, 2 = 0, 14
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2 постріли

постріл+осічка

осічка+постріл

2 осічки

(а)

2 постріли

постріл+осічка

осічка+постріл

2 осічки

(б)

Iмовiрнiсть того, що другий стрiлець влучить у цiль, а перший – нi, дорiвнює

P (Ā)P (B) = 0, 3 · 0, 8 = 0, 24

Тодi ймовiрнiсть влучення в цiль тiльки одним стрiльцем дорiвнює

P = 0, 14 + 0, 24 = 0, 38

Той же результат можна одержати iншим способом – знаходимо ймовiрностi того, що обоє стрiльцiв влучили в цiль
й обидва промахнулися. Цi ймовiрностi вiдповiдно рiвнi:

P (A)P (B) = 0, 7 · 0, 8 = 0, 56; P (Ā)P (B̄) = 0, 3 · 0, 2 = 0, 06.

Тодi ймовiрнiсть того, що в цiль влучить лише один стрiлець дорiвнює:

P = 1− 0, 56− 0, 06 = 0, 38.

Приклад. Iмовiрнiсть того, що взята навмання деталь iз деякої партiї деталей, буде бракованою дорiвнює 0,2.
Знайти ймовiрнiсть того, що iз трьох взятих деталей 2 виявляться не бракованими.

Позначимо взято браковану деталь – подiя A, не браковану – подiя Ā.

P (A) = 0, 2; P (Ā) = 0, 8;

Якщо серед трьох деталей виявляється тiльки одна бракована, то це можливо в одному iз трьох випадкiв: бракована
деталь буде першою, другою або третьою.

P = P (A)P (Ā)P (Ā) + P (Ā)P (A)P (Ā) + P (Ā)P (Ā)P (A)

P = 3 · 0, 2 · 0, 8 · 0, 8 = 0, 384

Приклад. Iмовiрностi того, що потрiбна деталь перебуває в першому, другому, третьому або четвертому ящику,
вiдповiдно рiвнi 0,6, 0,7, 0,8, 0,9. Знайти ймовiрностi того, що ця деталь перебуває: а) не бiльш, нiж у трьох ящиках;
б) не менш, нiж у двох ящиках.

а) Iмовiрнiсть того, що дана деталь перебуває у всiх чотирьох ящиках, дорiвнює

P = P1P2P3P4 = 0, 6 · 0, 7 · 0, 8 · 0, 9 = 0, 3024.

Iмовiрнiсть того, що потрiбна деталь перебуває не бiльш, нiж у трьох ящиках дорiвнює ймовiрностi того, що вона
не перебуває у всiх чотирьох ящиках.

P (A) = 1− P = 1− 0, 3024 = 0, 6976.

б) Iмовiрнiсть того, що потрiбна деталь перебуває не менш, нiж у двох ящиках, складається з iмовiрностей того, що
деталь перебуває тiльки у двох ящиках, тiльки в трьох ящиках, тiльки в чотирьох ящиках. Звичайно, цi ймовiрностi
можна порахувати, а потiм скласти, однак, простiше вчинити iнакше. Та ж iмовiрнiсть дорiвнює ймовiрностi того, що
деталь не перебуває тiльки в одному ящику i є взагалi.

Iмовiрнiсть того, що деталь перебуває тiльки в одному ящику, дорiвнює

P = P1q2q3q4 + q1P2q3q4 + q1q2P3q4 + q1q2q3P4

P = 0, 6 · 0, 3 · 0, 2 · 0, 1 + 0, 4 · 0, 7 · 0, 2 · 0, 1 + 0, 4 · 0, 3 · 0, 8 · 0, 1 + 0, 4 · 0, 3 · 0, 2 · 0, 9 =

= 0, 0036 + 0, 0056 + 0, 0096 + 0, 0216 = 0, 0404

Q = 1− 0, 0404 = 0, 9596

Iмовiрнiсть того, що потрiбної деталi немає в жодному ящику, дорiвнює:

P0 = q1q2q3q4 = 0, 4 · 0, 3 · 0, 2 · 0, 1 = 0, 0024

Q0 = 1− 0, 0024 = 0, 9976

Шукана ймовiрнiсть дорiвнює P (B) = Q ·Q0 = 0, 9596 · 0, 9976 = 0, 9573.
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6 Геометричне означення ймовiрностi
Класична формула обчислення ймовiрностi подiї незастосовна, якщо простiр Ω елементарних результатiв випро-

бування є нескiнченна або навiть незлiченна множина, наприклад, деяка область на прямiй, площинi чи в просторi.
В цьому випадку застосовують геометричний пiдхiд до знаходження ймовiрностi.

Випробування iнтерпретується як випадкове позначення точки в областi Ω , а подiя A – як попадання цiєї точки
в пiдобласть A областi Ω. Тодi для випадкової подiї A ⊂ Ω її ймовiрнiсть визначається за формулою

P (A) =
m(A)

m(Ω)
,

m(·) – мiра на прямiй, площинi або в просторi (довжина, площа чи об’єм вiдповiдно). Крiм того, розглядаємо випадки,
коли 0 < m(Ω) < +∞.

Приклад. У колi радiусом R навмання позначають точку. Якою є ймовiрнiсть того, що вибрана точка виявиться
вiд центра кола на вiдстанi, бiльшiй нiж R/2?

Розв’язок. Випробування полягає в тому, що навмання позначають точку в колi радiусом R. Простором елемен-
тарних подiй є внутрiшня частина кола радiусом R, тобто Ω = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 6 R2}. Мiра областi Ω у просторi
R2 дорiвнює площi круга радiусом R, тобто m(Ω) = S(Ω) = πR2. Випадкова подiя A – множина точок круга, що
знаходяться вiд центра на вiдстанi, бiльшiй, нiж R/2, тобто A = {(x, y) ∈ R2|R2/4 6 x2 + y2 6 R2}. Тодi

m(A) = πR2 − π(R/2)2 = 3πR2/4.

За геометричним означенням ймовiрностi маємо:

P (A) =
3πR2

4πR2
=

3

4
.

Приклад («Задача про зустрiч»). Два студенти домовились про зустрiч у визначеному мiсцi мiж 12-ю та 13-ю
годиною дня. Вiдомо, що моменти їхнього приходу до мiсця зустрiчi – випадковi. Той, хто прийшов першим, чекає
другого студента протягом 15 хвилин, пiсля чого йде геть (якщо зустрiч не вiдбулася). Визначити ймовiрнiсть того,
що зустрiч вiдбудеться.

Розв’язок. Позначимо як x та y час приходу першого та другого студента вiдповiдно.

У прямокутнiй системi координат Oxy вiзьмемо за початок вiдлiку 12 год, а за одиницю вимiру – 1 год. За умовою
0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1. Цим нерiвностям задовольняють координати довiльної точки (x; y), що належить квадрату
ABCD зi стороною, рiвною 1 (рисунок), тобто

Ω = {(x; y) ∈ R2 : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}.

Подiя A – зустрiч двох студентiв вiдбудеться, якщо рiзниця мiж моментами приходу x та y студентiв буде не бiльшою,
нiж 1/4 години (за модулем), тобто A = {(x; y) ∈ Ω : |x−y| 6 1/4}. Або, що те саме, точки з координатами (x; y) смуги
мiж лiнiями y = x+ 1/4 i y = x− 1/4 сприятливi подiї A.

Площа S(Ω) областi Ω дорiвнює 1. Площа смуги A (на рисунку тонована область) дорiвнює площi квадрата мiнус
площа двох однакових за площею трикутникiв, тобто S(A) = SABCD − 2 · Sтрик. = 1− (9/16) = 7/16.

За геометричним означенням ймовiрностi

P (A) =
S(A)

S(Ω)
=

7

16
.

Приклад. На площинi проведено паралельнi лiнiї, вiдстань мiж якими дорiвнює 2a. На площинi навмання малюють
коло радiусом r, (r < a). Якою є ймовiрнiсть того, що коло не буде перетнуто жодною з цих лiнiй?
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Розв’язок. Навмання намальоване на площинi коло не буде перетнуте жодною прямою, якщо центр кола потрапить
на смугу шириною 2a−2r. Завдання зводиться до такого: на вiдрiзку довжиною 2a навмання ставлять точку, потрiбно
знайти ймовiрнiсть того, що вона потрапить на частину цього вiдрiзка довжиною 2a−2r. За геометричним означенням
ймовiрностi

P =
2a− 2r

2a
= 1− r

a
.

7 Статистичне означення ймовiрностi
Класична формула означення ймовiрностi є незастосовною, якщо простiр Ω елементарних результатiв – це нескiн-

ченна множина або немає достатнiх пiдстав вважати результати випробування ωi рiвноможливими.
У таких випадках застосовують статистичне означення ймовiрностi подiї, яке ґрунтується на поняттi вiдносної

частоти подiї. Це поняття, як i ймовiрнiсть, належить до основних понять теорiї ймовiрностей. Експериментальне
означення ймовiрностi подiї A полягає в проведеннi серiї n випробувань, в кожному з яких вiдбувається чи не вiдбу-
вається подiя A.

Вiдносна частота W (A) подiї A – це вiдношення кiлькостi m випробувань, в яких подiя A вiдбулася, до кiлькостi
n всiх фактично проведених випробувань:

W (A) =
m

n
.

Повторення серiї випробувань дасть в загальному випадку iнший результат – m1/n1 6= m/n. Але в разi збiльшення
кiлькостi n випробувань вiдносна частота появи подiї виявляє тенденцiю стабiлiзуватися, наближаючись до деякої
сталої величини. Кажуть, що вiдноснiй частотi притаманна стiйкiсть.

Приклад. Багато разiв проводили випробування – пiдкидання симетричної монети i пiдраховували кiлькiсть
випадiнь «герба».

Результати деяких випробувань наведено в таблицi.

Експериментатор Кiлькiсть пiдкидань Кiлькiсть випадiнь «герба» Вiдносна частота
Ж. Бюффон 4040 2048 0,5069
К. Пiрсон 12000 6019 0,5016
К. Пiрсон 24000 12012 0,5005

Iмовiрнiсть появи «герба» пiсля одного пiдкидання, що визначається за класичним означенням ймовiрностi, дорiв-
нює 0,5. Результати, наведенi в таблицi, переконують в тому, що за збiльшення кiлькостi випробувань вiдносна частота
наближається до теоретично обчисленої ймовiрностi випадiння «герба».

Якщо дослiдним шляхом встановлено вiдносну частоту деякої подiї, то її можна вважати наближеним значенням
iмовiрностi.

Вiдносну частоту подiї називають її статистичною ймовiрнiстю i позначають так:

P ∗(A) =
m

n
.

Я. Бернуллi показав, що за необмеженого збiльшення кiлькостi однорiдних незалежних випробувань можна ствер-
джувати, що вiдносна частота подiї буде досить мало вiдрiзнятись вiд її ймовiрностi в окремому випробуваннi.

Таким чином, iмовiрнiсть може бути визначена статистично, дослiдним шляхом. Для цього треба мати можливiсть
виконати необмежену кiлькiсть випробувань. При цьому вiдносна частота повинна виявити стiйкiсть в рiзних серiях
випробувань.

Зiставляючи означення ймовiрностi за класичною формулою i означення вiдносної частоти, доходимо висновку:
ймовiрнiсть обчислюють безпосередньо до випробування, а вiдносна частота є характеристикою експериментальною,
обчислюваною пiсля випробування.

8 Формула повної ймовiрностi
Нехай деяка подiя A може вiдбутися разом з однiєю з несумiсних подiй H1, H2, ...,Hn, що утворюють повну групу

подiй. Нехай вiдомi ймовiрностi цих подiй P (H1), P (H2), ..., P (Hn) i умовнi ймовiрностi настання подiї A при настаннi
подiї Hi – P (A/H1), P (A/H2), ..., P (A/Hn).

Теорема. Iмовiрнiсть подiї A, що може вiдбутися разом з однiєю з подiй H1, H2, ...,Hn, дорiвнює сумi парних
добуткiв ймовiрностей кожної з цих подiй на вiдповiднi їм умовнi ймовiрностi настання подiї A.

P (A) =

n∑
i=1

P (Hi)P (A/Hi)

Фактично ця формула повної ймовiрностi вже використовувалася при розв’язаннi прикладiв, наведених вище,
наприклад, у задачi з револьвером.

Доведення.
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Оскiльки подiї H1, H2, ...,Hn утворюють повну групу подiй, то подiю A можна представити у виглядi наступної
суми:

A = AH1 +AH2 + ...+AHn =

n∑
i=1

AHi

Оскiльки подiїH1, H2, ...,Hn несумiснi, то й подiї AHi теж несумiснi. Тодi можна застосувати теорему про додавання
ймовiрностей несумiсних подiй:

P (A) =

n∑
i=1

P (AHi)

При цьому P (AHi) = P (Hi)P (A/Hi)
Остаточно одержуємо: P (A) =

∑n
i=1 P (Hi)P (A/Hi)

Теорему доведено.
Приклад. Один iз трьох стрiльцiв робить два пострiли. Iмовiрнiсть влучення в цiль при одному пострiлi для першого

стрiльця дорiвнює 0,4, для другого – 0,6, для третього – 0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що в цiль влучать два рази.
Iмовiрнiсть того, що пострiли робить перший, другий або третiй стрiлець дорiвнює 1

3 .
Iмовiрностi того, що один зi стрiльцiв, що роблять пострiли, два рази влучає в цiль, рiвнi:
– для першого стрiльця: p2

1 = 0, 42 = 0, 16;
– для другого стрiльця: p2

2 = 0, 62 = 0, 36;
– для третього стрiльця: p2

3 = 0, 82 = 0, 64;
Шукана ймовiрнiсть дорiвнює:

p =
1

3
p2

1 +
1

3
p2

2 +
1

3
p3

3 =
1

3
(0, 16 + 0, 36 + 0, 64) =

29

75

9 Формула Баєса (формула гiпотез)
Нехай є повна група несумiсних гiпотез H1, H2,..., Hn iз вiдомими ймовiрностями їхнього настання P (H1), P (H2),...,

P (Hn). Нехай у результатi дослiду вiдбулася подiя A, умовнi ймовiрностi якої по кожнiй з гiпотез вiдомi, тобто вiдомi
ймовiрностi P (A/H1), P (A/H2), ..., P (A/Hn).

Потрiбно визначити, якi ймовiрностi мають гiпотези H1, H2, ...,Hn щодо подiї A, тобто умовнi ймовiрностi P (Hi/A).
Теорема. Iмовiрнiсть гiпотези пiсля випробування дорiвнює добутку ймовiрностi гiпотези до випробування на

вiдповiдну їй умовну ймовiрнiсть подiї, що вiдбулося при випробуваннi, дiленому на повну ймовiрнiсть цiєї подiї.

P (Hi/A) =
P (Hi)P (A/Hi)∑n
i=1 P (Hi)P (A/Hi)

Ця формула називається формулою Баєса.
Доведення.
За Теоремою множення ймовiрностей одержуємо:

P (A)P (Hi/A) = P (Hi)P (A/Hi)

Тодi якщо P (A) 6= 0, P (Hi/A) = P (Hi)P (A/Hi)
P (A) .

Для знаходження ймовiрностi P (A) використаємо формулу повної iмовiрностi.

P (Hi/A) =
P (Hi)P (A/Hi)∑n
i=1 P (Hi)P (A/Hi)

Якщо до випробування всi гiпотези рiвноiмовiрнi з iмовiрнiстю P (Hi) = p, то формула Баєса набуває вигляду:

P (Hi/A) =
P (A/Hi)∑n
i=1 P (A/Hi)

10 Повторення випробувань. Формула Бернуллi
Якщо проводиться деяка кiлькiсть випробувань, у результатi яких може вiдбутися або не вiдбутися подiя A, i

ймовiрнiсть появи цiєї подiї в кожному з випробувань не залежить вiд результатiв iнших випробувань, то такi випро-
бування називаються незалежними щодо подiї A.

Припустимо, що подiя A вiдбувається в кожному випробуваннi з iмовiрнiстю P (A) = p. Визначимо ймовiрнiсть
Pm,n того, що в результатi n випробувань подiя A вiдбулася рiвно m разiв.

Цю ймовiрнiсть у принципi можна порахувати, використовуючи теореми додавання й множення ймовiрностей,
як це робилося в розглянутих вище прикладах. Однак, при досить великiй кiлькостi випробувань це приводить до
значних обчислень. Таким чином, виникає необхiднiсть розробити загальний пiдхiд до розв’язання поставленої задачi.
Цей пiдхiд реалiзований у формулi Бернуллi. (Якоб Бернуллi (1654–1705) – швейцарський математик)
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Нехай у результатi n незалежних випробувань, проведених в однакових умовах, подiя A вiдбувається з iмовiрнiстю
P (A) = p, а протилежна їй подiя Ā з iмовiрнiстю P (Ā) = 1− p.

Позначимо Ai – настання подiї A в випробуваннi з номером i. Оскiльки умови проведення дослiдiв однаковi, то цi
ймовiрностi рiвнi.

Якщо в результатi n дослiдiв подiя A вiдбувається рiвно m разiв, то iншi n − m раз ця подiя не вiдбувається.
Подiя A може з’явитися m раз у n випробуваннях у рiзних комбiнацiях, число яких дорiвнює кiлькостi сполучень iз
n елементiв по m. Ця кiлькiсть сполучень знаходиться за формулою:

Cmn =
n!

m!(n−m)!

Iмовiрнiсть кожної комбiнацiї дорiвнює добутку ймовiрностей:

pm(1− p)n−m

Застосовуючи теорему додавання ймовiрностей несумiсних подiй, одержуємо формулу Бернуллi:

Pm,n =
n!

m!(n−m)!
pm(1− p)n−m

Формула Бернуллi важлива тим, що справедлива для будь-якої кiлькостi незалежних випробувань, тобто того
самого випадку, у якому найбiльше чiтко проявляються закони теорiї ймовiрностей.

Приклад. По цiлi проводиться 5 пострiлiв. Iмовiрнiсть влучення для кожного пострiлу дорiвнює 0,4. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що в цiль влучили не менше трьох разiв.

Iмовiрнiсть не менш трьох влучень складається з iмовiрностi п’яти влучень, чотирьох влучень i трьох влучень.
Оскiльки пострiли незалежнi, то можна застосувати формулу Бернуллi ймовiрностi того, що в m випробуваннях

подiя з iмовiрнiстю p вiдбувається рiвно n раз.

Pm,n =
n!

m!(n−m)!
pm(1− p)n−m

У випадку п’яти влучень iз п’яти можливих:

P5,5 = p5 = 0, 45 = 0, 01024

Чотири влучення з п’яти пострiлiв:

P4,5 =
5!

4! · 1!
p4(1− p) = 0, 0768

Три влучення з п’яти:

P3,5 =
5!

3! · 2!
p3(1− p)2 = 0, 2304

Остаточно, одержуємо ймовiрнiсть не менш трьох влучень iз п’яти пострiлiв:

P = 0, 01204 + 0, 0768 + 0, 2304 = 0, 31744

11 Випадковi величини
Вище розглядалися випадковi подiї, що є якiсною характеристикою випадкового результату дослiду. Для одержання

кiлькiсної характеристики вводиться поняття випадкової величини.
Визначення. Випадковою величиною називається величина, що у результатi дослiду може приймати те або

iнше значення, причому заздалегiдь вiдомо яке саме.
Випадковi величини можна роздiлити на двi категорiї.
Визначення. Дискретною випадковою величиною називається така величина, що у результатi дослiду може

приймати певнi значення з певною ймовiрнiстю, що утворять злiченну множину (множину, елементи якої можуть бути
занумерованi).

Ця множина може бути як скiнченною, так i нескiнченною.
Наприклад, кiлькiсть пострiлiв до першого влучення у цiль є дискретною випадковою величиною, тому що ця

величина може приймати й нескiнченне, хоча й злiченну кiлькiсть значень.
Визначення. Неперервною випадковою величиною називається така величина, що може приймати будь-якi

значення з деякого скiнченного або нескiнченного промiжку.
Очевидно, що число можливих значень неперервної випадкової величини нескiнченне.
Для задання випадкової величини недостатньо просто вказати її значення, необхiдно також указати ймовiрнiсть

цього значення.
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11.1 Закон розподiлу дискретної випадкової величини
Визначення. Спiввiдношення мiж можливими значеннями випадкової величини i їх ймовiрностями називається

законом розподiлу дискретної випадкової величини.
Закон розподiлу може бути заданий аналiтично, у виглядi таблицi або графiчно.
Таблиця вiдповiдностi значень випадкової величини i їхнiх iмовiрностей називається рядом розподiлу.
Графiчне подання цiєї таблицi називається багатокутником розподiлу. При цьому сума всiх ординат багатоку-

тника розподiлу являє собою ймовiрнiсть всiх можливих значень випадкової величини, а отже, дорiвнює одиницi.
Приклад. По цiлi проводиться 5 пострiлiв. Iмовiрнiсть влучення для кожного пострiлу дорiвнює 0,4. Знайти ймо-

вiрностi числа влучень i побудувати багатокутник розподiлу.
Iмовiрностi п’яти влучень з п’яти можливих, чотирьох з п’яти й трьох з п’яти минулого знайденi вище за формулою

Бернуллi й рiвнi вiдповiдно:
P5,5 = 0, 01024, P4,5 = 0, 0768, P3,5 = 0, 2304

Аналогiчно знайдемо:

P2,5 =
5!

2! · 3!
0, 42 · 0, 63 = 0, 3456

P1,5 =
5!

1! · 4!
0, 41 · 0, 64 = 0, 2592

P0,5 =
5!

0! · 5!
0, 40 · 0, 65 = 0, 65 = 0, 0778

Представимо графiчно залежнiсть числа влучень вiд їхнiх iмовiрностей.
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При побудовi багатокутника розподiлу треба пам’ятати, що з’єднання отриманих точок носить умовний характер.
У промiжках мiж значеннями випадкової величини ймовiрнiсть не приймає нiякого значення. Точки з’єднанi тiльки
для наочностi.

Приклад. Iмовiрнiсть хоча б одного влучення в мiшень стрiльцем при трьох пострiлах дорiвнює 0,875. Знайти
ймовiрнiсть влучення в мiшень при одному пострiлi.

Якщо позначити p – iмовiрнiсть влучення стрiльцем у мiшень при одному пострiлi, то ймовiрнiсть промаху при
одному пострiлi має дорiвнювати (1− p).

Iмовiрнiсть трьох промахiв iз трьох пострiлiв дорiвнює (1−p)3. За умовою задачi ця ймовiрнiсть дорiвнює 1−0, 875 =
0, 125, тобто в цiль не влучають жодного разу.

Одержуємо: (1− p)3 = 0, 125; 1− p = 0, 5; p = 0, 5.
Приклад. У першiй коробцi мiститься 10 куль, з них 8 бiлих; у другiй коробцi 20 куль, з них 4 бiлих. З кожної

коробки навмання витягли по однiй кулi, а потiм iз цих двох куль навмання беруть одну кулю. Знайти ймовiрнiсть
того, що ця куля бiла.

Iмовiрнiсть того, що взята з першої коробки куля бiла – P1(Б) = 0, 8, що не бiла – P1(НБ) = 0, 2.
Iмовiрнiсть того, що взята iз другої коробки куля бiла – P2(Б) = 0, 2, що не бiла – P2(НБ) = 0, 8.
Iмовiрнiсть того, що повторно обрано кулю, витягнуту з першої коробки й iмовiрнiсть того, що повторно обрано

кулю, витягнуту з другої коробки, рiвнi 0, 5.
Iмовiрнiсть того, що повторно обрано кулю, витягнуту з першої коробки, i вона бiла – p1 = 0, 5 ·P1(Б) = 0, 5 · 0, 8 =

0, 4.
Iмовiрнiсть того, що повторно обрано кулю, витягнуту з другої коробки, i вона бiла – p2 = 0, 5·P2(Б) = 0, 5·0, 2 = 0, 1.
Iмовiрнiсть того, що повторно буде обрано бiлу кулю, дорiвнює

P = p1 + p2 = 0, 4 + 0, 1 = 0, 5.

Приклад. Є п’ять гвинтiвок, три з яких обладнанi оптичним прицiлом. Iмовiрнiсть того, що стрiлець вразить цiль
при пострiлi з гвинтiвки з оптичним прицiлом, дорiвнює 0,95, для гвинтiвки без оптичного прицiлу ця ймовiрнiсть
дорiвнює 0,7. Знайти ймовiрнiсть того, що цiль буде уражена, якщо стрiлець зробить один пострiл з навмання обраної
гвинтiвки.
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Iмовiрнiсть того, що обрано гвинтiвку з оптичним прицiлом, позначимо P0 = 3
5 , а ймовiрнiсть того, що обрано

гвинтiвку без оптичного прицiлу, позначимо PБО = 2
5 .

Iмовiрнiсть того, що вибрали гвинтiвку з оптичним прицiлом, i при цьому цiль була уражена P1 = P0 · P (ЦУ/О),
де P (ЦУ/O) – iмовiрнiсть враження цiлi з гвинтiвки з оптичним прицiлом.

Аналогiчно, iмовiрнiсть того, що вибрали гвинтiвку без оптичного прицiлу, i при цьому цiль була уражена P1 =
PБО · P (ЦУ/БО), де P (ЦУ/БО) – iмовiрнiсть враження цiлi з гвинтiвки без оптичного прицiлу.

Остаточна ймовiрнiсть враження цiлi дорiвнює сумi ймовiрностей P1 i P2, тому що для враження цiлi досить, щоб
вiдбулася одна iз цих несумiсних подiй.

P = P1 + P2 = 0, 95 · 0, 6 + 0, 7 · 0, 4 = 0, 57 + 0, 28 = 0, 85

Приклад. Троє мисливцiв одночасно вистрiлили по ведмедю, що був убитий однiєю кулею. Визначити ймовiрнiсть
того, що ведмiдь був убитий першим стрiльцем, якщо ймовiрностi влучення для цих стрiльцiв рiвнi вiдповiдно 0, 3,
0, 4, 0, 5.

У цiй задачi потрiбно визначити ймовiрнiсть гiпотези вже пiсля того, як подiя вiдбулася. Для визначення шуканої
ймовiрностi треба скористатися формулою Баєса. У нашому випадку вона має вигляд:

P (H1/A) =
P (H1)P (A/H1)

P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) + P (H3)P (A/H3)

У цiй формулi H1, H2, H3 – гiпотези, що ведмедя вб’є перший, другий i третiй стрiлець вiдповiдно. До пострiлiв
цi гiпотези рiвноiмовiрнi i їхня ймовiрнiсть дорiвнює 1

3 .
P (H1/A) – iмовiрнiсть того, що ведмедя вбив перший стрiлець за умови, що пострiли вже виконанi (подiя A).
Iмовiрностi того, що ведмедя вб’є перший, другий або третiй стрiлець, обчисленi до пострiлiв, рiвнi вiдповiдно:

P (A/H1) = p1q2q3 = 0, 3 · 0, 6 · 0, 5 = 0, 09

P (A/H2) = q1p2q3 = 0, 7 · 0, 4 · 0, 5 = 0, 14

P (A/H3) = q1q2p3 = 0, 7 · 0, 6 · 0, 5 = 0, 21

Тут q1 = 0, 7; q2 = 0, 6; q3 = 0, 5 – iмовiрностi промаху для кожного зi стрiльцiв, розрахованi як q = 1 − p, де p –
iмовiрностi влучення для кожного зi стрiльцiв.

Пiдставимо цi значення у формулу Баєса:

P (H1/A) =
0, 09

0, 44
=

9

44
.

Приклад. Послiдовно послано чотири радiосигнали. Iмовiрностi прийому кожного з них не залежать вiд того, чи
прийнятi iншi сигнали, чи нi. Iмовiрностi прийому сигналiв рiвнi вiдповiдно 0, 2, 0, 3, 0, 4, 0, 5. Визначити ймовiрнiсть
прийому трьох радiосигналiв.

Подiя прийому трьох сигналiв iз чотирьох можлива в чотирьох випадках:

PA = p1p2p3q4 = 0, 2 · 0, 3 · 0, 4 · 0, 5 = 0, 012

PB = p1p2q3p4 = 0, 2 · 0, 3 · 0, 6 · 0, 5 = 0, 018

PC = p1q2p3p4 = 0, 2 · 0, 7 · 0, 4 · 0, 5 = 0, 028

PD = q1p2p3p4 = 0, 8 · 0, 3 · 0, 4 · 0, 5 = 0, 048

Для прийому трьох сигналiв необхiдне здiйснення однiєї з подiй A, B, C або D. Таким чином, знаходимо шукану
ймовiрнiсть:

P = 0, 012 + 0, 018 + 0, 028 + 0, 048 = 0, 106.

Приклад. Двадцять екзаменацiйних бiлетiв мiстять по два питання, якi не повторюються. Екзаменований знає
вiдповiдi тiльки на 35 питань. Визначити ймовiрнiсть того, що iспит буде зданий, якщо для цього досить вiдповiсти
на два питання одного бiлета або на одне питання одного бiлета й на зазначене додаткове питання з iншого бiлета.

У цiлому є 40 питань (по 2 у кожному з 20 бiлетiв). Iмовiрнiсть того, що випадає питання, на який вiдповiдь вiдома,
мабуть, дорiвнює 35

40 .
Для того, щоб скласти iспит, потрiбне здiйснення однiєї iз трьох подiй:
1) Подiя A – вiдповiли на перше питання (iмовiрнiсть 35

40 ) i вiдповiли на друге питання (iмовiрнiсть 34
39 ). Оскiльки

пiсля успiшної вiдповiдi на перше питання залишається ще 39 питань, на 34 з яких вiдповiдi вiдомi.

P (A) =
35

40
· 34

39
= 0, 7628

2) Подiя B – на перше питання вiдповiли (iмовiрнiсть 35
40 ), на другий – нi (iмовiрнiсть 5

39 ), на третє – вiдповiли
(iмовiрнiсть 34

38 ).

P (B) =
35

40
· 5

39
· 34

38
= 0, 1004
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3) Подiя C – на перше питання не вiдповiли (iмовiрнiсть 5
40 ), на друге – вiдповiли (iмовiрнiсть 35

39 ), на третє –
вiдповiли (iмовiрнiсть 34

38 ).

P (C) =
5

40
· 35

39
· 34

38
= 0, 1004

Iмовiрнiсть того, що при заданих умовах iспит буде зданий, дорiвнює:

P = P (A) + P (B) + P (C) = 0, 9636

Приклад. Є двi партiї однорiдних деталей. Перша партiя складається з 12 деталей, 3 з яких – бракованi. Друга
партiя складається з 15 деталей, 4 з яких – бракованi. З першої й другої партiй витягають по двi деталi. Яка ймовiрнiсть
того, що серед них немає бракованих деталей.

Iмовiрнiсть, що перша деталь, витягнута з першої партiї виявиться бракованою, дорiвнює p1 = 9
12 , для другої

деталi, витягнутої з першої партiї, за умови, що перша деталь не була бракованою – p2 = 8
11 .

Iмовiрнiсть, перша деталь, витягнута з другої партiї, виявиться не бракованою, дорiвнює p3 = 11
15 , для другої деталi,

витягнутої iз другої партiї за умови, що перша деталь була не бракованою – p4 = 10
14 .

Iмовiрнiсть того, що серед чотирьох витягнутих деталей немає бракованих, дорiвнює:

P =
9 · 8 · 11 · 10

12 · 11 · 15 · 14
= 0, 2857.

Розгляньмо той же приклад, але трохи з iншою умовою.
Приклад. Є двi партiї однорiдних деталей. Перша партiя складається з 12 деталей, 3 з яких – бракованi. Друга

партiя складається з 15 деталей, 4 з яких – бракованi. З першої партiї витягають навмання 5 деталей, а iз другої – 7
деталей. Цi деталi утворять нову партiю. Яка ймовiрнiсть дiстати з них браковану деталь?

Для того, щоб обрана навмання деталь була бракованою, необхiдне виконання одної з двох несумiсних умов:
1) Обрана деталь була з першої партiї (iмовiрнiсть - 5

12 ) i при цьому вона – бракована (iмовiрнiсть - 3
12 ). Остаточно:

p1 =
5

12
· 3

12
= 0, 1041;

2) Обрана деталь була iз другої партiї (iмовiрнiсть – 7
12 ) i при цьому вона – бракована (iмовiрнiсть – 4

15 ). Остаточно:

p2 =
7

12
· 4

15
= 0, 1556;

Остаточно, одержуємо:p = p1 + p2 = 0, 2597.
Приклад. В урнi 3 бiлих i 5 чорних куль. З урни виймають навмання двi кулi. Знайти ймовiрнiсть того, що цi кулi

не одного кольору.
Подiя, що полягає в тому, що обранi кулi рiзних кольорiв, вiдбудеться в одному iз двох випадкiв:
1) Перша куля бiла (iмовiрнiсть – 3

8 ), а друга – чорна (iмовiрнiсть – 5
7 ).

2) Перша куля чорна (iмовiрнiсть – 5
8 ), а друга – бiла (iмовiрнiсть – 3

7 ).
Остаточно одержуємо: p = 3

8 ·
5
7 + 5

8 ·
3
7 = 15

28 .

11.2 Бiномiальний розподiл
Якщо проводиться n незалежних випробувань, у кожному з яких подiя A може з’явитися з однаковою ймовiрнiстю

p у кожному з випробувань, то ймовiрнiсть того, що подiя не з’явиться, дорiвнює q = 1− p.
Приймемо число появ подiї в кожному з випробувань за деяку випадкову величину X.
Щоб знайти закон розподiлу цiєї випадкової величини, необхiдно визначити значення цiєї величини i її ймовiрностi.
Значення знайти досить просто. Очевидно, що в результатi n випробувань подiя може не з’явитися зовсiм, з’явитися

один раз, два рази, три тощо, до n раз.
Iмовiрнiсть кожного значення цiєї випадкової величини можна знайти за формулою Бернуллi.

Pn(k) = Cknp
kqn−k, k = 0, 1, 2, ...

Ця формула аналiтично виражає шуканий закон розподiлу. Цей закон розподiлу називається бiномiальним.
Приклад. У партiї 10% нестандартних деталей. Навмання вiдiбранi 4 деталi. Написати бiномiальний закон роз-

подiлу дискретної випадкової величини X – числа нестандартних деталей серед чотирьох вiдiбраних i побудувати
багатокутник отриманого розподiлу.

Iмовiрнiсть появи нестандартної деталi в кожному випадку дорiвнює 0, 1.
Знайдемо ймовiрностi того, що серед вiдiбраних деталей:
1) Взагалi немає нестандартних.

P4(0) =
4!

0! · 4!
0, 10 · 0, 94 = 0, 6561

2) Одна нестандартна.

P4(1) =
4!

1! · 3!
0, 11 · 0, 93 = 0, 2916
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3) Двi нестандартнi деталi.

P4(2) =
4!

2! · 2!
0, 12 · 0, 92 = 0, 0486

4) Три нестандартнi деталi.

P4(3) =
4!

3! · 1!
0, 13 · 0, 91 = 0, 0036

5) Чотири нестандартних деталi.

P4(4) =
4!

4! · 0!
0, 14 · 0, 90 = 0, 0001

Побудуємо багатокутник розподiлу.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5
0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

Приклад. Двi гральнi кiстки одночасно кидають 2 рази. Написати бiномiальний закон розподiлу дискретної випад-
кової величини X – числа випадань парного числа очок на двох гральних кiстках.

Кожна гральна кiстка має три варiанти парних очок – 2, 4 i 6 iз шести можливих, таким чином, iмовiрнiсть
випадання парного числа очок на однiй кiстцi дорiвнює 0, 5.

Iмовiрнiсть одночасного випадання парних очок на двох кiстках дорiвнює 0, 25.
Iмовiрнiсть того, що при двох випробуваннях обидва рази випали парнi очок на обох кiстках, дорiвнює:

P2(2) =
2!

0! · 2!
0, 252 · 0, 750 = 0, 0625

Iмовiрнiсть того, що при двох випробуваннях один раз випали парнi очки на обох кiстках:

P2(1) =
2!

1! · 1!
0, 251 · 0, 751 = 0, 375

Iмовiрнiсть того, що при двох випробуваннях жодного разу не випаде парного числа очок на обох кiстках:

P2(0) =
2!

0! · 2!
0, 250 · 0, 752 = 0, 5625.

11.3 Розподiл Пуассона
(Сiмеон Денi Пуассон (1781–1840) – французький математик)
Нехай проводиться n незалежних випробувань, у яких поява подiї A має ймовiрнiсть p. Якщо число випробувань

n досить велике, а ймовiрнiсть появи подiї A в кожному випробуваннi мала (p 6 0, 1), то для знаходження ймовiрностi
появи подiї A k раз iснує такий спосiб.

Зробимо важливе припущення – добуток np зберiгає стале значення:

np = λ

Практично це припущення означає, що середнє число появи подiї в рiзних серiях випробувань (при рiзному n)
залишається незмiнним.

За формулою Бернуллi одержуємо:

Pn(k) =
n(n− 1)(n− 2)...(n− (k − 1))

k!
pk(1− p)n−k

Pn(k) =
n(n− 1)(n− 2)...(n− (k − 1))

k!

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k
Знайдемо межу цiєї ймовiрностi при n→∞.
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Pn(k) ∼= lim
n→∞

n(n− 1)(n− 2)...(n− (k − 1))

k!

λk

nk

(
1− λ

n

)n−k
=

=
λk

k!
lim
n→∞

[(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
...

(
1− k − 1

n

)(
1− λ

n

)n−k]
=
λk

k!
lim
n→∞

(
1− λ

n

)n
lim
n→∞

(
1− λ

n

)−k
=
λk

k!
e−λ

Одержуємо формулу розподiлу Пуассона:

Pn(k) =
λke−λ

k!

Якщо вiдомi числа λ i k, то значення ймовiрностi можна знайти за вiдповiдними таблицями розподiлу Пуассона.

11.4 Локальна теорема Муавра-Лапласа
Справедливою є наближена рiвнiсть

Pn(k) ≈ 1
√
npq

ϕ

(
k − np
√
npq

)
, де ϕ(x) =

1√
2π
e−

x2

2 , q = 1− p.

Функцiя ϕ(x) парна: ϕ(−x) = ϕ(x).
Формула дає добре наближення, якщо n достатньо велике, p i q не дуже близькi до нуля, npq > 9.
Приклад. Ймовiрнiсть успiху у кожному випробуваннi дорiвнює 0,25. Яка ймовiрнiсть того, що при 300 випробу-

ваннях успiшними будуть а) рiвно 75 випробувань, б) рiвно 85 випробувань.
а) За умовою n = 300, k = 75, p = 0, 25, тодi q = 1− p = 0, 75,

k − np
√
npq

=
75− 300 · 0, 25√
300 · 0, 25 · 0, 75

=
0

7, 5
= 0,

P300(75) ≈ 1

7, 5
ϕ(0) =

0, 3989

7, 5
= 0, 0532.

б) За умовою n = 300, k = 85, p = 0, 25, тодi q = 1− p = 0, 75,

k − np
√
npq

=
85− 300 · 0, 25√
300 · 0, 25 · 0, 75

=
10

7, 5
= 1, 33,

P300(85) ≈ 1

7, 5
ϕ(1, 33) =

0, 1647

7, 5
= 0, 0219.

11.5 Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа
Ймовiрнiсть того, що в n незалежних випробуваннях, в кожному з яких подiя A може вiдбутися з ймовiрнiстю p

(0 < p < 1), подiя A вiдбудеться не менше k1 i не бiльше k2 разiв, наближено дорiвнює

Pn(k1 6 k 6 k2) ≈ Φ

(
k2 − np√
npq

)
− Φ

(
k1 − np√
npq

)
, де Φ(x) =

1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt.

Функцiя Φ(x) називається функцiєю Лапласа. Вона непарна: Φ(−x) = −Φ(x). lim
x→∞

Φ(x) = 0, 5, lim
x→−∞

Φ(x) = −0, 5

Формула дає добре наближення, якщо n достатньо велике, p i q не дуже близькi до нуля, npq > 9.
Приклад. Ймовiрнiсть виходу з ладу за час t одного приладу дорiвнює 0,1. Визначити ймовiрнiсть того, що за час

t зi 100 приладiв вийде з ладу а) вiд 6 до 18 приладiв, б) не менше 20.
а) За умовою n = 100, k1 = 6, k2 = 18, p = 0, 1, тодi q = 1− p = 0, 9,

k2 − np√
npq

=
18− 100 · 0, 1√
100 · 0, 1 · 0, 9

=
8

3
= 2, 66,

k1 − np√
npq

=
6− 100 · 0, 1√
100 · 0, 1 · 0, 9

= −4

3
= −1, 33,

P100(6 6 k 6 18) ≈ Φ(2, 66)− Φ(−1, 33) = Φ(2, 66) + Φ(1, 33) = 0, 49609 + 0, 40824 = 0, 90433.

б) За умовою n = 100, k1 = 20, k2 = 100, p = 0, 1, тодi q = 1− p = 0, 9,

k2 − np√
npq

=
100− 100 · 0, 1√

100 · 0, 1 · 0, 9
=

90

3
= 30,

k1 − np√
npq

=
20− 100 · 0, 1√
100 · 0, 1 · 0, 9

= −10

3
= 3, 3,

P100(20 6 k 6 100) ≈ Φ(30)− Φ(3, 3) = 0, 5− 0, 4995 = 0, 0005.

20



12 Числовi характеристики дискретних випадкових величин
Закон розподiлу повнiстю характеризує випадкову величину. Однак, коли неможливо знайти закон розподiлу,

або цього не потрiбно, можна обмежитися знаходженням значень, якi називаються числовими характеристиками
випадкової величини. Цi величини визначають деяке середнє значення, навколо якого групуються значення випадкової
величини, i ступiнь їхньої розпорошеностi навколо цього середнього значення.

12.1 Математичне сподiвання
Визначення. Математичним сподiванням дискретної випадкової величини називається сума добуткiв всiх

можливих значень випадкової величини на їхнi iмовiрностi.

mx = M(X) = x1p1 + x2p2 + ...+ xnpn =

n∑
i=1

xipi

Математичне сподiвання iснує, якщо ряд, що стоїть в правiй частинi рiвностi, збiгається абсолютно.
З погляду ймовiрностi можна сказати, що математичне сподiвання приблизно дорiвнює середньому арифметичному

спостережуваних значень випадкової величини.

12.1.1 Властивостi математичного сподiвання

1) Математичне сподiвання сталої величини дорiвнює самiй сталiй.

M(C) = C

2) Сталий множник можна виносити за знак математичного сподiвання.

M(Cx) = CM(x)

3) Математичне сподiвання добутку двох незалежних випадкових величин дорiвнює добутку їхнiх математичних
сподiвань.

M(XY ) = M(X)M(Y )

Ця властивiсть справедлива для довiльного числа випадкових величин.
4) Математичне сподiвання суми двох випадкових величин дорiвнює сумi математичних сподiвань доданкiв.

M(X + Y ) +M(X) +M(Y )

Ця властивiсть також справедлива для довiльного числа випадкових величин.
Нехай проводиться n незалежних випробувань, iмовiрнiсть появи подiї A в яких дорiвнює p.
Теорема. Математичне сподiвання M(X) числа появи подiї A в n незалежних випробуваннях дорiвнює добутку

числа випробувань на ймовiрнiсть появи подiї в кожному випробуваннi.

M(X) = np

12.2 Дисперсiя
Однак, математичне сподiвання не може повнiстю характеризувати випадковий процес. Крiм математичного сподi-

вання треба ввести величину, що характеризує вiдхилення значень випадкової величини вiд математичного сподiвання.
Це вiдхилення дорiвнює рiзницi мiж випадковою величиною i її математичним сподiванням. При цьому математи-

чне сподiвання вiдхилення дорiвнює нулю. Це пояснюється тим, що однi можливi вiдхилення додатнi, iншi вiд’ємнi, i
в результатi їхнього взаємного погашення виходить нуль.

Визначення. Дисперсiєю (розсiюванням) дискретної випадкової величини називається математичне сподiва-
ння квадрата вiдхилення випадкової величини вiд її математичного сподiвання.

D(X) = M [X −M(X)]
2

Приклад. Для розглянутого вище прикладу закон розподiлу випадкової величини має вигляд:

X 0 1 2
p 0,0625 0,375 0,5625

Знайти математичне сподiвання й дисперсiю випадкової величини.
Математичне сподiвання випадкової величини дорiвнює:

M(X) = 0 · 0, 0625 + 1 · 0, 375 + 2 · 0, 5625 = 1, 5
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Можливi значення квадрата вiдхилення:

[x1 −M(X)]
2

= (0− 1, 5)2 = 2, 25

[x2 −M(X)]
2

= (1− 1, 5)2 = 0, 25

[x3 −M(X)]
2

= (2− 1, 5)2 = 0, 25

Тодi

[[X −M(X)]2 2,25 0,25 0,25
p 0,0625 0,375 0,5625

Дисперсiя дорiвнює:
D(X) = 2, 25 · 0, 0625 + 0, 25 · 0, 375 + 0, 25 · 0, 5625 = 0, 375

Однак, на практицi подiбний спосiб обчислення дисперсiї незручний, тому що приводить при великiй кiлькостi
значень випадкової величини до громiздких обчислень.

Тому застосовується iнший спосiб.

12.2.1 Обчислення дисперсiї

Теорема. Дисперсiя дорiвнює рiзницi мiж математичним сподiванням квадрата випадкової величини Х та
квадратом її математичного сподiвання.

D(X) = M(X2)− [M(X)]
2

Доведення. З врахуванням того, що математичне сподiвання M(X) i квадрат математичного сподiвання M2(X)
– величини сталi, можна записати:

D(X) = M [X −M(X)]
2

= M
[
X2 − 2XM(X) +M2(X)

]
=

= M(X2)− 2M(X)M(X) +M2(X) = M(X2)−M2(X).

D(X) = M(X2)− [M(X)]
2

Застосуємо цю формулу для розглянутого вище прикладу:

X 0 1 2
X2 0 1 4
p 0,0625 0,375 0,5625

M(X2) = 0 · 0, 0625 + 1 · 0, 375 + 4 · 0, 5625 = 2, 625

D(X) = 2, 625− [1, 5]
2

= 0, 375

12.2.2 Властивостi дисперсiї

1. Дисперсiя постiйної величини дорiвнює нулю.
D(C) = 0

2. Сталий множник можна виносити за знак дисперсiї, пiдносячи його у квадрат.

D(CX) = C2D(X)

3. Дисперсiя суми двох незалежних випадкових величин дорiвнює сумi дисперсiй цих величин.

D(X + Y ) = D(X) +D(Y )

4. Дисперсiя рiзницi двох незалежних випадкових величин дорiвнює сумi дисперсiй цих величин.

D(X − Y ) = D(X) +D(Y )

Справедливiсть цiєї рiвностi випливає iз властивостi 2.

Теорема. Дисперсiя числа появи подiї А в n незалежних випробувань, у кожному з яких iмовiрнiсть р появи
подiї стала, дорiвнює добутку числа випробувань на ймовiрностi появи й непояви подiї в кожному випробуваннi.

D(X) = npq
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12.3 Середнє квадратичне вiдхилення
Визначення. Середнiм квадратичним вiдхиленням випадкової величини X називається квадратний корiнь

iз дисперсiї.

σ(X) =
√
D(X)

Теорема. Середнє квадратичне вiдхилення суми кiнцевого числа взаємно незалежних випадкових величин дорiв-
нює квадратному кореню iз суми квадратiв середнiх квадратичних вiдхилень цих величин.

σ(X1 +X2 + ...+Xn) =
√
σ2(X1) + σ2(X2) + ...+ σ2(Xn)

Приклад. Завод випускає 96% виробiв першого сорту й 4% виробiв другого сорту. Навмання вибирають 1000
виробiв. Нехай X – число виробiв першого сорту в данiй вибiрцi. Знайти закон розподiлу, математичне сподiвання й
дисперсiю випадкової величини X.

Вибiр кожного з 1000 виробiв можна вважати незалежним випробуванням, у якому ймовiрнiсть появи виробу
першого сорту однакова й дорiвнює p = 0, 96.

Таким чином, закон розподiлу може вважатися бiномiальним.

mx = pn = 1000 · 0, 96 = 960;

Dx = npq = 1000 · 0, 96 · 0, 04 = 38, 4;

Приклад. Знайти дисперсiю дискретної випадкової величини X – числа появ подiї A в двох незалежних випробу-
ваннях, якщо ймовiрностi появи цiєї подiї в кожному випробуваннi рiвнi й вiдомо, що М (X) = 0,9.

Оскiльки випадкова величина X розподiлена по бiномiальному законi, то

M(X) = np = 2p = 0, 9; ⇒ p = 0, 45;

D(X) = npq = 2p(1− p) = 2 · 0, 45 · 0, 55 = 0, 495.

Приклад. Проводяться незалежнi випробування з однаковою ймовiрнiстю появи подiї A в кожному випробуваннi.
Знайти ймовiрнiсть появи подiї A, якщо дисперсiя числа появ подiї в трьох незалежних випробуваннях дорiвнює 0,63.

За формулою дисперсiї бiномiального закону одержуємо:

D(X) = npq = 3p(1− p) = 0, 63;

3p2 − 3p+ 0, 63 = 0

p2 − p+ 0, 21 = 0;

p1 = 0, 7; p2 = 0, 3;

Приклад. Випробовується пристрiй, що складається iз чотирьох незалежно працюючих приладiв. Iмовiрностi вiд-
мови кожного iз приладiв рiвнi вiдповiдно p1 = 0, 3; p2 = 0, 4; p3 = 0, 5; p4 = 0, 6. Знайти математичне сподiвання й
дисперсiю числа приладiв, що вiдмовили.

Приймаючи за випадкову величину число приладiв, що вiдмовили, бачимо що ця випадкова величина може при-
ймати значення 0, 1, 2, 3 або 4.

Для складання закону розподiлу цiєї випадкової величини необхiдно визначити вiдповiднi ймовiрностi. Приймемо
qi = 1− pi.

1) Не вiдмовив жоден прилад.

p(0) = q1q2q3q4 = 0, 7 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 4 = 0, 084.

2) Вiдмовив один iз приладiв.

p(1) = p1q2q3q4 + q1p2q3q4 + q1q2p3q4 + q1q2q3p4 = 0, 302.

3) Вiдмовили два прилади.

p(2) = p1p2q3q4 + p1q2p3q4 + p1q2q3p4 + q1p2p3q4 + q1p2q3p4 + q1q2p3p4 = 0, 38.

4) Вiдмовили три прилади.

p(3) = p1p2p3q4 + p1p2q3p4 + p1q2p3p4 + q1p2p3p4 = 0, 198.

5) Вiдмовили всi прилади.
p(4) = p1p2p3p4 = 0, 036.

Одержуємо закон розподiлу:
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x 0 1 2 3 4
x2 0 1 4 9 16
p 0,084 0,302 0,38 0,198 0,036

Математичне сподiвання:

M(X) = 0, 302 + 2 · 0, 38 + 3 · 0, 198 + 4 · 0, 036 = 1, 8.

M(X2) = 0, 302 + 4 · 0, 38 + 9 · 0, 198 + 16 · 0, 036 = 4, 18.

Дисперсiя:
D(X) = M(X2)− [M(X)]

2
= 4, 18− 3, 24 = 0, 94.

13 Функцiя розподiлу
У всiх розглянутих вище випадках випадкова величина визначалася шляхом задання значень самої величини й

iмовiрностей цих значень.
Однак, такий метод застосовний далеко не завжди. Наприклад, у випадку неперервної випадкової величини, її зна-

чення можуть заповнювати деякий довiльний iнтервал. Очевидно, що в цьому випадку задати всi значення випадкової
величини просто нереально.

Навiть у випадку, коли це зробити можна, найчастiше задача вирiшується надзвичайно складно. Розглянутий тiль-
ки що приклад навiть при вiдносно простiй умовi (приладiв тiльки чотири) приводить до досить незручних обчислень,
а якщо в задачi буде кiлька сотень приладiв?

Тому постає задача про можливiсть вiдмовитися вiд iндивiдуального пiдходу до кожної задачi й знайти по можли-
востi найбiльш загальний спосiб задання будь-яких типiв випадкових величин.

Нехай x – дiйсне число. Iмовiрнiсть подiї, що полягає в тому, що X прийме значення, менше x, тобто X < x,
позначимо через F (x).

Визначення. Функцiєю розподiлу називають функцiю F (x), що визначає ймовiрнiсть того, що випадкова ве-
личина X у результатi випробування прийме значення, менше x.

F (x) = P (X < x)

Функцiю розподiлу також називають iнтегральною функцiєю.
Функцiя розподiлу iснує як для неперервних, так i для дискретних випадкових величин. Вона повнiстю характе-

ризує випадкову величину i є однiєю з форм закону розподiлу.
Для дискретної випадкової величини функцiя розподiлу має вигляд:

F (x) =
∑
xi<x

P (X = xi)

Знак нерiвностi пiд знаком суми показує, що пiдсумовування поширюється на тi можливi значення випадкової
величини, якi менше аргументу x.

Функцiя розподiлу дискретної випадкової величини X розривна й зростає стрибками при переходi через кожне
значення xi.

Так для прикладу, розглянутого вище, функцiя розподiлу буде мати вигляд:

0 1 2 3 4 5 6
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2
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13.1 Властивостi функцiї розподiлу
1) значення функцiї розподiлу належать вiдрiзку [0, 1].

0 6 F (x) 6 1

2) F (x) – неспадна функцiя.
F (x2) > F (x1) при x2 > x1

3) Iмовiрнiсть того, що випадкова величина прийме значення, вкладене в iнтервалi (a, b), дорiвнює приросту функцiї
розподiлу на цьому iнтервалi.

P (a 6 X < b) = F (b)− F (a)

4) На мiнус нескiнченностi функцiя розподiлу дорiвнює нулю, на плюс нескiнченностi функцiя розподiлу дорiвнює
одиницi.

5) Iмовiрнiсть того, що неперервна випадкова величина X прийме одне певне значення, дорiвнює нулю.
Таким чином, не має сенсу говорити про якесь конкретне значення випадкової величини. Iнтерес представляє

тiльки ймовiрнiсть потрапляння випадкової величини в якийсь iнтервал, що вiдповiдає бiльшостi практичних задач.

14 Щiльнiсть розподiлу
Функцiя розподiлу повнiстю характеризує випадкову величину, однак, має один недолiк. По функцiї розподiлу

важко судити про характер розподiлу випадкової величини в невеликому околi тiєї чи iншої точки числової осi.
Визначення. Щiльнiстю розподiлу ймовiрностей неперервної випадкової величини X називається функцiя

f(x) – перша похiдна вiд функцiї розподiлу F (x).

f(x) = F ′(x).

Щiльнiсть розподiлу також називають диференцiальною функцiєю. Для опису дискретної випадкової величини
щiльнiсть розподiлу неприйнятна.

Змiст щiльностi розподiлу полягає в тому, що вона показує як часто з’являється випадкова величина X у деякому
околi точки x при повтореннi дослiдiв.

Пiсля введення функцiй розподiлу й щiльностi розподiлу можна дати наступне визначення неперервної випадкової
величини.

Визначення. Випадкова величина X називається неперервною, якщо її функцiя розподiлу F (x) неперервна на
всiй осi ОХ, а щiльнiсть розподiлу f(x) iснує скрiзь, за винятком, можливо, скiнченного числа точок.

Знаючи щiльнiсть розподiлу, можна обчислити ймовiрнiсть того, що деяка випадкова величина X прийме значення,
що належить заданому iнтервалу.

Теорема. Iмовiрнiсть того, що неперервна випадкова величина Х прийме значення, що належить iнтервалу (a,
b), дорiвнює певному iнтегралу вiд щiльностi розподiлу, взятому в межах вiд a до b.

P (a < X < b) =

∫ b

a

f(x)dx

Доведення цiєї теореми засновано на визначеннi щiльностi розподiлу й третiй властивостi функцiї розподiлу, запи-
санiй вище.

Геометрично це означає, що ймовiрнiсть того, що неперервна випадкова величина прийме значення, що належить
iнтервалу (a, b), дорiвнює площi криволiнiйної трапецiї, обмеженою вiссю Ox, кривою розподiлу f(x) i прямими x = a
i x = b.

Функцiя розподiлу може бути легко знайдена, якщо вiдома щiльнiсть розподiлу, за формулою:

F (x) =

∫ x

−∞
f(x)dx

14.1 Властивостi щiльностi розподiлу
1) Щiльнiсть розподiлу – невiд’ємна функцiя.

f(x) > 0

2) Невласний iнтеграл вiд щiльностi розподiлу в межах вiд −∞ до ∞ дорiвнює одиницi.∫ ∞
−∞

f(x)dx = 1.

Приклад. Випадкова величина пiдлягає закону розподiлу iз щiльнiстю:

f(x) =

{
a sinx, якщо 0 6 x 6 π
0, якщо x < 0 або x > π
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X

Y

0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 2,5 2,7 2,9 3,1 3,3−0,1

−0,8

−0,7

−0,6

−0,5

−0,4

−0,3

−0,2

−0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

Потрiбно знайти коефiцiєнт a, побудувати графiк функцiї щiльностi розподiлу, визначити ймовiрнiсть того, що
випадкова величина потрапить в iнтервал вiд 0 до π

4 .
Побудуємо графiк щiльностi розподiлу:
Для знаходження коефiцiєнта a скористаємося властивiстю

∫∞
−∞ f(x)dx = 1.∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ 0

−∞
0dx+

∫ π

0

a sinxdx+

∫ ∞
π

0dx = a

∫ π

0

sinxdx = − a cosx|π0 = 2a = 1;

a =
1

2
.

Знаходимо ймовiрнiсть потрапляння випадкової величини в заданий iнтервал.

P =

∫ π
4

0

1

2
sinxdx = −1

2
cosx

∣∣∣∣π4
0

=
2−
√

2

4
.

Приклад. Задано неперервну випадкову величину x своєю щiльнiстю розподiлу f(x).

f(x) =

{
A cos 2x, якщо − π

4 6 x 6 π
4

0, якщо |x| > π
4

Потрiбно визначити коефiцiєнт A, знайти функцiю розподiлу, побудувати графiки функцiї розподiлу й щiльностi
розподiлу, визначити ймовiрнiсть того, що випадкова величина x потрапить в iнтервал

(
π
6 ; 2

)
.

Знайдемо коефiцiєнт A.∫ ∞
−∞

f(x)dx =

∫ −π/4
−∞

0dx+

∫ π/4

−π/4
A cos 2xdx+

∫ ∞
π/4

0dx =
A sin 2x

2

∣∣∣∣π/4
−π/4

= A = 1.

Знайдемо функцiю розподiлу:
1) На дiлянцi x < −π4 : F (x) =

∫ x
−∞ f(x)dx =

∫ x
−∞ 0dx = 0.

2) На дiлянцi −π4 6 x 6 π
4 : F (x) =

∫ −π/4
−∞ 0dx+

∫ x
−π/4 cos 2xdx = sin 2x

2

∣∣x
−π/4 = sin 2x

2 + 1
2 .

3) На дiлянцi x > π
4 : F (x) =

∫ −π/4
−∞ 0dx+

∫ π/4
−π/4 cos 2xdx+

∫ x
π/4

0dx = sin 2x
2

∣∣π/4
−π/4 = 1.

Отже: f(x) =

{
cos 2x, якщо − π

4 6 x 6 π
4

0, якщо |x| > π
4

; F (x) =


0, якщо x < −π4
sin 2x+1

2 , якщо − π
4 6 x 6 π

4
1, якщо x > π

4

;

Побудуємо графiк щiльностi розподiлу:

X

Y

0,2 0,5 0,8 1,1 1,4−0,2−0,5−0,8−1,1−1,4−1,7

−0,7

−0,6

−0,5

−0,4

−0,3

−0,2

−0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7
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X

Y

0,2 0,5 0,8 1,1 1,4−0,2−0,5−0,8−1,1−1,4−1,7

−0,7

−0,6

−0,5

−0,4

−0,3

−0,2

−0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

Побудуємо графiк функцiї розподiлу:
Знайдемо ймовiрнiсть потрапляння випадкової величини в iнтервал

(
π
6 ; 2

)
.

P
(π

6
< x < 2

)
=

∫ 2

π/6

f(x)dx =

∫ π/4

π/6

cos 2xdx+

∫ 2

π/4

0dx =
sin 2x

2

∣∣∣∣π/4
π/6

=
1

2
−
√

3

4
= 0, 067;

Ту саму ймовiрнiсть можна шукати й iншим способом:

P
(π

6
< x < 2

)
= F (2)− F

(π
6

)
= 1−

sin
(
π
3

)
+ 1

2
=

1

2
−
√

3

4
= 0, 067.

15 Числовi характеристики неперервних випадкових величин
Нехай неперервна випадкова величина X задана функцiєю розподiлу f(x). Припустимо, що всi можливi значення

випадкової величини належать вiдрiзку [a, b].

15.1 Математичне сподiвання
Визначення. Математичним сподiванням неперервної випадкової величини X, можливi значення якої нале-

жать вiдрiзку [a, b], називається визначений iнтеграл

M(X) =

∫ b

a

xf(x)dx

Якщо можливi значення випадкової величини розглядаються на всiй числовiй осi, то математичне сподiвання
знаходиться за формулою:

M(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx

При цьому, звичайно, мається на увазi, що невласний iнтеграл збiгається.

15.2 Дисперсiя
Визначення. Дисперсiєю неперервної випадкової величини називається математичне сподiвання квадрата її

вiдхилення.

D(X) =

∫ ∞
−∞

[x−M(X)]2f(x)dx

За аналогiєю з дисперсiєю дискретної випадкової величини, для практичного обчислення дисперсiї використовують
формулу:

D(X) =

∫ ∞
−∞

x2f(x)dx− [M(X)]2

15.3 Середнє квадратичне вiдхилення
Визначення. Середнiм квадратичним вiдхиленням називається квадратний корiнь iз дисперсiї.

σ(X) =
√
D(X)
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15.4 Мода
Визначення. Модою M0 дискретної випадкової величини називається її найбiльш iмовiрне значення. Для непе-

рервної випадкової величини мода – таке значення випадкової величини, при якому щiльнiсть розподiлу має максимум.

f(M0) = max f (x) .

Якщо багатокутник розподiлу для дискретної випадкової величини або крива розподiлу для неперервної випадкової
величини має два або кiлька максимумiв, то такий розподiл називається двомодальним або багатомодальным.

Якщо розподiл має мiнiмум, але не має максимуму, то вiн називається антимодальним.

15.5 Медiана
Визначення. Медiаною MD випадкової величини X називається таке її значення, щодо якого рiвноiмовiрне

одержання бiльшого або меншого значення випадкової величини.

P (X < MD) = P (X > MD)

Геометрично медiана – абсциса точки, у якiй площа, обмежена кривою розподiлу дiлиться навпiл.
Вiдзначимо, що якщо розподiл одномодальний, то мода й медiана збiгаються з математичним сподiванням.

15.6 Початковий момент
Визначення. Початковим моментом порядку k випадкової величини X називається математичне сподiвання

величини Xk.

αk = M [Xk].

Для дискретної випадкової величини: αk =
∑n
i=1 x

k
i pi.

Для неперервної випадкової величини: αk =
∫∞
−∞ xkf(x)dx. Початковий момент першого порядку дорiвнює мате-

матичному сподiванню.

15.7 Центральний момент
Визначення. Центральним моментом порядку k випадкової величини X називається математичне сподiвання

величини (X −mx)k.

µk = M [(X −mx)k]

Для дискретної випадкової величини: µk =
∑n
i=1(xi −mx)kpi.

Для неперервної випадкової величини: µk =
∫∞
−∞(x−mx)kf(x)dx.

Центральний момент першого порядку завжди дорiвнює нулю, а центральний момент другого порядку дорiвнює
дисперсiї. Центральний момент третього порядку характеризує асиметрiю розподiлу.

15.8 Коефiцiєнт асиметрiї
Визначення. Вiдношення центрального моменту третього порядку до середнього квадратичного вiдхилення в

третьому ступенi називається коефiцiєнтом асиметрiї.

ax =
µ3

σ3
x

15.9 Ексцес
Визначення. Для характеристики гостровершинностi й плосковершинностi розподiлу використовується величина,

названа ексцесом.

Cx =
µ4

σ4
x

− 3

15.10 Абсолютнi моменти
Крiм розглянутих величин, використовують також так званi абсолютнi моменти:
Абсолютний початковий момент: βk = M

[
|X|k

]
.

Абсолютний центральний момент: νk = M
[
|X −mx|k

]
.

Абсолютний центральний момент першого порядку називається середнiм арифметичним вiдхиленням.

28



Приклад. Для розглянутого вище прикладу визначити математичне сподiвання й дисперсiю випадкової величини
X.

M(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =

∫ −π/4
−∞

0dx+

∫ π/4

−π/4
x cos 2xdx+

∫ ∞
π/4

0dx =

∫ π/4

−π/4
x cos 2xdx =

∣∣∣∣ u = x; dv = cos 2xdx;
du = dx; v = sin 2x

2 ;

∣∣∣∣ =

=
x sin 2x

2

∣∣∣∣π/4
−π/4

−
∫ π/4

−π/4

sin 2x

2
dx =

cos 2x

4

∣∣∣∣π/4
−π/4

= 0.

M(X2) =
∫∞
−∞ x2f(x)dx =

∫ −π/4
−∞ 0dx+

∫ π/4
−π/4 x

2 cos 2xdx+
∫∞
π/4

0dx =
∫ π/4
−π/4 x

2 cos 2xdx =

=

∣∣∣∣ u = x2; dv = cos 2xdx;
du = 2xdx; v = sin 2x

2 ;

∣∣∣∣ = x2 sin 2x
2

∣∣∣π/4
−π/4

−
∫ π/4
−π/4 x sin 2xdx =

∣∣∣∣ u = x; sin 2xdx = dv;
du = dx; v = − cos 2x

2 ;

∣∣∣∣ = π2

16 +

+ x cos 2x
2

∣∣π/4
−π/4 −

∫ π/4
−π/4

cos 2x
2 dx = π2

16 −
sin 2x

4

∣∣π/4
−π/4 = π2

16 −
1
2 = 0, 1163.

D(X) = M(X2)− [M(X)]
2

= 0, 1163− 0 = 0, 1163.

Приклад. В урнi 6 бiлих i 4 чорних кулi. З неї п’ять разiв поспiль витягають кулю, причому щораз вийняту кулю
повертають назад i кулi перемiшують. Прийнявши за випадкову величину X число витягнутих бiлих куль, скласти
закон розподiлу цiєї величини, визначити її математичне сподiвання й дисперсiю.

Оскiльки кулi в кожному дослiдi повертають назад i перемiшують, то випробування можна вважати незалежними
(результат попереднього дослiду не впливає на ймовiрнiсть появи або непояви подiї в iншому дослiдi).

Таким чином, iмовiрнiсть появи бiлої кулi в кожному дослiдi стала й дорiвнює PБ = 6
10 = 0, 6.

Таким чином, у результатi п’яти послiдовних випробувань бiла куля може не з’явитися зовсiм, з’явитися один раз,
два, три, чотири або п’ять разiв.

Для складання закону розподiлу треба знайти ймовiрностi кожної з цих подiй.
1) Бiла куля не з’явилася зовсiм: PБ(0) = (1− PБ)5 = 0, 0102.
2) Бiла куля з’явилася один раз: PБ(1) = C1

5PБ(1− PБ)4 = 5!
1!·4!0, 6 · 0, 4

4 = 0, 0768

3) Бiла куля з’явитися два рази: PБ(2) = 5!
2!·3!0, 6

2 · 0, 43 = 0, 2304.
4) Бiла куля з’явитися три рази: PБ(3) = 5!

3!·2!0, 6
3 · 0, 42 = 0, 3456.

5) Бiла куля з’явитися чотири рази: PБ(4) = 5!
4!·1!0, 6

4 · 0, 41 = 0, 2592.
6) Бiла куля з’явилася п’ять разiв: PБ(5) = 0, 65 = 0, 0778.
Одержуємо такий закон розподiлу випадкової величини X.

x 0 1 2 3 4 5
x2 0 1 4 9 16 25
p(x) 0,0102 0,0768 0,2304 0,3456 0,2592 0,0778

M(X) = 0, 0768 + 2 · 0, 2304 + 3 · 0, 3456 + 4 · 0, 2592 + 5 · 0, 0778 = 3, 0002.

M(X2) = 0, 0768 + 4 · 0, 2304 + 9 · 0, 3456 + 16 · 0, 2592 + 25 · 0, 0778 = 10, 201.

D(X) = M(X2)− [M(X)]2 = 10, 201− 9, 0012 = 1, 1998.

При розв’язаннi практичних задач найчастiше точно знайти закон розподiлу випадкової величини досить складно.
Однак, всi процеси, що вiдбуваються, пов’язанi з випадковими величинами, можна роздiлити на кiлька типiв, кожному
з яких можна поставити у вiдповiднiсть якийсь закон розподiлу.

Вище були розглянутi деякi типи розподiлiв дискретної випадкової величини такi, як бiномiальний розподiл i
розподiл Пуассона.

Розглянемо тепер деякi типи законiв розподiлу для неперервної випадкової величини.

16 Рiвномiрний розподiл
Визначення. Неперервна випадкова величина має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [a; b], якщо на цьому вiдрiзку

щiльнiсть розподiлу випадкової величини постiйна, а поза ним дорiвнює нулю.

f(x) =

 0, x < a
C, a 6 x 6 b
0, x > b

Стала величина C може бути визначена з умови рiвностi одиницi площi, обмеженої кривою розподiлу.

C =
1

b− a
Одержуємо C = 1

b−a .
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Знайдемо функцiю розподiлу F (x) на вiдрiзку [a; b].

F (x) =

∫ x

−∞
f(x)dx =

∫ x

a

1

b− a
dx =

x

b− a

∣∣∣∣x
a

=
x− a
b− a

.

F (x) =


0, якщо x < a
x−a
b−a , якщо a 6 x 6 b

1, якщо x > b

(а)

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

(б)

Для того, щоб випадкова величина пiдкорялася закону рiвномiрного розподiлу, необхiдно, щоб її значення лежали
всерединi деякого певного iнтервалу, i всерединi цього iнтервалу значення цiєї випадкової величини були б рiвноiмо-
вiрнi.

Визначимо математичне сподiвання й дисперсiю випадкової величини, що пiдлягає рiвномiрному закону розподiлу.

mx =

∫ b

a

xf(x)dx =

∫ b

a

x

b− a
dx =

x2

2(b− a)

∣∣∣∣b
a

=
a+ b

2
.

mx2 =

∫ b

a

x2f(x)dx =

∫ b

a

x2

b− a
dx =

x3

3(b− a)

∣∣∣∣b
a

=
b3 − a3

3(b− a)
=
b2 + ab+ a2

3
.

Dx = mx2 −m2
x =

b2 + ab+ a2

3
− a2 + 2ab+ b2

4
=
b2 − 2ab+ a2

12
=

(b− a)2

12
.

σx =
√
Dx =

b− a
2
√

3
.

Iмовiрнiсть потрапляння випадкової величини в заданий iнтервал:

P (α < X < β) =

∫ β

α

dx

b− a
=
β − α
b− a

.

17 Показниковий розподiл
Визначення. Показниковим (експонентним) називається розподiл ймовiрностей неперервної випадкової ве-

личини Х, що описується щiльнiстю

f(x) =

{
0, якщо x < 0
λe−λx, якщо x > 0

де λ – додатне число.
Знайдемо закон розподiлу.

F (x) =

∫ x

−∞
f(x)dx =

∫ 0

−∞
0dx+ λ

∫ x

0

e−λxdx = 1− e−λx.

F (x) =

{
0, якщо x < 0
1− e−λx, якщо x > 0

Графiки функцiї розподiлу й щiльностi розподiлу:
Знайдемо математичне сподiвання випадкової величини, пiдлеглої показниковому розподiлу.

mx =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =

∫ ∞
0

xλe−λxdx =

∣∣∣∣ u = x; e−λxdx = dv;

du = dx; − e
−λx

λ = v;

∣∣∣∣ = λ

(
− xe−λx

λ

∣∣∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

e−λx

λ
dx

)
=

=

∫ ∞
0

e−λxdx = − e−λx

λ

∣∣∣∣∞
0

=
1

λ
.

30



(а)

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

(б)

Результат отриманий з використанням того факту, що

xe−λx
∣∣∞
0

= lim
x→∞

x

eλx
− 0 =

∣∣∣∣ Правило
Лопiталя

∣∣∣∣ = lim
x→∞

1

−λeλx
= 0.

Для знаходження дисперсiї знайдемо величину M(X2).

M(X2) =

∫ ∞
−∞

x2f(x)dx =

∫ ∞
0

λx2e−λxdx

Двiчi iнтегруючи частинами, аналогiчно розглянутому випадку, одержимо:

M(X2) =
2

λ2
;

Тодi D (X) = M
(
X2
)
− [M (X)]

2
= 1

λ2 .
Разом: M(X) = 1

λ ; D(X) = 1
λ2 ; σx = 1

λ .
Видно, що у випадку показникового розподiлу математичне сподiвання й середнє квадратичне вiдхилення рiвнi.
Також легко визначити й iмовiрнiсть потрапляння випадкової величини, пiдлеглої показниковому закону розподiлу,

у заданий iнтервал.

P (a < x < b) = F (b)− F (a) = e−λa − e−λb.

Показниковий розподiл широко використовується в теорiї надiйностi.
Припустимо, деякий пристрiй починає працювати в момент часу t0 = 0, а через якийсь час t вiдбувається вiдмова

пристрою.
Позначимо T неперервну випадкову величину – тривалiсть безвiдмовної роботи пристрою.
Таким чином, функцiя розподiлу F (t) = P (T < t) визначає ймовiрнiсть вiдмови за час тривалiстю t.
Iмовiрнiсть протилежної подiї (безвiдмовна робота протягом часу t) дорiвнює R(t) = P (T > t) = 1− F (t).
Визначення. Функцiєю надiйностi R(t) називають функцiю, що визначає ймовiрнiсть безвiдмовної роботи

пристрою протягом часу t.
Часто на практицi тривалiсть безвiдмовної роботи пiдкоряється показниковому закону розподiлу.
Загалом кажучи, якщо розглядати новий пристрiй, то ймовiрнiсть вiдмови на початку його функцiонування буде

бiльше, потiм кiлькiсть вiдмов знизиться й буде якийсь час мати практично те саме значення. Потiм (коли пристрiй
виробить свiй ресурс) кiлькiсть вiдмов буде зростати.

Iнакше кажучи, можна сказати, що функцiонування пристрою протягом всього iснування (у змiстi кiлькостi вiдмов)
можна описати комбiнацiєю двох показникових законiв (на початку й кiнцi функцiонування) i рiвномiрного закону
розподiлу.

Функцiя надiйностi для якогось пристрою при показниковому законi розподiлу дорiвнює:

R(t) = 1− F (t) = e−λt.

Дане спiввiдношення називають показниковим законом надiйностi.
Важливою властивiстю, що дозволяє значно спростити розв’язання задач теорiї надiйностi, є те, що ймовiрнiсть

безвiдмовної роботи пристрою на iнтервалi часу t не залежить вiд часу попередньої роботи до початку розглянутого
iнтервалу, а залежить тiльки вiд тривалостi часу t.

Таким чином, безвiдмовна робота пристрою залежить тiльки вiд iнтенсивностi вiдмов λ i не залежить вiд безвiд-
мовної роботи пристрою в минулому.

Оскiльки подiбною властивiстю володiє тiльки показниковий закон розподiлу, цей факт дозволяє визначити, чи є
закон розподiлу випадкової величини показниковим, чи нi.
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18 Нормальний закон розподiлу
Визначення. Нормальним називається розподiл ймовiрностей неперервної випадкової величини, що описується

щiльнiстю ймовiрностi

f(x) =
1

σx
√

2π
e
− (x−mx)2

2σ2x ;

Нормальний закон розподiлу також називається законом Гауса.
Нормальний закон розподiлу займає центральне мiсце в теорiї ймовiрностей. Це обумовлено тим, що цей закон

проявляється у всiх випадках, коли випадкова величина є результатом дiї великої кiлькостi рiзних факторiв. До
нормального закону наближаються всi iншi закони розподiлу.

Можна легко показати, що параметри mx й σx, що входять у щiльнiсть розподiли є вiдповiдно математичним
сподiванням i середнiм квадратичним вiдхиленням випадкової величини X.

Знайдемо функцiю розподiлу F (x).

F (x) =
1

σx
√

2π

∫ x

−∞
e
− (x−mx)2

2σ2x dx

Графiк щiльностi нормального розподiлу називається нормальною кривою або кривою Гауса.
Нормальна крива має наступнi властивостi:
1) Функцiя визначена на всiй числовiй осi.
2) При всiх x функцiя розподiлу приймає тiльки додатнi значення.
3) Вiсь Ox є горизонтальною асимптотою графiка щiльностi ймовiрностi, тому що при необмеженому зростаннi по

абсолютнiй величинi аргументу x, значення функцiї прямує до нуля.
4) Знайдемо екстремум функцiї.

y′ = −x−mx

σ3
x

√
2π

e
− (x−mx)2

2σ2x = 0; x = mx;

Оскiльки при y′ > 0 при x < mx i y′ < 0 при x > mx, то в точцi x = mx функцiя має максимум, рiвний 1
σx
√

2π
.

5) Функцiя є симетричною вiдносно прямої x = mx, тому що рiзниця (x − mx) входить до функцiї щiльностi
розподiлу у квадратi.

6) Для знаходження точок перегину графiка знайдемо другу похiдну функцiї щiльностi.

y′′ = − 1

σ3
x

√
2π
e
− (x−mx)2

2σ2x

[
1− (x−mx)2

σ2
x

]
При x = mx + σx i x = mx − σx друга похiдна дорiвнює нулю, а при переходi через цi точки мiняє знак, тобто в

цих точках функцiя має перегин.
У цих точках значення функцiї дорiвнює 1

σxe
√

2π
.

Побудуємо графiк функцiї щiльностi розподiлу.

X

Y

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2−0,2−0,4−0,6−0,8−1,0−1,2

−0,4

−0,3

−0,2

−0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

Побудовано графiки при mx = 0 i трьох можливих значеннях середнього квадратичного вiдхилення σx = 1, σx = 2
i σx = 7. Як видно, при збiльшеннi значення середнього квадратичного вiдхилення графiк стає бiльш пологим, а
максимальне значення зменшується.

Якщо mx > 0, то графiк змiститься в додатному напрямку, якщо mx < 0 – у вiд’ємному.
При mx = 0 i σx = 1 крива називається нормованою. Рiвняння нормованої кривої:

ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 .
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18.1 Функцiя Лапласа
Знайдемо ймовiрнiсть потрапляння випадкової величини, розподiленої за нормальним законом, у заданий iнтервал.

P (a < X < b) =

∫ b

a

f(x)dx =
1

σ
√

2π

∫ b

a

e−
(x−m)2

2σ2 dx

Позначимо x−m
σ
√

2
= t; a−m

σ
√

2
= α; b−m

σ
√

2
= β;

Тодi P (a < X < b) = 1
σ
√

2π

∫ β
α
e−t

2

σ
√

2dt = 1√
π

∫ β
α
e−t

2

dt = 1
2 [Φ(β)− Φ(α)]

Оскiльки iнтеграл
∫
e−t

2

dt не виражається через елементарнi функцiї, то вводиться в розгляд функцiя

Φ(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt,

яка називається функцiєю Лапласа або iнтегралом iмовiрностей.
Значення цiєї функцiї при рiзних значеннях x розраховано i наведено в спецiальних таблицях.
Нижче показано графiк функцiї Лапласа.

X

Y

0,4 0,8 1,2 1,6 2,0−0,4−0,8−1,2−1,6−2,0

−1,6

−1,4

−1,2

−1,0

−0,8

−0,6

−0,4

−0,2

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

Функцiя Лапласа має наступнi властивостi:
1) Φ(0) = 0;
2) Φ(−x) = −Φ(x);
3) Φ(∞) = 1.
Функцiю Лапласа також називають функцiєю помилок i позначають erf x.
Крiм того, використовується нормована функцiя Лапласа, що пов’язана з функцiєю Лапласа спiввiдношенням:

Φ̄(x) =
1

2
Φ

(
x√
2

)
=

1√
2π

∫ x

0

e−t
2/2dt;

Нижче показаний графiк нормованої функцiї Лапласа.

X

Y

0,4 0,8 1,2 1,6 2,0−0,4−0,8−1,2−1,6−2,0

−1,6

−1,4

−1,2

−1,0

−0,8

−0,6

−0,4

−0,2

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

При розглядi нормального закону розподiлу видiляється важливий окремий випадок, вiдомий як правило трьох
сигм.

Запишемо ймовiрнiсть того, що вiдхилення нормально розподiленої випадкової величини вiд математичного спо-
дiвання менше заданої величини ∆:

P (|X −m| < ∆) = Φ̄

[
m+ ∆−m

σ

]
− Φ̄

[
m−∆−m

σ

]
= Φ̄

[
∆

σ

]
− Φ̄

[
−∆

σ

]
= 2Φ̄

[
∆

σ

]
Якщо прийняти ∆ = 3σ, то одержуємо з використанням таблиць значень функцiї Лапласа:

P (|X −m| < 3σ) = 2Φ̄(3) = 2 · 0, 49865 = 0, 9973
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Тобто iмовiрнiсть того, що випадкова величина вiдхилиться вiд свого математичного сподiвання на величину,
бiльшу нiж потроєне середнє квадратичне вiдхилення, практично дорiвнює нулю.

Це правило називається правилом трьох сигм.
На практицi вважається, що якщо для якоїсь випадкової величини виконується правило трьох сигм, то ця випадкова

величина має нормальний розподiл.
Приклад. Поїзд складається з 100 вагонiв. Маса кожного вагона – випадкова величина, розподiлена за нормальним

законом з математичним сподiванням a = 65 т i середнiм квадратичним вiдхиленням σ = 0, 9 т. Локомотив може везти
поїзд масою не бiльше 6600 т, якщо вагу перевищено, необхiдно причiпляти другий локомотив. Знайти ймовiрнiсть
того, що другий локомотив не буде потрiбним.

Другий локомотив не буде потрiбним, якщо вiдхилення маси поїзду вiд очiкуваного (100 ·65 = 6500) не перевершує
6600− 6500 = 100 т.

Оскiльки маса кожного вагона має нормальний розподiл, маса всього поїзду теж буде розподiлена нормально.
Одержуємо:

P (|X −M(X)| < 100 = 2Φ̄

[
100

100σ

]
= 2Φ̄ [1, 111] = 2 · 0, 3665 = 0, 733

Приклад. Нормально розподiлена випадкова величина X задана своїми параметрами – a = 2 – математичне спо-
дiвання й σ = 1 – середнє квадратичне вiдхилення. Потрiбно написати щiльнiсть iмовiрностi й побудувати її графiк,
знайти ймовiрнiсть того,X прийме значення з iнтервалу (1; 3), знайти ймовiрнiсть того, щоX вiдхилиться (за модулем)
вiд математичного сподiвання не бiльше нiж на 2.

Щiльнiсть розподiлу має вигляд:

f(x) =
1√
2π
e−

(x−2)2

2 ;

Побудуємо графiк:

X

Y

0,2 0,6 1,0 1,4 1,8 2,2 2,6 3,0 3,4

−1,0

−0,8

−0,6

−0,4

−0,2

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

Знайдемо ймовiрнiсть потрапляння випадкової величини в iнтервал (1; 3).

P (1 < X < 3) =
1√
π

∫ β

α

e−t
2

dt =
1

2

[
Φ

(
3− 2√

2

)
− Φ

(
1− 2√

2

)]
=

1

2
[Φ(0, 7071) + Φ(0, 7071)] = 0, 6778.

Знайдемо ймовiрнiсть вiдхилення випадкової величини вiд математичного сподiвання на величину, не бiльшу чим
2.

P (|X − 2| < 2) = Φ

(
∆

σ
√

2

)
= Φ

(
2√
2

)
= Φ(

√
2) ≈ 0, 95.

Той же результат може бути отриманий з використанням нормованої функцiї Лапласа.

P (|X − 2| < 2) = 2Φ̄

(
∆

σ

)
= 2Φ̄ (2) = 2 · 0, 4772 ≈ 0, 95.

18.2 Центральна гранична теорема
Теорема. Якщо випадкова величина X являє собою суму дуже великого числа взаємно незалежних випадкових

величин, вплив кожної з яких на всю суму мiзерно малий, то X має розподiл, близький до нормального.
На практицi для бiльшостi випадкових величин виконуються умови теореми Ляпунова.

19 Система випадкових величин
Розглянутi вище випадковi величини були одновимiрними, тобто визначалися одним числом, однак, iснують також

випадковi величини, якi визначаються двома, трьома тощо числами. Такi випадковi величини називаються двовимiр-
ними, тривимiрними тощо.

Залежно вiд типу, що входять у систему випадкових величин, системи можуть бути дискретними, неперервними
або змiшаними, якщо в систему входять рiзнi типи випадкових величин.
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Бiльш докладно розглянемо системи двох випадкових величин.
Визначення. Законом розподiлу системи випадкових величин називається спiввiдношення, що встановлює

зв’язок мiж областями можливих значень системи випадкових величин i ймовiрностями появи системи в цих областях.
Визначення. Функцiєю розподiлу системи двох випадкових величин називається функцiя двох аргументiв

F (x, y), рiвна ймовiрностi одночасного виконання двох нерiвностей X < x, Y < y.

F (x, y) = P (X < x, Y < y)

Вiдзначимо наступнi властивостi функцiї розподiлу системи двох випадкових величин:
1) Якщо один з аргументiв прямує до плюс нескiнченностi, то функцiя розподiлу системи прямує до функцiї

розподiлу однiєї випадкової величини, що вiдповiдає iншому аргументу.

lim
y→∞

F (x, y) = F1(x);

lim
x→∞

F (x, y) = F2(y);

2) Якщо обидва аргументи прямують до нескiнченностi, то функцiя розподiлу системи прямує до одиницi.

F (∞,∞) = 1;

3) При прямуваннi одного або обох аргументiв до мiнус нескiнченностi функцiя розподiлу прямує до нуля.

F (−∞, y) = F (x,−∞) = F (−∞,−∞) = 0;

4) Функцiя розподiлу є неспадною функцiєю за кожним аргументом.
5) Iмовiрнiсть потрапляння випадкової точки (X, Y ) у довiльний прямокутник зi сторонами, паралельними коор-

динатним осям, обчислюється за формулою:

P (a 6 X 6 b, c 6 Y 6 d) = F (b, d)− F (a, d)− F (b, c) + F (a, c)

19.1 Щiльнiсть розподiлу системи двох випадкових величин
Визначення. Щiльнiстю спiльного розподiлу ймовiрностей двовимiрної випадкової величини (X, Y ) нази-

вається друга змiшана частинна похiдна вiд функцiї розподiлу.

f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y

Якщо вiдома щiльнiсть розподiлу, то функцiя розподiлу може бути легко знайдена за формулою:

F (x, y) =

∫ y

−∞

∫ x

−∞
f(x, y)dxdy

Двовимiрна щiльнiсть розподiлу ненегативна й подвiйний iнтеграл з нескiнченними межами вiд двовимiрної щiль-
ностi дорiвнює одиницi. ∫ ∞

−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)dxdy = 1

За вiдомою щiльнiстю спiльного розподiлу можна знайти щiльностi розподiлу кожної зi складових двовимiрної
випадкової величини.

f1(x) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dy; f2(y) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dx

F1(x) = F (x,∞) =

∫ x

−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)dxdy;F2(y) = F (∞, y) =

∫ y

−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)dxdy;

19.2 Умовнi закони розподiлу
Як було показано вище, знаючи спiльний закон розподiлу можна легко знайти закони розподiлу кожної випадкової

величини, що входить у систему.
Однак, на практицi частiше стоїть зворотна задача – за вiдомими законами розподiлу випадкових величин знайти

їхнiй спiльний закон розподiлу.
У загальному випадку ця задача є нерозв’язною, тому що закон розподiлу випадкової величини нiчого не говорить

про зв’язок цiєї величини з iншими випадковими величинами.
Крiм того, якщо випадковi величини залежнi мiж собою, то закон розподiлу не може бути виражений через закони

розподiлу складових, тому що повинен встановлювати зв’язок мiж складовими.
Все це приводить до необхiдностi розгляду умовних законiв розподiлу.
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Визначення. Розподiл однiєї випадкової величини, що входить у систему, знайдений за умови, що iнша випадкова
величина прийняла певне значення, називається умовним законом розподiлу.

Умовний закон розподiлу можна задавати як функцiєю розподiлу так i щiльнiстю розподiлу.
Умовна щiльнiсть розподiлу обчислюється за формулами:

f(x/y) =
f(x, y)

f2(y)
=

f(x, y)∫∞
−∞ f(x, y)dx

f(y/x) =
f(x, y)

f1(x)
=

f(x, y)∫∞
−∞ f(x, y)dy

Умовна щiльнiсть розподiлу має всi властивостi щiльностi розподiлу однiєї випадкової величини.

19.2.1 Умовне математичне сподiвання

Визначення. Умовним математичним сподiванням дискретної випадкової величини Y при X = x (x – певне
можливе значення X) називається добуток всiх можливих значень Y на їхнi умовнi ймовiрностi.

M(Y/X = x) =

m∑
i=1

yip(yi/x)

Для неперервних випадкових величин:

M(Y/X = x) =

∫ ∞
−∞

yf(y/x)dy,

де f(y/x) – умовна щiльнiсть випадкової величини Y при X = x.
Умовне математичне сподiвання M(Y/x) = f(x) є функцiєю вiд x i називається функцiєю регресiї X на Y .
Приклад. Знайти умовне математичне сподiвання складової Y при X = x1 = 1 для дискретної двовимiрної випад-

кової величини, заданою таблицею:

Y X
x1=1 x2 = 3 x3 = 4 x4 = 8

y1=3 0,15 0,06 0,25 0,04
y2=6 0,30 0,10 0,03 0,07

p(x1) = 0, 15 + 0, 30 = 0, 45

p(y1/x1) = p(x1, y1)/p(x1) = 0, 15/0, 45 = 1/3;

p(y2/x1) = p(x1, y2)/p(x1) = 0, 30/0, 45 = 2/3;

M(Y/X = x1) =

2∑
j=1

yjp(yj/x1) = y1p(y1/x1) + y2p(y2/x1) = 3/3 + 12/3 = 5.

Аналогiчно визначаються умовна дисперсiя й умовнi моменти системи випадкових величин.

19.3 Залежнi й незалежнi випадковi величини
Випадковi величини називаються незалежними, якщо закон розподiлу однiєї з них не залежить вiд того, яке зна-

чення приймає iнша випадкова величина.
Поняття залежностi випадкових величин є дуже важливим у теорiї ймовiрностей.
Умовнi розподiли незалежних випадкових величин рiвнi їхнiм безумовним розподiлам.
Визначимо необхiднi й достатнi умови незалежностi випадкових величин.
Теорема. Для того, щоб випадковi величини Х та Y були незалежними, необхiдно й достатньо, щоб функцiя

розподiлу системи (X, Y ) дорiвнювала добутку функцiй розподiлу складових.

F (x, y) = F1(x)F2(y)

Аналогiчну теорему можна сформулювати й для щiльностi розподiлу:
Теорема. Для того, щоб випадковi величини Х та Y були незалежними, необхiдно й достатньо, щоб щiльнiсть

спiльного розподiлу системи (X, Y ) була рiвною добутку щiльностей розподiлу складових.

f(x, y) = f1(x)f2(y)

Визначення. Кореляцiйним моментом µxy випадкових величин Х та Y називається математичне сподiвання
добутку вiдхилень цих величин.

µxy = M {[X −M(X)][Y −M(Y )]}
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Практично використовують формули:
Для дискретних випадкових величин: µxy =

∑n
i=1

∑m
j=1[xi −M(X)][yj −M(Y )]p(xi, yj)

Для неперервних випадкових величин: µxy =
∫∞
−∞

∫∞
−∞[x−M(X)][y −M(Y )]f(x, y)dxdy

Кореляцiйний момент служить для того, щоб охарактеризувати зв’язок мiж випадковими величинами. Якщо ви-
падковi величини незалежнi, то їхнiй кореляцiйний момент дорiвнює нулю.

Кореляцiйний момент має розмiрнiсть, рiвну добутку розмiрностей випадкових величин X та Y . Цей факт є не-
долiком цiєї числової характеристики, тому що при рiзних одиницях вимiру виходять рiзнi кореляцiйнi моменти, що
утрудняє порiвняння кореляцiйних моментiв рiзних випадкових величин.

Для того, щоб усунути цей недолiк застосуються iнша характеристика – коефiцiєнт кореляцiї.
Визначення. Коефiцiєнтом кореляцiї rxy випадкових величин X та Y називається вiдношення кореляцiйного

моменту до добутку середнiх квадратичних вiдхилень цих величин.

rxy =
µxy
σxσy

Коефiцiєнт кореляцiї є безрозмiрною величиною. Коефiцiєнт кореляцiї незалежних випадкових величин дорiвнює
нулю.

Властивiсть Абсолютна величина кореляцiйного моменту двох випадкових величин X та Y не перевищує сере-
днього геометричного їхнiх дисперсiй.

|µxy| 6
√
DxDy

Властивiсть Абсолютна величина коефiцiєнта кореляцiї не перевищує одиницi.

|rxy| 6 1

Випадковi величини називаються корельованими, якщо їхнiй кореляцiйний момент вiдмiнний вiд нуля, i неко-
рельованими, якщо їхнiй кореляцiйний момент дорiвнює нулю.

Якщо випадковi величини незалежнi, то вони й некорельованi, але з некорельованостi не можна зробити висновок
про їхню незалежнiсть.

Якщо двi величини залежнi, то вони можуть бути як корельованими, так i некорельованими.
Часто за заданою щiльнiстю розподiлу системи випадкових величин можна визначити залежнiсть або незалежнiсть

цих величин.
Поряд з коефiцiєнтом кореляцiї ступiнь залежностi випадкових величин можна охарактеризувати й iншою вели-

чиною, що називається коефiцiєнтом коварiацiї. Коефiцiєнт коварiацiї визначається формулою:

k(X,Y ) = M(XY )−M(X) ·M(Y )

Приклад. Задано щiльнiсть розподiлу системи випадкових величин X та Y .

f(x, y) =
1

π2(x2 + y2 + x2y2 + 1)

З’ясувати чи є незалежними випадковi величини X та Y .
Для розв’язання цiєї задачi перетворимо щiльнiсть розподiлу:

f(x, y) =
1

π2(1 + x2 + y2(1 + x2))
=

1

π2(1 + x2)(1 + y2)
=

1

π(1 + x2)

1

π(1 + y2)

Таким чином, щiльнiсть розподiлу вдалося представити у виглядi добутку двох функцiй, одна з яких залежить тiльки
вiд x, а iнша – тiльки вiд y. Тобто випадковi величиниX та Y незалежнi. Зрозумiло, вони також будуть i некорельованi.

19.4 Лiнiйна регресiя
Розглянемо двовимiрну випадкову величину (X,Y ), де X i Y – залежнi випадковi величини.
Представимо приблизно одну випадкову величину як функцiю iншої. Точна вiдповiднiсть неможлива. Будемо

вважати, що ця функцiя лiнiйна.
Y ∼= g(X) = αX + β

Для визначення цiєї функцiї залишається тiльки знайти сталi величини α i β.
Визначення. Функцiя g(X) називається найкращим наближенням випадкової величини Y у сенсi методу

найменших квадратiв, якщо математичне сподiвання M [Y − g(X)]2 приймає найменше можливе значення. Також
функцiя g(x) називається середньоквадратичною регресiєю Y на X.

Теорема. Лiнiйна середня квадратична регресiя Y на X обчислюється за формулою:

g(X) = my + r
σy
σx

(X −mx)

у цiй формулi mx = M(X), my = M(Y ), σx =
√
D(X), σy =

√
D(Y ), r = µxy/(σxσy)− коефiцiєнт кореляцiї

величин X та Y .
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Величина β = r
σy
σx

називається коефiцiєнтом регресiї Y на X.
Пряма, рiвняння якої

y −my = r
σy
σx

(x−mx),

називається прямою середньоквадратичної регресiї Y на X.
Величина σ2

y(1− r2) називається залишковою дисперсiєю випадкової величини Y щодо випадкової величини X.
Ця величина характеризує величину похибки, що утвориться при замiнi випадкової величини Y лiнiйною функцiєю
g(X) = αX + β.

Видно, що якщо r = ±1, то залишкова дисперсiя дорiвнює нулю, i, отже, похибка дорiвнює нулю й випадкова
величина Y точно представляється лiнiйною функцiєю вiд випадкової величини X.

Пряма середньоквадратичної регресiї X на Y визначається аналогiчно за формулою:

x−mx = r
σx
σy

(y −my)

Прямi середньоквадратичної регресiї перетинаються в точцi (mx,my), що називають центром спiльного розпо-
дiлу випадкових величин X та Y .

19.5 Лiнiйна кореляцiя
Якщо двi випадковi величини X та Y мають у вiдношеннi одна до одної лiнiйнi функцiї регресiї, то говорять, що

величини X та Y зв’язанi лiнiйною кореляцiйною залежнiстю.
Теорема. Якщо двовимiрна випадкова величина (X, Y ) розподiлена нормально, то Х та Y зв’язанi лiнiйною

кореляцiйною залежнiстю.

20 Закон великих чисел

20.1 Нерiвнiсть Чебишева
На практицi складно сказати, яке конкретне значення прийме випадкова величина, однак, при впливi великої

кiлькостi рiзних факторiв поведiнка великої кiлькостi випадкових величин практично втрачає випадковий характер i
стає закономiрною.

Цей факт дуже важливий на практицi, тому що дозволяє передбачати результат дослiду при впливi великої кiль-
костi випадкових факторiв.

Однак, це можливо тiльки при виконаннi деяких умов, якi визначаються законом великих чисел. До законiв вели-
ких чисел вiдносяться теореми Чебишева (найбiльш загальний випадок) i теорема Бернуллi (найпростiший випадок),
якi будуть розглянутi далi.

Розглянемо дискретну випадкову величину X (хоча все сказане нижче буде справедливе й для неперервних випад-
кових величин), задану таблицею розподiлу:

X x1 x2 . . . pn
p p1 p2 . . . pn

Потрiбно визначити ймовiрнiсть того, що вiдхилення значення випадкової величини вiд її математичного сподiва-
ння буде не бiльше, нiж задане число ε.

Теорема. (Нерiвнiсть Чебишева) Iмовiрнiсть того, що вiдхилення випадкової величини X вiд її математичного
сподiвання за абсолютною величиною менше додатного числа ε, не менше нiж 1−D(X)/ε2.

P (|X −M(X)| < ε) > 1−D(X)/ε2

Доведення цiєї теореми наводити не будемо, воно є в лiтературi.

20.2 Теорема Чебишева
Теорема. Якщо X1, X2, . . . , Xn – попарно незалежнi випадковi величини, причому дисперсiї їх рiвномiрно обме-

женi (не перевищують сталого числа C), то, яке б мале не було додатне число ε, iмовiрнiсть нерiвностi[
X1 +X2 + ...+Xn

n
− M(X1) +M(X2) + ...+M(Xn)

n

]
< ε

буде як завгодно близька до одиницi, якщо число випадкових величин досить велике.
Тобто можна записати:

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣X1 +X2 + ...+Xn

n
− M(X1) +M(X2) + ...+M(Xn)

n

∣∣∣∣ < ε

)
= 1
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Часто буває, що випадковi величини мають однакове математичне сподiвання. У цьому випадку теорема Чебишева
трохи спрощується:

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣X1 +X2 + ...+Xn

n
−m

∣∣∣∣ < ε

)
= 1

Дрiб, що входить у записаний вище вираз є не що iнше, як середнє арифметичне можливих значень випадкової
величини.

Теорема стверджує, що хоча кожне окреме значення випадкової величини може досить сильно вiдрiзнятися вiд
свого математичного сподiвання, але середнє арифметичне цих значень буде необмежено наближатися до середнього
арифметичного математичних сподiвань.

Вiдхиляючись вiд математичного сподiвання як у додатний, так i у вiд’ємний бiк, у середньому арифметичному
вiдхилення взаємно скорочуються.

Таким чином, величина середнього арифметичного значень випадкової величини вже втрачає характер випадко-
востi.

20.3 Теорема Бернуллi
Нехай проводиться n незалежних випробувань, у кожному з яких iмовiрнiсть появи подiї A дорiвнює p.
Можна визначити приблизно вiдносну частоту появи подiї A.
Теорема. Якщо в кожному з n незалежних випробувань iмовiрнiсть p появи подiї A стала, то як завгодно

близька до одиницi ймовiрнiсть того, що вiдхилення вiдносної частоти вiд iмовiрностi p за абсолютною величиною
буде як завгодно малим, якщо число випробувань n досить велике.

lim
n→∞

P (|m/n− p| < ε) = 1

Тут m – число появ подiї A. З всього сказаного вище не треба, що зi збiльшенням число випробувань вiдносна ча-
стота неухильно прямує до ймовiрностi p, тобто lim

n→∞
m
n = p. У теоремi мається на увазi тiльки ймовiрнiсть наближення

вiдносної частоти до ймовiрностi появи подiї A в кожному випробуваннi.
У випадку, якщо ймовiрностi появи подiї A в кожному дослiдi рiзнi, то справедлива така теорема, вiдома як

теорема Пуассона.
Теорема. Якщо проводиться n незалежних дослiдiв i ймовiрнiсть появи подiї A в кожному дослiдi дорiвнює pi,

то при збiльшеннi n частота подiї A збiгається за ймовiрнiстю до середнього арифметичного ймовiрностей pi.

20.4 Граничнi теореми
Як уже говорилося, при досить великiй кiлькостi випробувань, поставлених в однакових умовах, характеристики

випадкових подiй i випадкових величин стають майже невипадковими. Це дозволяє використати результати спостере-
жень випадкових подiй для прогнозування результату того або iншого дослiду.

Граничнi теореми теорiї ймовiрностей установлюють вiдповiднiсть мiж теоретичними й експериментальними хара-
ктеристиками випадкових величин при великiй кiлькостi випробувань.

У розглянутому вище законi великих чисел немає того, про що не говорилося про закон розподiлу випадкових
величин.

Поставимо задачу знаходження граничного закону розподiлу суми

Yn =

n∑
i=1

Xi

коли число що складають n необмежено зростає. Цю задачу вирiшує Центральна гранична теорема, яка була сфор-
мульована вище.

Залежно вiд умов розподiлу випадкових величин Xi, що утворять суму, можливi рiзнi формулювання центральної
граничної теореми.

Припустимо, що випадковi величини Xi взаємно незалежнi й однаково розподiленi.
Теорема. Якщо випадковi величини Xi взаємно незалежнi й мають той самий закон розподiлу з математичним

сподiванням m i дисперсiєю σ2, причому iснує третiй абсолютний момент ν3, то при необмеженому збiльшеннi числа
випробувань n закон розподiлу суми Yn =

∑n
i=1Xi необмежено наближається до нормального.

При доведеннi цiєї теореми Ляпуновим використовувалися так званi характеристичнi функцiї.
Визначення. Характеристичною функцiєю випадкової величини X називається функцiя

g(t) = M(eitX)

ця функцiя являє собою математичне сподiвання деякої комплексної випадкової величини U = eitX , що є функцiєю
вiд випадкової величини X. При розв’язаннi багатьох задач зручнiше користуватися характеристичними функцiями,
а не законами розподiлу.

Знаючи закон розподiлу, можна знайти характеристичну функцiю за формулою (для неперервних випадкових
величин):
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g(t) =

∫ ∞
−∞

eitxf(x)dx

Як бачимо, дана формула являє собою не що iнше, як перетворення Фур’є для функцiї щiльностi розподiлу. Очеви-
дно, що за допомогою зворотного перетворення Фур’є можна за характеристичною функцiєю знайти закон розподiлу.

Введення характеристичних функцiй дозволяє спростити операцiї iз числовими характеристиками випадкових
величин.

У випадку нормального розподiлу характеристична функцiя має вигляд:

g(t) = e−t
2/2

Сформулюємо деякi властивостi характеристичних функцiй:
1) Якщо випадковi величини X та Y зв’язанi спiввiдношенням

Y = aX,

де a – невипадковий множник, то
gy(t) = gx(at)

2) Характеристична функцiя суми незалежних випадкових величин дорiвнює добутку характеристичних функцiй
доданкiв.

Випадковi величиниXi, розглянутi в центральнiй граничнiй теоремi, можуть мати довiльнi розподiли ймовiрностей.
Якщо всi цi випадковi величини однаково розподiленi, дискретнi й приймають тiльки два можливих значення 0

або 1, то виходить найпростiший випадок центральної граничної теореми, вiдомий як теорема Муавра-Лапласа.
Теорема. (Теорема Муавра-Лапласа) Якщо проводиться n незалежних дослiдiв, у кожному з яких подiя A

з’являється з iмовiрнiстю p, то для будь-якого iнтервалу (α, β) справедливе спiввiдношення:

P

(
α <

Y − np
√
npq

< β

)
=

1

2

[
Φ

(
β√
2

)
− Φ

(
α√
2

)]
= Φ̄(β)− Φ̄(α)

де Y – число появ подiї A в n дослiдах, q = 1− p, Φ(x) – функцiя Лапласа, Φ̄(x) – нормована функцiя Лапласа.
Теорема Муавра-Лапласа описує поводження бiномiального розподiлу при великих значеннях n.
Дана теорема дозволяє iстотно спростити обчислення за формулою бiномiального розподiлу.
Розрахунок iмовiрностi потрапляння значення випадкової величини в заданий iнтервал

P (α < Y < β) =
∑

α<k<β

Cknp
kqn−k

при великих значеннях n вкрай складний. Набагато простiше скористатися формулою:

P (α < Y < β) =
1

2

[
Φ

(
β − np√

2npq

)
− Φ

(
α− np√

2npq

)]
Теорема Муавра-Лапласа дуже широко застосовується при розв’язаннi практичних задач.
Приклад. Iмовiрнiсть настання подiї A в кожному випробуваннi дорiвнює 0, 3. Використовуючи нерiвнiсть Чебише-

ва, оцiнити ймовiрнiсть того, що в 10000 випробуваннях вiдхилення вiдносної частоти появи подiї A вiд її ймовiрностi
не перевершить за абсолютною величиною 0, 01.

Вiдповiдно до нерiвностi Чебишева ймовiрнiсть того, що вiдхилення випадкової величини вiд її математичного
сподiвання буде менше деякого числа ε, обмежена вiдповiдно до нерiвностi P (|X −mx| < ε) > 1− Dx

ε2 .
Треба визначити математичне сподiвання й дисперсiю числа появи подiї A при одному дослiдi. Для подiї A випад-

кова величина може приймати одне iз двох значень: 1 – подiя вiдбулася, 0 – подiя не вiдбулася. При цьому ймовiрнiсть
значення 1 дорiвнює p = 0, 3, а ймовiрнiсть значення 0 дорiвнює ймовiрностi ненастання подiї A

q = 1− p = 0, 7.

За визначенням математичного сподiвання маємо:

mx = 0 · q + 1 · p = p = 0, 3

Дисперсiя: Dx = (0− p)2q + (1− p)2p = pq = 0, 3 · 0, 7 = 0, 21
У випадку n незалежних випробувань одержуємо mx = np; Dx = npq. Цi формули вже згадувалися вище.
У нашому випадку одержуємо: mx = 3000; Dx = 2100.
Iмовiрнiсть вiдхилення вiдносної частоти появи подiї A в n випробуваннях вiд iмовiрностi на величину, що не

перевищує ε = 0, 01 дорiвнює:

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ < ε

)
= P (|m− np| < nε) = P (|m−mx| < nε) = P (|m− 3000| < 100)

Вираз, отриманий в результатi цих простих перетворень, являє собою не що iнше, як iмовiрнiсть вiдхилення числа
m появи подiї A вiд математичного сподiвання на величину не бiльшу, нiж δ = 100.
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Вiдповiдно до нерiвностi Чебишева ця ймовiрнiсть буде не менше, нiж величина 1− Dx
δ2 = 1− 2100

10000 = 1−0, 21 = 0, 79.
Приклад. Скiльки варто перевiрити деталей, щоб з iмовiрнiстю, не меншою 0,96, можна було очiкувати, що аб-

солютна величина вiдхилення вiдносної частоти придатних деталей вiд iмовiрностi того, що деталь придатна, рiвна
0, 98, не перевищить 0, 02.

Умова задачi фактично означає, що виконується нерiвнiсть:

P
(∣∣∣ n
m
− 0, 98

∣∣∣ 6 0, 02
)
> 0, 96

Тут n – кiлькiсть придатних деталей, m – кiлькiсть перевiрених деталей. Для застосування нерiвностi Чебишева
перетворимо отриманий вираз:

P (|n− 0, 98m| 6 0, 02m) > 1− Dx

(0, 02m)
2 > 0, 96

Пiсля множення виразу, що стоїть у дужках, на m одержуємо ймовiрнiсть вiдхилення за модулем кiлькостi прида-
тних деталей вiд свого математичного сподiвання, отже, можна застосувати нерiвнiсть Чебишева, тобто ця ймовiрнiсть
повинна бути не меншою, нiж величина 1− Dx

(0,02m)2 , а за умовою задачi ще й не менше, нiж 0, 96.
Таким чином, одержуємо нерiвнiсть 0, 96 6 1 − Dx

(0,02m)2 . Як уже говорилося в попереднiй задачi, дисперсiя може
бути знайдена за формулою Dx = mpq.

Отже, одержуємо: Dx 6 (0, 02m)2 − 0, 96 · (0, 02m)2; m · 0, 98 · 0, 02 6 0, 04 · (0, 02m)2;

m >
0, 98 · 0, 02

0, 04 · 0, 0004
; m > 1225

Тобто для виконання необхiдних умов необхiдно не менш 1225 деталей.
Приклад. Добова потреба електроенергiї в населеному пунктi є випадковою величиною, математичне сподiвання

якої дорiвнює 3000 кВт/годину, а дисперсiя становить 2500. Оцiнити ймовiрнiсть того, що в найближчу добу витрата
електроенергiї в цьому населеному пунктi буде вiд 2500 до 3500 кВт/годину.

Потрiбно знайти ймовiрнiсть потрапляння випадкової величини в заданий iнтервал:

P (2500 6 X 6 3500) =?

Крайнi значення iнтервалу вiдхиляються вiд математичного сподiвання на ту саму величину, а саме – на 500. Тодi
можна записати з урахуванням нерiвностi Чебишева:

P (2500 6 X 6 3500) = P (|X −mx| 6 500) > 1− Dx

5002

Звiдси одержуємо:

P > 1− 2500

250000
= 0, 99

Тобто шукана ймовiрнiсть буде не менше, нiж 0, 99.
Приклад. Середнє квадратичне вiдхилення кожної з 2500 незалежних випадкових величин не перевершує 3. Оцi-

нити ймовiрнiсть того, що абсолютна величина вiдхилення середнього арифметичного цих випадкових величин вiд
середнiх арифметичних їхнiх математичних сподiвань не перевершує 0,3.

Потрiбно знайти ймовiрнiсть

p = P

(∣∣∣∣∑n
i=1Xi

n
−
∑n
i=1Mxi

n

∣∣∣∣ 6 0, 3

)
Нерiвнiсть Чебишева у випадку суми випадкових величин має вигляд:

P

(∣∣∣∣∑n
i=1Xi

n
−
∑n
i=1Mxi

n

∣∣∣∣ 6 ε

)
> 1−

∑n
i=1Dxi

n2ε2

Якщо середнє квадратичне вiдхилення не перевищує 3, то дисперсiя не перевищує 9. Величина ε за умовою задачi
дорiвнює 0,3.

Тодi p > 1−
∑n
i=1Dxi
n2ε2 = 1− 9n

n2·0,09 . Звiдси одержуємо при n = 2500:

p > 1− 0, 04 = 0, 96

Приклад. Вибiрковим шляхом потрiбно визначити середню довжину деталей, що виготовляють. Скiльки потрiбно
дослiджувати деталей, щоб з iмовiрнiстю, бiльшою нiж 0,9, можна було стверджувати, що середня довжина вiдiбраних
виробiв буде вiдрiзнятися вiд математичного сподiвання цього середнього (середня довжина деталей всiєї партiї) не
бiльш, нiж на 0,001 см. Встановлено, що середнє квадратичне вiдхилення довжини деталi не перевищує 0,04 см.

За умовою, якщо середнє квадратичне вiдхилення не перевищує 0,04, то дисперсiя не перевищує 0, 042. Також за
умовою задано, що

p = P

(∣∣∣∣∑n
i=1Xi

n
−mx

∣∣∣∣ 6 0, 001

)
> 0, 9
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Якщо перетворити спiввiдношення, що стоїть у дужках, i пiсля цього застосувати нерiвнiсть Чебишева, одержуємо:

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi − nmx

∣∣∣∣∣ 6 0, 001n

)
> 1−

∑n
i=1Dxi

n2 · 0, 0012
> 0, 9

1− n · 0, 042

n2 · 0, 0012
> 0, 9

0, 1 · 0, 0012n > 0, 042

n >
0, 042

0, 1 · 0, 0012

n > 16000

Тобто для досягнення необхiдної ймовiрностi необхiдно вiдiбрати бiльше 16000 деталей.
Описаний пiдхiд, як видно, дозволяє вирiшити багато суто практичних задач.
Приклад. Iмовiрнiсть того, що навздогад обрана деталь виявиться бракованою, при кожнiй перевiрцi та сама й

дорiвнює 0,2. Визначити ймовiрнiсть того, що серед 50 навмання обраних деталей бракованих виявиться не менше 6.
Для того, щоб скористатися теоремою Муавра-Лапласа знайдемо математичне сподiвання й дисперсiю кiлькостi

бракованих деталей в 50-ти вiдiбраних:
mx = np = 50 · 0, 2 = 10
Dx = npq = 50 · 0, 2 · 0, 8 = 8

Фактично в задачi потрiбно визначити ймовiрнiсть того, що бракованих деталей буде не менш шести, але й, мабуть,
не бiльше 50-ти.

P (6 6 X 6 50) =
1

2

(
Φ

(
50− 10√

16

)
− Φ

(
6− 10√

16

))
=

1

2
(Φ(10) + Φ(1)) = 0, 5 · (1 + 0, 8427) = 0, 92135

Значення функцiї Лапласа знаходять за таблицею. Звичайно, значення функцiї Лапласа Φ(10) у таблицi немає,
але тому що в таблицях зазначено, що Φ(3) = 1, 0000, то всi значення вiд величин, що перевищують 3 також рiвнi 1.

Приклад. Вiдомо, що 60% всього числа виробiв, що виготовляють заводом, є виробами першого сорту. Приймальник
бере першi що попалися 200 виробiв. Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що серед них виявиться з вiд 120 до 150 виробiв
першого сорту?

Iмовiрнiсть того, що деталь виявиться першого сорту, дорiвнює 0,6. Математичне сподiвання числа виробiв першого
сорту дорiвнює:

mx = np = 200 · 0, 6 = 120

За теоремою Муавра-Лапласа одержуємо:

P (120 6 X 6 150) =
1

2

(
Φ

(
150− 120√

96

)
− Φ

(
120− 120√

96

))
=

1

2
(Φ(3, 0619) + Φ(0)) = 0, 5 · (1 + 0) = 0, 5

Приклад. Перевiркою встановлено, що 96% виробiв служать не менше гарантованого строку. Навмання вибирають
15000 виробiв. Знайти ймовiрнiсть того, що з термiном служби менше гарантованого буде вiд 570 до 630 виробiв.

Iмовiрнiсть того, що термiн служби виробу буде менше гарантованого дорiвнює:

1− 0, 96 = 0, 04

Математичне сподiвання числа таких виробiв дорiвнює mx = np = 15000 · 0, 04 = 600
За теоремою Муавра-Лапласа одержуємо:

P (570 6 X 6 630) = 1
2

(
Φ
(

630−600√
1152

)
− Φ

(
570−600√

1152

))
= 1

2 (Φ(0, 88)− Φ(−0, 88)) =

= Φ(0, 88) = 2Φ̄(1, 25) = 2 · 0, 3944 = 0, 7888

21 Теорiя масового обслуговування

21.1 Випадковi процеси
Система масового обслуговування складається з деякого числа обслуговуючих одиниць або каналiв, робота яких

полягає у виконаннi заявок, що надходять цими каналами.
Приклади систем масового обслуговування досить поширенi на практицi. Це рiзнi станцiї обслуговування, ремонтнi

майстернi та iнше. Вигляд i кiлькiсть заявок, що надходять на цi канали, рiзнi й, загалом кажучи, випадковi.
Теорiя масового обслуговування описує закономiрностi функцiонування таких систем.
Визначення. процес функцiонування системи масового обслуговування називається випадковим процесом.
Щоб оптимiзувати процес функцiонування системи масового обслуговування його треба вивчити й описати мате-

матично.
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Теорiя масового обслуговування дуже швидко розвивається як роздiл теорiї ймовiрностей, тому що її застосування
на практицi надзвичайно широке.

Випадковий процес, що протiкає в системi масового обслуговування полягає в тому, що система у випадковi моменти
часу переходить iз одного стану в iнший. Мiняється число заявок, число зайнятих каналiв, число заявок у черзi та
iнше.

Визначення. Якщо перехiд системи з одного стану в iнший вiдбувається стрибком, а кiлькiсть станiв системи
(скiнченну або нескiнченну) можна пронумерувати, то така система називається системою дискретного типу.

Якщо кiлькiсть можливих станiв злiченна, то сума ймовiрностей знаходження системи в одному зi станiв дорiвнює
1. ∑

k

pk(t) = 1

Сукупнiсть ймовiрностей pk(t) для кожного моменту часу характеризує даний перетин випадкового процесу.
Випадковi процеси зi злiченною множиною станiв бувають двох типiв: з дискретним або неперервним часом.
Якщо переходи системи з одного стану в iнше можуть вiдбуватися тiльки в строго визначенi моменти часу, то

випадковий процес буде процесом з дискретним часом, а якщо перехiд можливий у будь-який момент часу, то процес
буде процесом з неперервним часом.

Оскiльки в реальностi заявки на систему масового обслуговування можуть надходити в будь-який момент часу, то
бiльшiсть реальних систем масового обслуговування будуть системами iз процесом з неперервним часом.

Для того, щоб описати випадковий процес у системi з неперервним часом необхiдно насамперед проаналiзувати
причини, що викликають змiну стану системи. Цi причини визначаються потоком заявок, що надходять на систему.

21.2 Потiк подiй
Визначення. Потоком подiй називається послiдовнiсть подiй, що вiдбуваються одна за одною у якiсь моменти

часу.
Характер подiй, що утворять потiк може бути рiзним, а якщо подiї вiдрiзняються одна вiд одної тiльки моментом

часу, у який вони вiдбуваються, то такий потiк подiй називається однорiдним.
Визначення. Потiк подiй називається регулярним, якщо подiї слiдують одна за iншою через строго визначенi

промiжки часу.
Визначення. Потiк подiй називається стацiонарним, якщо ймовiрнiсть чи потрапляння того iншого числа подiй

на дiлянку часу τ залежить тiльки вiд довжини дiлянки й не залежить вiд того, де саме на осi розташована ця дiлянка.
Стацiонарнiсть потоку подiй означає, що щiльнiсть потоку постiйна, вiдсутнi промiжки часу, протягом яких подiй

бiльше нiж звичайно. Класичний приклад – “година пiк” на транспортi.
Визначення. Потiк подiй називається потоком без пiслядiй, якщо для будь-яких неперехресних дiлянок часу

число подiй, що потрапляють на один з них, не залежить вiд числа подiй, що потрапляють на iншi.
Вiдсутнiсть пiслядiй означає, що заявки в систему надходять незалежно одна вiд одної. Потiк вихiдних подiй систем

масового обслуговування звичайно має пiслядiю, навiть якщо вхiдний потiк її не має. Приклад – вхiд пасажирiв на
станцiю метро – потiк без пiслядiї, тому що причини приходу окремого пасажира не пов’язанi iз причинами приходу
всiх iнших, а вихiд пасажирiв зi станцiї – потiк з пiслядiєю, тому що вiн обумовлений прибуттям поїзда.

Пiслядiю, властиву вихiдному потоку, варто враховувати, якщо цей потiк у свою чергу є вхiдним для якоїсь iншої
системи.

Визначення. Потiк подiй називається ординарним, якщо ймовiрнiсть потрапляння на елементарну дiлянку ∆t
двох або бiльше подiй досить мала в порiвняннi з iмовiрнiстю потрапляння однiєї подiї.

Умова ординарностi означає, що заявки на систему приходять по однiй, а не парами, трiйками та iнше. Однак,
якщо заявки надходять тiльки парами, тiльки трiйками та iнше, то такий потiк легко звести до ординарного.

Визначення. Якщо потiк подiй стацiонарний, ординарний i без пiслядiй, то такий потiк називається найпростi-
шим (пуассонiвським) потоком.

Ця назва пов’язана з тим, що в цьому випадку кiлькiсть подiй, що потрапляють на будь-який фiксований iнтервал
часу, розподiлена за розподiлом Пуассона.

Вiдповiдно до цього закону розподiлу математичне сподiвання числа точок, що потрапляють на дiлянку часу τ ,
має вигляд:

a = λτ

λ – щiльнiсть потоку – середнє число подiй в одиницю часу.
Iмовiрнiсть того, що за час τ вiдбудеться рiвно m подiй, дорiвнює

Pm(τ) =
(λτ)m

m!
e−λτ

Iмовiрнiсть того, що протягом даного часу не вiдбудеться жодної подiї, дорiвнює:

P0(τ) = e−λτ
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Нехай T – промiжок часу мiж двома довiльними сусiднiми подiями в найпростiшому потоцi. Знайдемо функцiю
розподiлу

F (t) = P (T < t)

Вiдповiдно до закону розподiлу Пуассона, одержуємо:

F (t) = 1− e−λt; f(t) = λe−λt;

Математичне сподiвання, дисперсiя й середнє квадратичне вiдхилення цiєї величини вiдповiдно рiвнi:

mt =
1

λ
; Dt =

1

λ2
; σt =

1

λ
;

Таким чином, для величини T одержали показниковий закон розподiлу.
Приклад. У бюро обслуговування в середньому надходить 12 заявок у годину. Вважаючи потiк замовлень найпро-

стiшим, визначити ймовiрнiсть того, що: а) за 1 хвилину не надiйде жодного замовлення, б) за 10 хвилин надiйде не
бiльше трьох замовлень.

Спочатку знайдемо щiльнiсть (iнтенсивнiсть) потоку, виразивши її в кiлькостi заявок у хвилину. Очевидно, ця
величина дорiвнює λ = 12

60 = 0, 2.
Далi знаходимо ймовiрнiсть того, що за час τ = 1 хв не надiйде жодного замовлення за формулою:

P0(τ) = e−λτ = e−0,2 ≈ 0, 819

Iмовiрнiсть того, що за 10 хвилин надiйде не бiльше трьох замовлень буде складатися з ймовiрностей того, що не
надiйде жодного замовлення, надiйде одне, два або рiвно три замовлення.

P (m 6 3) =

3∑
m=0

(λτ)m

m!
e−λτ = e−2 + 2e−2 +

4

2
e−2 +

8

6
e−2 =

19

3
e−2 = 0, 8571

Приклад. У ресторан прибуває в середньому 20 вiдвiдувачiв у годину. Вважаючи потiк вiдвiдувачiв найпростiшим,
i знаючи, що ресторан вiдкривається об 11.00, визначити:

а) iмовiрнiсть того, що об 11.12 у ресторан прийде 20 вiдвiдувачiв за умови, що об 11.07 їх було 18;
б) iмовiрнiсть того, що мiж 11.28 i 11.30 у ресторанi виявиться новий вiдвiдувач, якщо вiдомо, що попереднiй

вiдвiдувач прибув об 11.25.
Для вiдповiдi на перше питання фактично треба знайти ймовiрнiсть того, що в промiжок вiд 11.07 до 11.12 (τ = 5

хвилин) прийде рiвно 2 вiдвiдувачi. При цьому ми знаємо iнтенсивнiсть потоку вiдвiдувачiв – λ = 20/60 = 1/3
вiдвiдувачiв у хвилину. Звичайно, дана величина носить умовний характер, тому що вiдвiдувачi не можуть приходити
поодинцi.

Шукана ймовiрнiсть дорiвнює:

P2(5) =

(
1
3 · 5

)2
2!

e−
1
3 ·5 ≈ 0, 2623

Тепер перейдемо до другого питання. Нам не сказано, скiльки саме нових вiдвiдувачiв буде в промiжку вiд 11.28
до 11.30, головне, щоб був хоч один. Ця ймовiрнiсть дорiвнює 1 − P0(2) = 1 − e− 2

3 ≈ 0, 4866. Тут P0(2) – iмовiрнiсть
того, що в цьому промiжку не буде жодного вiдвiдувача.

Якщо потiк подiй нестацiонарний, то його щiльнiсть λ уже не є сталою величиною, а залежить вiд часу.
Визначення. Миттєвою щiльнiстю потоку подiй називається границя вiдношення середнього числа подiй, що

припадає на елементарний вiдрiзок часу (t, t+ ∆t), до довжини цiєї дiлянки, що прямує до нуля.

λ(t) = lim
∆t→0

m(t+ ∆t)−m(t)

∆t

Як видно з наведеного визначення, з врахуванням того, що середнє число подiй на дiлянцi часу дорiвнює математи-
чному сподiванню, то можна сказати, що миттєва щiльнiсть потоку дорiвнює похiднiй за часом вiд математичного
сподiвання числа подiй на дiлянцi (0, t).

Визначення. Нестацiонарним пуассонiвським потоком називається ординарний потiк однорiдних подiй без
пiслядiй зi змiнною щiльнiстю λ(t).

Для такого потоку число подiй, що потрапляють на дiлянку довжини τ , що починається в точцi t0, пiдкоряється
закону Пуассона:

Pm(τ, t0) =
am

m!
e−a; m = 0, 1, 2, ...

Тут a – математичне сподiвання числа подiй на дiлянцi вiд t0 до τ + t0. Воно обчислюється за формулою:

a =

∫ t0+τ

t0

λ(t)dt

Величина a залежить не тiльки вiд довжини дiлянки τ , але й вiд її розташування в часi. Закон розподiлу промiжку
T мiж двома сусiднiми подiями також буде залежати вiд того, де на часовiй осi розташовано першу з подiй, а також
вiд функцiї λ(t).
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Iмовiрнiсть того, що на дiлянцi часу вiд t0 до t+ t0 не з’явиться жодної подiї, дорiвнює

P (T > t) = e−a = e−
∫ t+t0
t0

λ(t)dt

Тодi, вiдповiдно, iмовiрнiсть появи хоча б однiєї подiї на цьому iнтервалi часу буде дорiвнює:

Ft0(t) = 1− P (T > t) = 1− e−
∫ t+t0
t0

λ(t)dt

Щiльнiсть розподiлу можна знайти диференцiюванням:

ft0(t) = λ(t+ t0)e−
∫ t+t0
t0

λ(t)dt

Ця щiльнiсть розподiлу вже не буде показниковою. Вона залежить вiд параметра t0 i вигляду функцiї λ(t). Однак,
умова вiдсутностi пiслядiї в цьому видi потоку зберiгається.

21.3 Потiк Пальма
Потiк Пальма ще називають потоком з обмеженою пiслядiєю.
Визначення. Потоком Пальма називається ординарний потiк однорiдних подiй, якщо промiжки мiж подiями

T1, Т 2, . . . являють собою незалежнi випадковi величини.
Якщо промiжки часу T1, T2, . . . розподiленi за показниковим законом, то потiк Пальма стає найпростiшим потоком.
Прикладом потоку Пальма може слугувати рух колони автомобiлiв. Нехай рухається колона автомобiлiв, кожний

з яких, рухаючись iз однаковою швидкiстю, прагне триматися на деякiй заданiй вiдстанi вiд автомобiлiв, що йдуть
попереду. Однак, внаслiдок впливу багатьох випадкових факторiв, ця вiдстань витримується не точно. Тодi часи
перетину кожним автомобiлем певного рубежу T1, T2, . . . будуть незалежними випадковими величинами й утворять
потiк Пальма.

Вiдзначимо, що якщо автомобiлi будуть прагнути витримувати задану вiдстань не вiд сусiдньої машини, а вiд
головної, то моменти перетину цього рубежу вже не будуть утворювати потiк Пальма.

Потiк Пальма часто утворюється як вихiдний потiк систем масового обслуговування.
Теорема. (Теорема Пальма) Нехай на систему масового обслуговування надходить потiк заявок типу Пальма,

причому заявка, що застала всi канали зайнятими, одержує вiдмову (не обслуговується). Якщо при цьому час
обслуговування має показниковий закон розподiлу, то потiк заявок, що залишилися без обслуговування, є також
потоком типу Пальма.

Цей факт важливий, тому що на практицi заявки, що одержали вiдмову, звичайно перенаправляються на iншу
систему масового обслуговування, тобто утворять для цiєї системи вхiдний потiк.

Так, якщо на систему масового обслуговування надходить найпростiший вхiдний потiк, то потiк заявок, що одер-
жали вiдмову, уже не буде найпростiшим, однак, буде потоком з обмеженою пiслядiєю.

21.4 Потоки Ерланга
Потоки Ерланга також є потоками з обмеженою пiслядiєю. Вони утворяться просiванням найпростiшого потоку.
Суть цього просiвання полягає в наступному. Якщо зобразити на часовiй осi найпростiший потiк, поставивши у

вiдповiднiсть кожнiй подiї деяку точку, i викинути з потоку кожну другу точку, то одержимо потiк Ерланга першого
порядку. Залишивши кожну третю точку й викинувши двi промiжнi, одержуємо потiк Ерланга другого порядку
та iнше.

Визначення. Потоком Ерланга k-го порядку називається потiк, отриманий з найпростiшого, якщо зберегти
в найпростiшому потоцi кожну (k + 1)-у точку, а iншi викинути.

Очевидно, що найпростiший потiк може розглядатися як потiк Ерланга нульового порядку.
Нехай є найпростiший потiк з iнтервалами T1, T2, . . . мiж подiями. Величина T – промiжок часу мiж двома сусiднiми

подiями в потоцi Ерланга k-го порядку.
Очевидно, що T =

∑k+1
i=1 Ti. Оскiльки первiсний потiк – найпростiший, випадковi величини T1, T2, . . . розподiленi

за показниковим законом:

f(t) = λe−λt;

Позначимо fk(t) – щiльнiсть розподiлу величини T для потоку Ерланга k-го порядку. Якщо помножити цю щiль-
нiсть на елементарний вiдрiзок часу dt, ми одержимо ймовiрнiсть того, що величина T прийме значення в деякому як
завгодно малому околi точки t – (t, t+ dt). На цю дiлянку повинна потрапити скiнченна точка промiжку, а попереднi
k точок найпростiшого потоку – на промiжок (0, t).

Iмовiрнiсть першої подiї дорiвнює λdt, а другої – Pk(t) = (λt)k

k! e−λt. Цi подiї повиннi вiдбутися разом, виходить, їх
ймовiрностi треба перемножити.

fk(t)dt =
λ(λt)k

k!
e−λtdt

fk(t) =
λ(λt)k

k!
e−λt
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Отриманий закон розподiлу називається законом розподiлу Ерланга k-го порядку.
При k = 0 одержуємо показниковий закон розподiлу.
Математичне сподiвання, дисперсiя й середнє квадратичне вiдхилення для розподiлу Ерланга знаходяться за фор-

мулами:

mk =
k + 1

λ
; Dk =

k + 1

λ2
; σk =

√
k + 1

λ
;

Щiльнiсть потоку Ерланга дорiвнює

Λk =
λ

k + 1
;

Для промiжку часу мiж двома сусiднiми подiями в потоцi T розглянемо нормовану величину T̃ = T
k+1 . Такий потiк

буде називатися нормованим потоком Ерланга.
Закон розподiлу для такого потоку буде мати вигляд:

f̃k(t) =
Λk(Λkt)

k

k!
e−Λkt,Λk = λ(k + 1);

Математичне сподiвання й дисперсiя будуть рiвнi:

m̃k = m0 =
1

λ
; D̃k =

Dk

(k + 1)2
=

1

λ2(k + 1)
;

Виходить, що необмеженому збiльшеннi k нормований потiк Ерланга наближається до регулярного потоку з по-
стiйними iнтервалами, рiвними 1

λ .
Змiна порядку нормованого потоку Ерланга дозволяє одержати рiзний ступiнь пiслядiї. Пiслядiя зростає зi збiль-

шенням k.
На практицi це зручно для наближеного подання реального потоку з якоюсь пiслядiєю потоком Ерланга. При цьому

порядок цього потоку визначається з того розрахунку, щоб характеристики потоку Ерланга (математичне сподiвання
й дисперсiя) збiгалися з характеристиками вихiдного потоку.

21.5 Ланцюги Маркова
Визначення. Процес, що протiкає у фiзичнiй системi, називається марковським, якщо в будь-який момент часу

ймовiрнiсть будь-якого стану системи в майбутньому залежить тiльки вiд стану системи в поточний момент i не
залежить вiд того, яким чином система прийшла в цей стан.

Визначення. Ланцюгом Маркова називається послiдовнiсть випробувань, у кожному з яких з’являється тiльки
одна з k несумiсних подiй Ai з повної групи. При цьому умовна ймовiрнiсть pij(s) того, що в s-ому випробуваннi
вiдбудеться подiя Aj за умови, що в (s−1)-ому випробуваннi вiдбулася подiя Ai, не залежить вiд результатiв попереднiх
випробувань.

Незалежнi випробування є частковим випадком ланцюга Маркова. Подiї називаються станами системи, а випро-
бування – змiнами станiв системи.

За характером змiн станiв ланцюги Маркова можна роздiлити на двi групи.
Визначення. Ланцюгом Маркова з дискретним часом називається ланцюг, змiна станiв якого вiдбувається в

певнi фiксованi моменти часу. Ланцюгом Маркова з неперервним часом називається ланцюг, змiна станiв якого
можлива в будь-якi випадковi моменти часу.

Визначення. Однорiдним називається ланцюг Маркова, якщо умовна ймовiрнiсть pij переходу системи зi стану
i у стан j не залежить вiд номера випробування. Iмовiрнiсть pij називається перехiдною ймовiрнiстю.

Припустимо, число станiв звичайно й дорiвнює k. Тодi матриця, складена з умовних ймовiрностей переходу буде
мати вигляд:

P1 =


p11 p12 ... p1k

p21 p22 ... p2k

... ... ... ...
pk1 pk2 ... pkk


Ця матриця називається матрицею переходу системи.
Оскiльки у кожному рядку мiстяться ймовiрностi подiй, якi утворять повну групу, то, очевидно, що сума елементiв

кожного рядка матрицi дорiвнює одиницi.
На основi матрицi переходу системи можна побудувати так званий граф станiв системи, його ще називають роз-

мiчений граф станiв. Це зручно для наочного подання ланцюга. Порядок побудови графа розглянемо на прикладi.
Приклад. За заданою матрицею переходу побудувати граф станiв.

P1 =


0, 1 0, 2 0 0, 7
0 0, 4 0, 6 0

0, 4 0, 1 0 0, 5
0 0 0, 5 0, 5
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Оскiльки матриця четвертого порядку, то, вiдповiдно, система має 4 можливi стани.
На графi не позначаються ймовiрностi переходу системи з одного стану в той самий. При розглядi конкретних

систем зручно спочатку побудувати граф станiв, потiм визначити ймовiрнiсть переходiв системи з одного стану в
той самий (виходячи з вимоги рiвностi одиницi суми елементiв рядкiв матрицi), а потiм скласти матрицю переходiв
системи.

Нехай Pij(n) – iмовiрнiсть того, що в результатi n випробувань система перейде зi стану i у стан j, r – деякий
промiжний стан мiж станами i i j. Iмовiрностi переходу з одного стану в iнший pij(1) = pij .

Тодi ймовiрнiсть Pij(n) може бути знайдена за формулою, що називається рiвнiстю Маркова:

Pij(n) =

k∑
r=1

Pir(m)Prj(n−m)

Тут m – число крокiв (випробувань), за яке система перейшла зi стану i у стан r.
У принципi, рiвнiсть Маркова є нi що iнше як трохи видозмiнена формула повної ймовiрностi.
Знаючи перехiднi ймовiрностi (тобто знаючи матрицю переходу P1), можна знайти ймовiрностi переходу зi стану

в стан за два кроки Pij(2), тобто матрицю P2, знаючи її – знайти матрицю P3, i далi.
Безпосереднє застосування отриманої вище формули не дуже зручне, тому, можна скористатися прийомами ма-

тричного числення (адже ця формула по сутi нi що iнше як формула множення двох матриць).
Тодi в загальному видi можна записати:

Pn = Pn1

Взагалi-то цей факт звичайно формулюється у виглядi теореми, однак, її доведення досить просте, тому наводити
його не будемо.

Приклад. Задано матрицю переходiв P1. Знайти матрицю P3.

P1 =

(
0, 1 0, 9
0, 3 0, 7

)

P2 =

(
0, 1 0, 9
0, 3 0, 7

)(
0, 1 0, 9
0, 3 0, 7

)
=

(
0, 28 0, 72
0, 24 0, 76

)

P3 =

(
0, 1 0, 9
0, 3 0, 7

)(
0, 28 0, 72
0, 24 0, 76

)
=

(
0, 244 0, 756
0, 252 0, 748

)
Визначення. Матрицi, суми елементiв всiх рядкiв яких дорiвнюють одиницi, називаються стохастичними. Якщо

при деякому n всi елементи матрицi Pn не дорiвнюють нулю, то така матриця переходiв називається регулярною.
Iнакше кажучи, регулярнi матрицi переходiв задають ланцюг Маркова, у якому кожен стан може бути досягнутий

через n крокiв з будь-якого стану. Такi ланцюги Маркова також називаються регулярними.
Теорема. (теорема про граничнi ймовiрностi) Нехай даний регулярний ланцюг Маркова з n станами та P – його

матриця ймовiрностей переходу. Тодi iснує межа lim
n→∞

Pn = P (∞) i матриця P (∞) має вигляд:

P (∞) =


u1 u2 ... un
u1 u2 ... un
... ... ... ...
u1 u2 ... un


Тобто матриця складається з однакових рядкiв.
Тепер про величини ui. Числа u1, u2, . . . , un називаються граничними ймовiрностями. Цi ймовiрностi не зале-

жать вiд вихiдного стану системи i є компонентами власного вектора матрицi PT (транспонованої до матрицi P ).
Цей вектор повнiстю визначається з умов:

PT · ~u = ~u;
∑

ui = 1;

Приклад. Знайдемо граничнi ймовiрностi для розглянутого вище прикладу.
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P =

(
0, 1 0, 9
0, 3 0, 7

)
; PT =

(
0, 1 0, 3
0, 9 0, 7

)
(

0, 1 0, 3
0, 9 0, 7

)(
u1

u2

)
=

(
u1

u2

)
u1 = 0, 1u1 + 0, 3u2

u2 = 0, 9u1 + 0, 7u2
0, 9u1 = 0, 3u2;u2 = 3u1;

З врахуванням того, що u1 + u2 = 1, одержуємо:

u1 + 3u1 = 1; u1 = 0, 25; u2 = 0, 75;

А далi: P (∞) =

(
0, 25 0, 75
0, 25 0, 75

)

21.6 Процес загибелi-розмноження та циклiчний процес
Визначення. Марковський процес iз дискретними станами називають процесом загибелi-розмноження, якщо

вiн має розмiчений граф станiв наступного вигляду:
Тобто кожен зi станiв системи пов’язаний з двома сусiднiми станами прямим й зворотним зв’язком, крайнi стани

мають тiльки по одному сусiдньому.
Тут λij – щiльнiсть iмовiрностi переходу системи зi стану Si у стан Sj у момент часу t.
Ця щiльнiсть знаходиться за формулою:

λij(t) = lim
∆t→0+0

Pij(t,∆t)

∆t

∆t – час переходу з одного стану в iнший.

22 Основнi поняття математичної статистики
Математична статистика займається встановленням закономiрностей, яким пiдпорядкованi масовi випадковi яви-

ща, на основi обробки статистичних даних, отриманих у результатi спостережень. Основнi задачi математичної ста-
тистики:

1) визначення способiв збору й групування статистичних даних;

2) розробка методiв аналiзу отриманих даних в залежностi вiд цiлей дослiдження.

Цiлi дослiдження:

1) оцiнка невiдомої ймовiрностi подiї; оцiнка невiдомої функцiї розподiлу; оцiнка параметрiв розподiлу, вид якого
вiдомий; оцiнка залежностi вiд iнших випадкових величин тощо;

2) перевiрка статистичних гiпотез про вид невiдомого розподiлу або про значення параметрiв вiдомого розподiлу.

Визначення. Вибiрка — сукупнiсть випадково вiдiбраних об’єктiв. Генеральна сукупнiсть — уся множина наявних
об’єктiв, з яких проводиться вибiрка.

Пiд об’ємом вибiрки чи генеральної сукупностi розумiють кiлькiсть об’єктiв в цих сукупностях.
Вибiрка може бути повторною (кожен вiдiбраний об’єкт перед вибором наступних повертається в генеральну су-

купнiсть) i безповторною (вiдiбраний об’єкт у генеральну сукупнiсть не повертається). Вибiрка має правильно пред-
ставляти пропорцiї генеральної сукупностi, тобто бути репрезентативною (представницькою).

Визначення. Нехай з генеральної сукупностi взято вибiрку i значення x1 зустрiчається в нiй n1 разiв, x2 – n2

разiв, . . ., xk – nk разiв, причому
k∑
i=1

nk = n де n – об’єм вибiрки. Спостереженi значення випадкової величини x1,

x2, . . ., xk називають варiантами, а n1, n2, . . ., nk – частотами. Якщо роздiлити кожну частоту на об’єм вибiрки, то
одержимо вiдноснi частоти wi = ni/n. Послiдовнiсть варiант, записаних у порядку зростання, називають варiацiйним
рядом, а перелiк варiант i вiдповiдних їм частот або вiдносних частот — статистичним рядом:

xi x1 x2 . . . xk
ni n1 n2 . . . nk
wi w1 w2 . . . wk

Визначення. Якщо дослiджується деяка неперервна ознака, то варiацiйний ряд може складатися з великої кiль-
костi чисел. У цьому випадку використовують груповану вибiрку. Для її отримання iнтервал (a, b), у якому укладенi
всi спостереженi значення ознаки, розбивають на кiлька рiвних часткових iнтервалiв (xi−1, xi) довжиною h, а потiм
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знаходять для кожного часткового iнтервалу суму частот ni варiант, що потрапили в i-ий iнтервал. Складена за цими
результатами таблиця називається групованим статистичним рядом.

Номер iнтервалу i 1 2 . . . k
Iнтервал (xi−1, xi ) (a, a+ h) (a+ h, a+ 2h) . . . (b− h, b)

Кiлькiсть варiант, що потрапили в iнтервал n1 n2 . . . nk

Для визначення кiлькостi часткових k iнтервалiв можна використати найбiльше натуральне число, бiльше за
log2 n+ 1, де n = n1 + n2 + . . .+ nk.

Визначення. Для наочного уявлення про поведiнку дослiджуваної випадкової величини у вибiрцi можна побу-
дувати полiгон частот — ламану, вiдрiзки якої з’єднують точки з координатами (x1, n1), (x2, n2), . . ., (xk, nk), де xi
вiдкладаються на осi абсцис, а ni – на осi ординат. Якщо на осi ординат вiдкладати не абсолютнi (ni), а вiдноснi (wi)
частоти, то одержимо полiгон вiдносних частот.

Визначення. Вибiрковою (емпiричною) функцiєю розподiлу (комулятою) називають функцiю F ∗(x), що визначає
для кожного значення x вiдносну частоту подiї X < x. Таким чином,

F ∗(x) =
nx
n
,

де nx – число варiант, менших за x, n – об’єм вибiрки.
Зауваження. На вiдмiну вiд емпiричної функцiї розподiлу, знайденої дослiдним шляхом, функцiю розподiлу F (x) генеральної

сукупностi називають теоретичною функцiєю розподiлу. При досить великих x, як випливає з теореми Бернуллi, F ∗(x) прямує
по ймовiрностi до F(x).

Властивостi комуляти:

• 0 6 F ∗(x) 6 1;

• F ∗(x) — не спадна функцiя;

• Якщо x1 – найменша варiанта, то F ∗(x) = 0 при x 6 x1; якщо xk – найбiльша варiанта, то F ∗(x) = 1 при x > xk.

Для неперервної ознаки графiчною iлюстрацiєю служить гiстограма – схiдчаста фiгура, що складається з прямо-
кутникiв, основами яких є частковi iнтервали довжиною h = xi − xi−1, а висотами – вiдрiзки довжиною gi = ni/h
(гiстограма частот) або wi/h (гiстограма вiдносних частот). У першому випадку площа гiстограми дорiвнює об’ємовi
вибiрки, у другому – одиницi.

23 Статистичнi оцiнки параметрiв розподiлу

23.1 Точковi оцiнки
Нехай необхiдно вивчити кiлькiсну ознаку генеральної сукупностi. Якщо з теоретичних мiркувань встановлено

який розподiл має ознака, то виникає задача оцiнки параметрiв, якими визначається цей розподiл.
В розпорядженнi дослiдника є лише данi вибiрки x1, x2, . . ., xn, що отриманi в результатi n незалежних спостере-

жень (спостереженi значення ознаки).
Числовi характеристики дискретного статистичного розподiлу (точковi оцiнки параметрiв дискретної випадкової

величини).
Визначення. Вибiркова середня — середнє арифметичне значень варiант:

xB =
x1 + x2 + ...+ xn

n
=

1

n

n∑
i=1

xi.

Якщо варiанти x1, x2, . . ., xk мають частоти n1, n2, . . ., nk (
∑k
i=1 ni = n), то

xB =
n1x1 + n2x2 + ...+ nkxk

n
=

1

n

k∑
i=1

nixi

Визначення. Вибiркова дисперсiя — середнє арифметичне квадратiв вiдхилення значень ознаки вiд їх середнього
значення

DB =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄B)2 =
1

n

k∑
i=1

ni(xi − x̄B)2.

Формула для обчислення дисперсiї:

D = x2 − (x̄)
2
, x2 =

1

n

n∑
i=1

(xi)
2 — дисперсiя дорiвнює середньому квадратiв значень ознаки мiнус квадрат сере-

дньої.
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Визначення. Вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σB =
√
DB визначає розсiювання варiант вiдносно xB в

тих самих одиницях, що i сама ознака.
Визначення. Розмах варiювання — рiзниця мiж найбiльшою та найменшою варiантами

R = xmax − xmin. (1)

Визначення. Коефiцiєнт варiацiї — виражене у процентах вiдношення вибiркового середнього квадратичного
вiдхилення до вибiркової середньої

V =
σB

x̄B
· 100%.

Визначення. Мода Mo – варiанта, що має найбiльшу частоту.
Визначення. Медiана Me — варiанта, що подiляє варiацiйний ряд на двi рiвнi за кiлькiстю варiант частини.
Визначення. Початковий емпiричний момент порядку k

ν∗k =
1

n

∑
nix

k
i (причому ν∗1 =

1

n

∑
nixi = x̄B).

Визначення. Центральний емпiричний момент порядку k

µ∗k =
1

n

∑
ni(xi − x̄B)k (причому µ∗2 =

1

n

∑
ni(xi − x̄B)2 = DB).

Зауваження. Якщо початковi моменти вiдомi, то центральнi моменти можна знайти з виразiв

µ2 = ν2 − (ν1)
2, µ3 = ν3 − 3ν1ν2 + 2(ν1)

3, µ4 = ν4 − 4ν1ν3 + 6(ν1)
2ν2 − 3(ν1)

4. (2)

Визначення. Коефiцiєнт асиметрiї As =
µ∗3
σ3

B
.

As = 0, якщо варiанти розмiщенi симетрично вiдносно xB,
As < 0, якщо варiанти xi < xВ переважають варiанти xi > xВ,
As > 0, якщо варiанти xi > xВ переважають варiанти xi < xВ.

Визначення. Ексцес Ex =
µ∗4
σ4
B

− 3 оцiнює крутизну закону розподiлу неперервної випадкової величини порiвняно

з нормальним (для нормального закону Ex = 0). У випадку, коли Ex < 0 варiанти бiльш розсiянi навколо свого
середнього значення, нiж для випадку нормального розподiлу, коли Ex > 0 — спостерiгається зосередження варiант
навколо середньої (дивись рисунок).

23.2 Числовi характеристики iнтервального статистичного розподiлу
Для визначення xB, DB, ν∗k , µ

∗
k переходять до дискретного розподiлу, варiантами якого є середини часткових

iнтервалiв yi = (xi−1 + xi)/2 i обчислюють характеристики для отриманого статистичного ряду.
Для визначення медiани знаходять медiанний частковий iнтервал [xi−1, xi]:

F ∗(xi−1) < 0, 5, F ∗(xi) > 0, 5. (3)

В медiанному частковому iнтервалi функцiя розподiлу досягає значення 0,5 (F ∗(Me) = 0, 5):

Me = xi−1 +
0, 5− F ∗(xi−1)

F ∗(xi)− F ∗(xi−1)
· h.

Для визначення моди знаходять модальний частковий iнтервал [xi−1, xi] — iнтервал, якому вiдповiдає найбiльша
частота появи. Тодi

Mo = xi−1 +
nMo − nMo−1

2nMo − nMo−1 − nMo +1
· h,

де nMo — частота модального iнтервалу, nMo−1 — частота домодального iнтервалу, nMo +1 — частота пiслямодального
iнтервалу.
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Приклад. За даними iнтервального статистичного розподiлу вибiрки

i 1 2 3 4 5 6
[xi−1, xi] 0-3 3-6 6-9 9-12 12-15 15-18

ni 5 10 20 25 30 10

1) побудувати гiстограму частот;

2) функцiю розподiлу.

Визначити

3) вибiркову середню xB та дисперсiю DВ;

4) моду Mo та медiану Me;

5) асиметрiю As та ексцес Ex.

Розв’язання. Переходимо до дискретного розподiлу:

yi = (xi−1 + xi)/2 1, 5 4, 5 7, 5 10, 5 13, 5 16, 5
ni 5 10 20 25 30 10

Загальне число спостережень n =
6∑
i=1

ni = 100.

1) для побудови гiстограми обчислимо: ширину прямокутникiв h = xi − xi−1 = 3,

висоти прямокутникiв:

gi = ni/h 5/3 10/3 20/3 25/3 30/3 10/3

2) обчислимо функцiю розподiлу в точках границь часткових iнтервалiв:

F (xi) =
n1

n
+
n2

n
+ ...+

ni
n

= F (xi−1) +
ni
n
, i = 1, 2, . . . , k.

xi 3 6 9 12 15 18
F (xi) 0, 05 0, 05+

0, 1 =
0, 15

0, 15+
0, 2 =
0, 35

0, 35 +
0, 25 =
0, 6

0, 6+
0, 3 =
0, 9

0, 9+
0, 1
1

Гiстограма та функцiя розподiлу

3) xВ =
5 · 1, 5 + 10 · 4, 5 + 20 · 7, 5 + 25 · 10, 5 + 30 · 13, 5 + 10 · 16, 5

100
= 10, 35;

DВ =
5 · 1, 52 + 10 · 4, 52 + 20 · 7, 52 + 25 · 10, 52 + 30 · 13, 52 + 10 · 16, 52

100
− 10, 42 = 15, 7;

σВ =
√

15, 7 = 3, 97;
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4) медiанний iнтервал [xi−1, xi] = [9, 12], Me = 9 +
0, 5− 0, 35

0, 6− 0, 35
· 3 = 10, 8;

модальний iнтервал [xi−1, xi] = [12, 15], Mo = 12 +
30− 25

2 · 30− 25− 10
· 3 = 12, 6.

5) для знаходження асиметрiї i ексцесу знайдемо початковi та теоретичнi моменти:

yi ni niyi niy
2
i niy

3
i niy

4
i

1, 5 5 7, 50 11, 25 16, 88 25, 31
4, 5 10 45, 00 202, 50 911, 25 4100, 63
7, 5 20 150, 00 1125, 00 8437, 50 63281, 25
10, 5 25 262, 50 2756, 25 28940, 63 303876, 56
13, 5 30 405, 00 5467, 50 73811, 25 996451, 88
16, 5 10 165, 00 2722, 50 44921, 25 741200, 63

Σniyi = Σniy
2
i = Σniy

3
i = Σniy

4
i =

1035, 00 12285, 00 157038, 75 2108936, 25

ν∗1 =
1

n

∑
niyi =

1

100
1035 = 10, 35; ν∗2 =

1

n

∑
niy

2
i =

1

100
12285 = 122, 85;

ν∗3 =
1

n

∑
niy

3
i =

1

100
157038,75 = 1570, 39; ν∗4 =

1

n

∑
niy

4
i =

1

100
2108936, 25 = 21089, 36;

µ∗2 = ν2 − (ν1)2 = 122, 85− (10, 35)2 = 15, 73;
µ∗3 = ν3 − 3ν1ν2 + 2(ν1)3 = 1570, 39− 3 · 10, 35 · 122, 85 = −26, 67;
µ∗4 = ν4 − 4ν1ν3 + 6(ν1)2ν2 − 3(ν1)4 =

= 21089, 36− 4 · 10, 35 · 1570, 39 + 6 · (10, 35)2 · 122, 85− 3 · (10, 4)4 = 609, 62.

Асиметрiя As =
µ∗3
σ3

В
=
−26, 67

(3, 97)3
= −0, 43,

Ексцес Ex =
µ∗4
σ4

B
− 3 =

609, 62

(3, 97)3
− 3 = −0, 54.

Зауваження. Якщо знайдено моменти ν∗1 i µ∗
2, то xВ = ν∗1 , DВ = µ∗

2 i обрахунки пункту 3) проводити не потрiбно.
Визначення. Статистична оцiнка Θ∗ називається незмiщеною, якщо її математичне сподiвання дорiвнює параме-

тру Θ, що оцiнюється:M(Θ∗) = Θ. Змiщеною називають оцiнку, математичне сподiвання якої не дорiвнює параметру,
що оцiнюється.

Визначення. Статистична оцiнка називається ефективною, якщо вона при заданому об’ємi вибiрки n має най-
меншу можливу дисперсiю.

Визначення. Статистична оцiнка Θ∗ називається обґрунтованою, якщо уразi необмеженого збiльшення об’єму
вибiрки Θ∗ наближається до параметру, що оцiнюється

lim
n→∞

P ( |Θ ∗ −Θ | < δ) = 1

Вибiркова середня xВ являє собою незмiщену оцiнку математичного сподiвання: M(xВ) = X̄В.
Вибiркова дисперсiя є змiщеною оцiнкою генеральної дисперсiї. Можна довести, що

M(DВ) =
n− 1

n
DВ.

s2 =
n

n− 1
DВ =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄В)2 – виправлена дисперсiя ( M(s2) = DΓ ).

s =
√
s2 =

√
n

n− 1
DВ – виправлене середнє квадратичне вiдхилення.

23.3 Порiвняння емпiричних та теоретичних частот.
Нехай є пiдстава вважати, що неперервна випадкова величина X розподiлена за деяким законом i треба перевiрити

це на пiдставi даних спостережень. Для цього знаходять теоретичнi частоти n′i у припущеннi, що X розподiлена за
певним законом:

n′i = n · Pi, (4)

де n — об’єм вибiрки, Pi – ймовiрнiсть потрапляння випадкової величини X в i-ий частинний iнтервал (xi−1, xi).
Для нормального розподiлу

Pi = Φ

(
xi − x̄В

σВ

)
− Φ

(
xi−1 − x̄В

σВ

)
,
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де x̄B – вибiркова середня, σB – вибiркове середнє квадратичне вiдхилення, Φ – функцiя Лапласа. Наближена
формула для визначення ймовiрностi потрапляння випадкової величини X в i-ий частинний iнтервал:

Pi =
h

σВ
ϕ

(
yi − x̄В

σВ

)
,

де yi(xi−1 + xi)/2 – середина i-го частинного iнтервалу.
Приклад. Для наведеного в таблицi iнтервального статистичного розподiлу побудувати нормальну криву.
Розв’язання. Обчислимо вибiркову середню: x̄В = 5, 07 i вибiркове середнє квадратичне вiдхилення: σВ = 2, 36.

Результати подальших обчислень будемо заносити в таблицю:

i 1 2 3 4 5
(xi−1, xi) (0, 2) (2, 4) (4, 6) (6, 8) (8, 10)

ni 3 6 10 5 4
ni/h 1, 5 3, 0 5, 0 2, 5 2, 0

yi = (xi − xi−1)/2 1 3 5 7 9
yi − x̄В −4, 07 −2, 07 −0, 07 1, 93 3, 93

ui =
yi − x̄B
σB

−1, 73 −0, 88 −0, 03 0, 82 1, 67

ϕ(ui) 0, 09 0, 27 0, 40 0, 29 0, 10
n′i 2, 14 6, 44 9, 46 6, 78 2, 37
n′i/h 1, 07 3, 22 4, 73 3, 39 1, 18

За даними рядка ni/h будуємо гiстограму частот, а за даними рядка n′i/h — точки нормальної кривої, з’єднуючи
якi, отримаємо нормальну криву для заданого iнтервального розподiлу.

24 Iнтервальна оцiнка параметрiв розподiлу
Нехай Θ∗ – точкова статистична оцiнка невiдомого параметра Θ. Витягнемо з генеральної сукупностi кiлька вибiрок

об’єму n i обчислимо для кожної з них оцiнку параметра Θ: Θ∗1,Θ
∗
2, . . .Θ

∗
n. Тодi Θ∗ є випадковою величиною i замiна Θ

на Θ∗ може призвести до суттєвих похибок, особливо коли об’єм вибiрки є малим. В цьому випадку використовують
iнтервальнi оцiнки.

Визначення. Статистична оцiнка, що визначається двома числами – кiнцями iнтервалiв – називається iнтерваль-
ною.

Визначення. Точнiстю оцiнки називається величина δ (δ > 0 ), така, що |Θ∗ −Θ| < δ (Θ∗ − δ < Θ < Θ∗ + δ)
Визначення. Довiрчим називається iнтервал (Θ∗−δ,Θ∗+δ), який покриває параметр Θ iз заданою ймовiрнiстю γ:

P (|Θ∗−Θ| < δ) = γ. Iншими словами: ймовiрнiсть того, що довiрчий iнтервал (Θ∗− δ,Θ∗+ δ) мiстить в собi параметр
Θ, дорiвнює γ.

Визначення. Число γ називається надiйнiстю (довiрчою ймовiрнiстю). Її задають наперед числом, близьким до
одиницi (0, 95; 0, 99; 0, 999).

24.1 Довiрчий iнтервал для оцiнки математичного сподiвання нормального розподiлу
при вiдомiй дисперсiї.

Нехай X – нормально розподiлена випадкова величина, її середнє квадратичне вiдхилення вiдоме i дорiвнює σ.
Потрiбно за значенням вибiркової середньої xВ оцiнити математичне сподiвання M(X).

Будемо розглядати xВ як випадкову величину X, а значення варiант вибiрки x1, x2, . . ., xn як однаково розподiленi
незалежнi випадковi величини X1, X2, . . ., Xn.

Математичне сподiвання кожної з Xi дорiвнює a, а середнє квадратичне вiдхилення дорiвнює σ. Тодi M(X) = a,
σ(X) = σ/

√
n (використовуємо властивостi математичного сподiвання i дисперсiї середнього арифметичного незале-

жних випадкових величин). Ймовiрностi потрапляння нормально розподiленої випадкової величини в заданий iнтервал

53



P (|X − a| < δ) = 2Φ

(
δ

σ

)
. (5)

Замiнимо X на X, а σ на σ(X) = σ/
√
n. Отримаємо

P (|X̄ − a| < δ) = 2Φ

(
δ
√
n

σ

)
= 2Φ(t), (6)

де t =
δ
√
n

σ
, i δ =

tσ√
n
.

Задамо надiйнiсть γ i знайдемо довiрчий iнтервал з рiвняння

P

(
| x̄В − a | <

t · σ√
n

)
= 2Φ(t) = γ.

Отже, значення математичного сподiвання a з надiйнiстю γ попадає в iнтервал(
x̄В −

tσ√
n

; x̄В +
tσ√
n

)
,

де значення t визначається з рiвняння 2Φ(t) = γ (Φ(t) = γ/2).
Зауваження.

1) при зростаннi об’єму вибiрки n точнiсть оцiнки δ зменшується, тим самим точнiсть зростає;

2) при зростаннi надiйностi γ параметр t зростає, тим самим точнiсть зменшується.

Приклад. Знайти довiрчий iнтервал для математичного сподiвання нормально розподiленої випадкової величини,
якщо об’єм вибiрки n = 49, x̄В = 2, 8, σ = 1, 4, а довiрча ймовiрнiсть γ = 0, 9.

Розв’язання. Визначимо t, при якому Φ(t) = 0, 9 : 2 = 0, 45: t = 1, 65. Визначимо точнiсть оцiнки δ =
tσ√
n

=

1, 65 · 1, 4√
49

= 0, 33. Тодi довiрчий iнтервал 2, 8− 0, 33 < a < 2, 8 + 0, 33, тобто 2, 47 < a < 3, 13.

24.2 Довiрчий iнтервал для оцiнки математичного сподiвання нормального розподiлу
при невiдомiй дисперсiї.

Нехай X — нормально розподiлена випадкова величина з невiдомим середнiм квадратичним вiдхиленням. По-
трiбно оцiнити математичне сподiвання M(X) по середнiй вибiрковiй xВ та виправленому вибiрковому середньому
квадратичному вiдхиленню s.

Побудуємо випадкову величину

T =
X̄ − a
S√
n

,

яка має розподiл Стьюдента з k = n — 1 ступенями свободи. X — вибiркове середнє, S — виправлене середнє квадра-
тичне вiдхилення. Оскiльки щiльнiсть розподiлу Стьюдента S(t, n) — парна функцiя, що не залежить вiд a i σ,

P


∣∣∣∣∣∣∣∣
X̄ − a
S√
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ < tγ

 = 2

tγ∫
0

S(t, n)dt = γ.

Замiнюючи X на x̄В, а S на s, одержимо

P

(
x̄В −

tγs√
n
< a < x̄В +

tγs√
n

)
= γ.

Таким чином, значення математичного сподiвання a з надiйнiстю γ попадає в iнтервал(
x̄В −

tγσ√
n

; x̄В +
tγσ√
n

)
,

де tγ можна знайти за таблицею при заданих n i γ.
Приклад. Нехай об’єм вибiрки n = 25, xВ = 3, s = 1, 5. Знайти довiрчий iнтервал для математичного сподiвання a

при надiйностi γ = 0, 99.

Розв’язання. З таблицi знаходимо, що tγ(n = 25, γ = 0, 99) = 2, 8. Точнiсть оцiнки δ =
tγσ√
n

=
2, 8 · 1, 5√

25
= 0, 84. Тодi

довiрчий iнтервал 3− 0, 84 < a < 3 + 0, 84 або 2, 16 < a < 3, 84.
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24.3 Довiрчi iнтервали для оцiнки середнього квадратичного вiдхилення нормального
розподiлу.

Нехай X — нормально розподiлена випадкова величина. Потрiбно оцiнити середнє квадратичне вiдхилення σ за
виправленим вибiрковим середнiм квадратичним вiдхиленням s.

Довiрчий iнтервал, який покриває σ iз заданою ймовiрнiстю γ знаходиться у виглядi

s(1− q) < σ < s(1 + q), (7)

де q знаходиться з таблиць по заданим n i γ.
Зауваження. Якщо q > 1, то з урахуванням умови σ > 0 довiрчий iнтервал для σ буде мати вигляд 0 < σ < s(1 + q).
Приклад. За вибiркою об’єму n = 20 обчислено вибiркове виправлене середнє квадратичне вiдхилення s = 1, 3.

Знайти довiрчий iнтервал для середнього квадратичного вiдхилення генеральної сукупностi σ при заданiй надiйностi
γ = 0, 95.

Розв’язання. З вiдповiдної таблицi знаходимо q(n = 20, γ = 0, 95) = 0, 37. Довiрчий iнтервал 1, 3 · (1− 0, 37) < σ <
1, 3 · (1 + 0, 37). Отже 0, 82 < σ < 1, 78.

25 Статистична перевiрка статистичних гiпотез
Визначення. Статистичною називають гiпотезу про вигляд невiдомого розподiлу генеральної сукупностi або про

параметри вiдомих розподiлiв.
Визначення. Нульовою H0 (основною) називають висунуту гiпотезу. Конкуруючою H1 (альтернативною) назива-

ють гiпотезу, що суперечить нульовiй. Наприклад, якщо H0 полягає в тому, що математичне сподiвання генеральної
сукупностi a = 3, то можливими варiантами альтернативної гiпотези H1 є такi: а) a 6= 3; б) a > 3; в) a < 3.

Визначення. Простою називають гiпотезу, що мiстить тiльки одне припущення, складною — гiпотезу, що скла-
дається з скiнченого або нескiнченного числа простих гiпотез. Наприклад, для показникового розподiлу гiпотеза H0:
λ = 2 — проста, H0: λ > 2 — складна, що складається з нескiнченного числа простих (вигляду λ = a, де a — будь-яке
число, бiльше 2).

Визначення. У результатi статистичної перевiрки правильностi висунутої нульової гiпотези можливi помилки
двох родiв.

Помилка першого роду полягає в тому, що буде вiдкинута правильна нульова гiпотеза. Ймовiрнiсть α помилки
першого роду називається рiвнем значущостi.

Помилка другого роду полягає в тому, що буде прийнята невiрна нульова гiпотеза. Ймовiрнiсть похибки другого
роду позначається β.

Зауваження. Яка з помилок є на практицi бiльш небезпечною, залежить вiд конкретної задачi. Наприклад, якщо перевiря-
ється правильнiсть вибору методу лiкування хворого, то помилка першого роду означає вiдмову вiд правильної методики, що
може сповiльнити лiкування, а помилка другого роду (застосування неправильної методики) може призвести до погiршенням
стану хворого i є бiльш небезпечною.

Основний прийом перевiрки статистичних гiпотез полягає в тому, що по наявнiй вибiрцi обчислюється значення
деякої випадкової величини, що має вiдомий закон розподiлу.

Визначення. Статистичним критерiєм називається випадкова величина K з вiдомим законом розподiлу, що слу-
жить для перевiрки нульової гiпотези.

Визначення. Критичною областю називають область значень критерiю, при яких нульову гiпотезу вiдхиляють,
областю прийняття гiпотези — область значень критерiю, при яких нульову гiпотезу приймають.

Види критичних областей:
— правобiчна — K > kкр (kкр > 0);
— лiвобiчна — K < kкр (kкр < 0);
— двобiчна — K < k1,K > k2(k2 > k1).
Етапи перевiрки гiпотези:
1) вибирається статистичний критерiй K;
2) обчислюється його спостережене значення Kспост за наявною вибiркою;
3) оскiльки закон розподiлу K вiдомий, за вiдомим рiвнем значущостi α визначається критичне значення kкр, що

роздiляє критичну область i область прийняття гiпотези. kкр дуже часто знаходиться з вiдповiдних таблиць;
4) якщо обчислене значення Kспост потрапляє до областi прийняття гiпотези, то нульова гiпотеза приймається,

якщо в критичну область – нульова гiпотеза вiдхиляється.
Визначення. Потужнiстю критерiю називають ймовiрнiсть потрапляння критерiю до критичної областi при вiрнiй

конкуруючiй гiпотезi. Похибка другого роду — прийняти неправильну нульову гiпотезу — влучити в область прийняття
гiпотези при вiрнiй конкуруючiй гiпотезi. Тому потужнiсть критерiю дорiвнює 1 − β. Отже, чим бiльше потужнiсть
критерiю, тим менше ймовiрнiсть зробити помилку другого роду. Тому пiсля вибору рiвня значущостi варто будувати
критичну область так, щоб потужнiсть критерiю була максимальною.
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26 Перевiрка параметричних статистичних гiпотез

26.1 Перевiрка гiпотези про математичне сподiвання нормальної генеральної сукупно-
стi

Нехай генеральна сукупнiстьX розподiлена нормально, i треба при заданому рiвнi значущостi α перевiрити гiпотезу
про те, що математичне сподiвання M(X) дорiвнює деякому числу a.

Розглянемо два випадки.
1) Вiдома дисперсiя σ2 генеральної сукупностi. Тодi по вибiрцi об’єму n знайдемо вибiркове середнє xВ i перевiримо

нульову гiпотезу H0: M(X) = a.
З огляду на те, що вибiркове середнє X є незмiщеною оцiнкою M(X), тобто M(X) = M(X), можна записати

нульову гiпотезу так: M(X) = a. Для її перевiрки виберемо нормовану нормально розподiлену величину

U =
X̄ − a
σ(X̄)

=
(X̄ − a)

√
n

σ
.

Спостережене значення критерiю Uспост =
(x̄B − a)

√
n

σ
.

Виберемо критичну область в залежностi вiд вигляду конкуруючої гiпотези:
а) якщо H1 :M(X) 6= a, то критична область двобiчна i критичну точку знаходимо з рiвностi P (−uкр < U < uкр) =

1− α (дивись рисунок).

Одержимо

P ( |U | < uкр) = 2Φ

(
uкр

σ (U)

)
= 2Φ (uкр) ,

оскiльки σ(U) = 1.
Таким чином

2Φ (uкр) = 1− α або Φ (uкр) =
1− α

2

i uкр можна знайти з таблиць функцiї Лапласа.
Якщо |Uспост| < u кр , то нульова гiпотеза приймається; якщо |Uспост| > uкр, то нульова гiпотеза вiдхиляється.
б) якщо H1: M(X) > a0 , то критична область правобiчна i критичну точку знаходимо з рiвностi
P (U < uкр) = 1− α (дивись рисунок).

Одержимо

P (uкр < 0) + P (0 < U < uкр) = 1− α, (8)

або

1

2
+ P (0 < U < uкр) = 1− α.

Таким чином
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Φ (uкр) =
1

2
− α =

1− 2α

2

i uкр можна знайти з таблиць функцiї Лапласа.
Якщо Uспост < uкр нульова гiпотеза приймається; якщо Uспост > uкр – вiдхиляється.
Аналогiчно розглядається H1: M(X) < a0.
2) Дисперсiя генеральної сукупностi невiдома i за вибiркою об’єму n обчислено виправлене середнє квадратичне

вiдхилення s.
Критерiєм для перевiрки нульової гiпотези H0: M(X) = a виберемо випадкову величину

T =
(X̄ − a)

√
n

S
,

де S — виправлене середнє квадратичне вiдхилення. Випадкова величина T має розподiл Стьюдента з k = n − 1
степенями свободи.

Розглянемо тi ж, що й у попередньому випадку, конкуруючi гiпотези i вiдповiднi їм критичнi областi. Попередньо
обчислимо спостережене значення критерiю

Tспост =
(xВ − a)

√
n

s
.

а) якщо H1: M(X) 6= a0, то критична область двобiчна i критична точка tкр знаходиться за таблицею критичних
точок розподiлу Стьюдента за вiдомими α i k.

При |Tспост| < tкр нульова гiпотеза приймається, при |Tспост| > tкр – вiдхиляється.
б) якщо H1: M(X) > a0, то за таблицею знаходять tкр(α, k) – критичну точку правосторонньої критичної областi.

Нульова гiпотеза приймається, якщо Tспост < tкр i вiдхиляється в протилежному випадку.
Аналогiчно розглядається H1: M(X) < a0.

26.2 Перевiрка гiпотези про рiвнiсть дисперсiй двох генеральних сукупностей.
Нехай генеральнi сукупностi X1 i X2 розподiленi нормально. З цих сукупностей взято незалежнi вибiрки об’ємом

n1 i n2, за якими обчислено виправленi вибiрковi дисперсiї s2
1 i s2

2. При заданому рiвнi значущостi α треба перевiрити
нульову гiпотезу H0: D(X1) = D(X2) про рiвнiсть дисперсiй розглянутих сукупностей. Враховуючи незмiщеннiсть
виправлених вибiркових дисперсiй перепишемо нульову гiпотезу H0: M(s2

1) = M(s2
2).

В якостi критерiю приймається випадкова величина

F =
S2
A

S2
B

— вiдношення бiльшої вибiркової дисперсiї до меншої. F має розподiл Фiшера-Снедекора зi степенями свободи k1 =
n1 − 1 i k2 = n2 − 1.

Спостережене значення критерiю Fспост =
s2
A

s2
B

.

а) якщо H1: D(X1) 6= D(X2), то критична точка розподiлу Фiшера Fкр = F
(α

2
, k1, k2

)
знаходиться з вiдповiдних

таблиць.
При |Fспост| < Fкр нульова гiпотеза приймається, при |Fспост| > Fкр – вiдхиляється.
б) якщо H1: D(X1) > D(X2), то з таблиць критичних точок розподiлу Фiшера знаходиться Fкр = F (α, k1, k2).
При Fспост < Fкр нульова гiпотеза приймається, при Fспост > Fкр – вiдхиляється.

27 Перевiрка непараметричних статистичних гiпотез. Критерiй Пiрсона
Усi перевiрки параметричних статистичних гiпотез ґрунтуються на припущеннi, що ознака генеральної сукупностi

має нормальний закон розподiлу. Якщо закон розподiлу є невiдомим, але є пiдстави вважати (наприклад, за формою
полiгона частот чи гiстограми), що вiн має певний вид (наприклад, нормальний), то перевiряють нульову гiпотезу про
вид розподiлу генеральної сукупностi.

Визначення. Емпiричнi частоти ni — частоти, якi спостерiгаються при реалiзацiї вибiрки. Теоретичнi частоти n′i —
частоти, обрахованi у припущеннi, що генеральна сукупнiсть розподiлена за певним законом. У випадку нормального
закону розподiлу:

Pi = Φ

(
xi − x̄В

σВ

)
− Φ

(
xi−1 − x̄В

σВ

)
,

де x̄В — вибiркова середня, σВ — вибiркове середнє квадратичне вiдхилення, Φ — функцiя Лапласа.
Визначення. Критерiєм узгодженостi називають критерiй про передбачуваний закон невiдомого розподiлу. Кри-

терiями узгодженостi є критерiї Пiрсона, Колмогорова, Смiрнова та iншi.
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Розглянемо критерiй Пiрсона, перевагою якого є унiверсальнiсть: з його допомогою можна перевiряти гiпотези
про рiзнi види закони розподiлу (рiвномiрний, показниковий, нормальний). В основу критерiю покладено порiвняння
емпiричних та теоретичних частот. З’ясовується, чи є випадковою розбiжнiсть мiж цими частотами.

Нехай задано iнтервальний статистичний розподiл

Номер iнтервалу 1 2 . . . k
Iнтервал (xi−1, xi) (x0, x1) (x1, x2) . . . (xk−1, xk)
Кiлькiсть варiант, що
потрапили в iнтервал

n1 n2 . . . nk

i обчислено вибiрковi середнє xВ, середнє квадратичне вiдхилення σВ i теоретичнi частоти n′i.

Зауваження. Об’єм вибiрки n =
k∑

i=1

nk повинен бути не менше за 50. Кожний частинний iнтервал повинен мiстити не менше

6 варiант (ni < 6), iнакше малi групи треба об’єднувати в одну, сумуючи частоти.
Перевiримо з рiвнем значущостi α припущення про те, що генеральна сукупнiсть розподiлена нормально. Для

порiвняння емпiричних i теоретичних частот використаємо критерiй у виглядi випадкової величини – суми вiдношень
квадратiв вiдхилень емпiричних частот вiд теоретичних до вiдповiдних теоретичних частот

χ2 =

k∑
i=1

(ni − n′i)2

n′i
.

Незалежно вiд закону розподiлу генеральної сукупностi закон розподiлу розглянутої випадкової величини при
n→∞ прямує до закону розподiлу χ2 з числом ступенiв свободи

k = s− 1− r, (9)

де s – число груп (частинних iнтервалiв), r — число параметрiв передбачуваного розподiлу. Нормальний розподiл
характеризується двома параметрами, тому k = s− 3.

Побудуємо правосторонню критичну область, виходячи з вимоги про те, щоб ймовiрнiсть потрапляння критерiю в
цю область у припущеннi справедливостi нульової гiпотези дорiвнювала прийнятому рiвню значущостi:

P
(
χ2 > χ2

кр(α, k)
)

= α

Отже, критична область задається нерiвнiстю χ2 > χ2
кр(α, k), а область прийняття гiпотези — χ2 < χ2

кр(α, k). Таким
чином, для перевiрки нульової гiпотези потрiбно обчислити за вибiркою спостережене значення критерiю

χ2
спост =

k∑
i=1

(ni − n′i)2

n′i
,

i за таблицею критичних точок розподiлу χ2 знайти критичну точку χ2
кр(α, k), використовуючи вiдомi значення α i

k = s− 3. Якщо χ2
спост < χ2

кр – нульову гiпотезу приймають, при χ2
спост > χ2

кр – вiдхиляють.
Приклад. За даними iнтервального статистичного розподiлу з рiвнем значущостi α = 0, 05 перевiрити гiпотезу про

нормальнiсть дослiдженої ознаки.

i 1 2 3 4 5
(xi−1, xi) (0, 2) (2, 4) (4, 6) (6, 8) (8, 10)

ni 3 6 10 5 4

Розв’язання. В прикладi з попередньої теми обчислено вибiркову середню x̄В = 5, 07 i вибiркове середнє квадра-
тичне вiдхилення σВ = 2, 36. Обчислимо теоретичнi частоти та спостережене значення критерiю. Процес обчислення
вiдображено вiдповiдно в таблицях.

i xi−1 xi zi−1 =
xi−1 − xВ

σB
zi =

xi − xВ

σВ
Φ(zi−1) Φ(zi) Pi = Φ(zi) −

Φ(zi−1)
ni′ = n · Pi

1 0 2 −1, 301 −0, 500 −0, 403 0, 097 2, 7
2 2 4 −1, 301 −0, 453 −0, 403 −0, 175 0, 228 6, 4
3 4 6 −0, 453 0, 394 −0, 175 0, 153 0, 328 9, 2
4 6 8 0, 394 1, 242 0, 153 0, 393 0, 240 6, 7
5 8 10 1, 242 0, 393 0, 500 0, 107 3, 0

ΣPi = 1 Σni = n = 28

i ni n′i ni − n′i (ni − n′i)2 (ni − n′i)2

n′i
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1 3 2, 71 0, 29 0, 09 0, 03
2 6 6, 40 −0, 40 0, 16 0, 02
3 10 9, 19 0, 81 0, 66 0, 07
4 5 6, 71 −1, 71 2, 92 0, 43
5 4 3, 00 1, 00 1, 00 0, 33∑ (ni − n′i)2

n′i
= 0, 9

Таким чином, спостережене значення критерiю

χ2
спост =

5∑
i=1

(ni − n′i)2

n′i
= 0, 9.

За таблицею критичних точок розподiлу χ2 при заданому рiвнi значущостi α = 0, 05 i числу степенiв свободи
k = 5−3 = 2 (5 – число iнтервалiв групування вибiрки) знаходимо критичну точку правосторонньої критичної областi
χ2

кр(0, 05, 2) = 6. χ2
спост < χ2

кр (0, 9 < 6) i, таким чином, нема пiдстав вiдхилити нульову гiпотезу про нормальний
розподiл генеральної сукупностi.

Зауваження. Критерiй Пiрсона можна застосовувати при об’ємi вибiрки n > 50, тому розглянутий приклад надано лише в
навчальних цiлях.

28 Пряма лiнiя регресiї. Коефiцiєнт кореляцiї та перевiрка його значимо-
стi

Визначення. Випадковi величини, можливi значення яких визначаються двома числами, називаються двомiрними
i позначають (X,Y ). Кожну з величин X i Y називають складовою або компонентою. Обидвi випадковi величини X i
Y , якi розглядаються разом, утворюють систему двох випадкових величин. Законом розподiлу двомiрної випадкової
величини називають перелiк можливих значень цiєї величини – пар (xi, yj) i вiдповiдних їм ймовiрностей pij = p(xi, yj).

Визначення. Випадкова величина Y називається функцiєю випадкової величини X, якщо кожному можливому
значенню випадкової величини X вiдповiдає одне можливе значення Y .

Строга функцiональна залежнiсть реалiзується рiдко, оскiльки обидвi розглянутi випадковi величини або одна з
них знаходяться пiд впливом iнших випадкових факторiв.

Визначення. Статистичною залежнiстю називають залежнiсть, при якiй змiна однiєї з випадкових величин при-
зводить до змiни розподiлу iншої. Якщо статистична залежнiсть проявляється в тому, що при змiнi однiєї з випадкових
величин змiнюється середнє значення другої, то така статистична залежнiсть називається кореляцiйною.

Визначення. Умовним середнiм ȳx називається середнє арифметичне спостережених значень Y , що вiдповiдають
X = x. Наприклад, якщо при x1 = 1 Y прийняла значення y1 = 2, y2 = 3, y3 = 4, то умовне середнє ȳx1 = (2+3+4)/3 =
3.

Визначення. Вибiрковим рiвнянням регресiї Y на X називається рiвняння ȳx = f∗(x), функцiя f∗ називається
вибiрковою регресiєю Y на X, а її графiк – вибiрковою лiнiєю регресiї Y на X.

Далi розглянемо лише випадок, коли f∗(x) = k · x+ b – лiнiйна функцiя.
Вибiркове рiвняння прямої лiнiї середньоквадратичної регресiї за незгрупованими даними.
Нехай вивчається система двох ознак (X,Y ) i в результатi n спостережень отримано пари чисел (x1, y1), . . ., (xn, yn).

Знайдемо вибiркове рiвняння лiнiї регресiї Y на X

y = ρyx · x+ b. (10)

Число ρyx називається вибiрковим коефiцiєнтом регресiї Y на X. Коефiцiєнти ρyx i b вибирають так, щоб точки
(x1, y1), . . ., (xn, yn) лежали якомога ближче до прямої y = ρyx · x+ b. Застосування методу найменших квадратiв дає

ρyx =
xy − x̄ · ȳ

σ2
x

, b =
x2 · ȳ − x̄ · x · y

σ2
x

,

де x · y =
1

n

∑
x · y, σ2

x = x2 − (x̄)
2.

Вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї rВ =
σx
σy
ρyx =

x · y − x̄ · ȳ
σxσy

.

Властивостi коефiцiєнта кореляцiї:
1) якщо X i Y — незалежнi, то rВ = 0;
2) якщо rВ = ±1, то X i Y пов’язанi лiнiйною функцiональною залежнiстю. Таким чином коефiцiєнт кореляцiї

вимiрює силу лiнiйного зв’язку мiж X i Y . При rВ = −1 зростання значень однiєї з ознак призводить до зменшення
значень iншої ознаки – має мiсце так звана «протилежна залежнiсть».

Приклад. Знайти 1) вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї та 2) коефiцiєнт кореляцiї для результатiв спостере-
ження
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X 1 2 4 5 6
Y 3 4 5 7 6

Розв’язання. x̄ =
1

n

∑
x =

1

5
(1 + 2 + 4 + 5 + 6) = 3, 6; ȳ =

1

n

∑
y =

1

5
(3 + 4 + 5 + 7 + 6) = 5;

x2 =
1

n

∑
x2 =

1

5
(1 + 4 + 16 + 25 + 36) = 16, 4;

y2 =
1

n

∑
y2 =

1

5
(9 + 16 + 25 + 49 + 36) = 27;

σ2
x = x2 − (x̄)

2
= 16, 4− 3, 62 = 3, 4; σx = 1, 9;

σ2
y = y2 − (ȳ)

2
= 27− 52 = −25; σy = 1, 4;

x · y =
1

n

∑
x · y =

1

5
(1 · 3 + 2 · 4 + 4 · 5 + 5 · 7 + 6 · 6) = 20, 4;

1) ρyx =
x · y − x̄ · ȳ

σ2
x

=
20, 4− 3, 6 · 5

3, 4
= 0, 7; b =

x2 · ȳ − x̄ · x · y
σ2
x

=
16, 4 · 5− 3, 6 · 20, 4

1, 9
= 2, 5;

y = 0, 7 · x+ 2, 5 — рiвняння прямої лiнiї регресiї (дивись рисунок);

2) rВ =
x · y − x̄ · ȳ
σx · σy

=
20, 4− 3, 6 · 5

1, 9 · 1, 4
= 0, 91.

28.1 Вибiркове рiвняння прямої лiнiї середньоквадратичної регресiї за згрупованими
даними.

При великiй кiлькостi спостережень одне й те саме значення x може зустрiтися nx раз, y — ny раз, а пара чисел
(x, y) — nxy раз. В цьому випадку данi групують i заносять в кореляцiйну таблицю. Наприклад,

Y
X

1 2 3 ny
0 2 1 1 4
2 0 2 4 6
nx 2 3 5 n = 10

Вибiрковий коефiцiєнт регресiї

ρyx =
x · y − x̄ · ȳ

σ2
x

,

де x̄ =
1

n

∑
nx · x, x2 =

1

n

∑
nx · x2 , ȳ =

1

n

∑
ny · y, x · y =

1

n

∑
nxy · x · y.

Коефiцiєнт кореляцiї

rВ =
σx
σy
ρyx =

1

n

∑
nxy · x · y − x̄ · ȳ

σxσy
.

Вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї

ȳx − ȳ = ρyx(x− x̄).

Приклад. Знайти 1) вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї та 2) коефiцiєнт кореляцiї для спостережень, занесених
в кореляцiйну таблицю.

Розв’язання.

x̄ =
1

n

∑
nx · x =

1

10
(2 · 1 + 3 · 2 + 5 · 3) = 2, 3;

x2 =
1

n

∑
nx · x2 =

1

10
(2 · 12 + 3 · 22 + 5 · 32) = 5, 9;

ȳ =
1

n

∑
ny · y =

1

10
(4 · 0 + 6 · 2) = 1, 2;
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y2 =
1

n

∑
ny · y2 =

1

10
(4 · 02 + 6 · 22) = 2, 4;

σ2
x = x2 − (x̄)

2
= 5, 9− 2, 32 = 0, 61;σx = 0, 78;

σ2
y = y2 − (ȳ)

2
= 2, 4− 1, 22 = 0, 96;σy = 0, 98;

x · y =
1

n

∑
nxy · x · y =

1

10
(2 · 2 · 2 + 4 · 3 · 2) = 3, 2;

1) Вибiрковий коефiцiєнт регресiї ρyx =
x · y − x̄ · ȳ

σ2
x

=
3, 2− 2, 3 · 1, 2

0, 782
= 0, 72.

Вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї ȳx − 1, 2 = 0, 72 · (x− 2, 3) або ȳx = 0, 72x− 0, 46.

2) Коефiцiєнт кореляцiї rВ =
x · y − x̄ · ȳ

σxσy
=

3, 2− 2, 3 · 1, 2
0, 78 · 0, 98

= 0, 57 .

28.2 Перевiрка гiпотези про значимiсть вибiркового коефiцiєнта кореляцiї
Розглянемо вибiрку об’єму n з нормально розподiленої двовимiрної генеральної сукупностi (X,Y ). Нехай обрахо-

ваний за вибiркою коефiцiєнт кореляцiї не дорiвнює нулю: rВ 6= 0. Але це ще не означає, що коефiцiєнт кореляцiї
генеральної сукупностi rГ 6= 0. Тому при рiвнi значущостi α треба перевiрити нульову гiпотезу H0: rГ = 0.

Для перевiрки гiпотези використовується випадкова величина

T =
r
√
n− 2√

1− r2
,

яка має розподiл Стьюдента з k = n− 2 степенями свободи.

Спостережене значення критерiю Tспост =
rB
√
n− 2√

1− r2
B

.

Критична область є двосторонньою з границями ±Tкр, якi знаходяться з таблиць для двосторонньої критичної
областi розподiлу Стьюдента.

При |Tспост| < Tкр нульова гiпотеза приймається, при |Tспост| > Tкр – вiдхиляється.
Приклад. За вибiркою n = 10 з двовимiрної нормальної генеральної сукупностi (X,Y ) знайдено rВ = 0, 57. При

рiвнi значущостi α = 0, 1 перевiрити нульову гiпотезу H0: rГ = 0, при конкуруючiй H1: rГ 6= 0.
Розв’язання. Знайдемо спостережене значення критерiю та критичнi точки:

Tспост =
rВ
√
n− 2√

1− r2
B

=
0, 57 ·

√
8√

1− 0, 572
= 2; Tкр(0, 1; 10− 2) = 1, 86.

|Tспост| > Tкр i H0 вiдхиляється. Тобто кореляцiя мiж X i Y iснує.

29 Рангова кореляцiя. Коефiцiєнти кореляцiї Спiрмена та Кендала, пере-
вiрка їх значимостi

Визначення. Якiсна ознака — ознака, яку неможливо точно вимiрити, але яка дозволяє порiвнювати об’єкти i
розташовувати їх в порядку погiршення якостi.

29.1 Правило ранжування
Нехай вибiрка об’єму n мiстить незалежнi об’єкти, що мають двi якiснi ознаки A i B. Треба з’ясувати степiнь

зв’язку ознак мiж собою, тобто встановити наявнiсть або вiдсутнiсть рангової кореляцiї.
Розташуємо спочатку об’єкти в порядку погiршення якостi за ознакою A. Припишемо об’єкту, що стоїть на i-му

мiсцi ранг, рiвний порядковому номеру: xi = i. Далi розташуємо об’єкти в порядку погiршення якостi за ознакою B i
припишемо кожному з них ранг yi, де номер i дорiвнює порядковому номеру об’єкта за ознакою A, а самè значення
рангу дорiвнює порядковому номеру об’єкта за ознакою B. Одержимо двi послiдовностi рангiв

за ознакою A x1, x2, . . ., xn
за ознакою B y1, y2, . . ., yn

Наприклад, якщо y1 = 2, то це означає, що даний об’єкт займає в ряду за ознакою A перше мiсце, а в ряду за
ознакою B – друге.

Для оцiнки степенi зв’язку мiж ознаками A i B користуються коефiцiєнтом рангової кореляцiї Спiрмена

ρB = 1− 6
∑
d2
i

n3 − n
, di = xi − yi.

Властивостi коефiцiєнта рангової кореляцiї:
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1) −1 6 ρВ 6 1;
2) залежнiсть мiж A i B тим менша, чим ближче ρB до нуля;
3) якщо ρВ = ±1, то A i B пов’язанi лiнiйною залежнiстю. При ρВ = −1 погiршення якостi за однiєю з ознак

призводить до покращення якостi за iншою (має мiсце «протилежна залежнiсть»).
Перевiрка гiпотези про значимiсть коефiцiєнта кореляцiї Спiрмена.
Для того, щоб при рiвнi значущостi α перевiрити нульову гiпотезуH0: ρГ = 0 про рiвнiсть нулю коефiцiєнта рангової

кореляцiї Спiрмена генеральної сукупностi ρГ при конкуруючiй гiпотезi H1: ρГ 6= 0 треба обчислити критичну точку

Tкр = tкр(α, k)

√
1− ρ2

B

n− 2
,

де n – об’єм вибiрки, tкр(α, k) — критична точка двосторонньої критичної областi, яку знаходять за таблицею крити-
чних точок розподiлу Стьюдента за рiвнем значущостi α i числу степенiв свободи k = n− 2.

При |ρВ| < Tкр нульова гiпотеза приймається, при |ρВ| > Tкр — вiдхиляється.
Приклад. Для двох ознак об’єктiв знайти коефiцiєнт рангової кореляцiї Спiрмена та перевiрити його значимiсть

при рiвнi значущостi α = 0, 05.

A 1 2 4 5 6
B 3 4 5 7 6

Розв’язання. Складаємо таблицю рангiв та обчислюємо їх рiзницi.

Ранги за ознакою A xi 1 2 3 4 5
Ранги за ознакою B yi 2 1 3 4 5

Рiзниця рангiв di −1 1 0 0 0
d2
i 1 1 0 0 0

Вибiрковий коефiцiєнт рангової кореляцiї Спiрмена

ρB = 1− 6
∑
d2
i

n3 − n
= 1− 6 · (1 + 1)

53 − 5
= 0, 9.

Критична точка розподiлу Стьюдента tкр(0, 05, 5− 2) = tкр(0, 05, 3) = 3, 18.

Tкр = tкр(0, 05, 3)

√
1− 0, 92

5− 2
= 3, 18 · 0, 25 = 0, 8

|ρВ| > Tкр (0, 9 > 0, 8). Таким чином H0 вiдхиляється. Тобто кореляцiя мiж ознаками A i B об’єкта iснує.
Припустимо, що праворуч вiд y1 є R1 рангiв, бiльших за y1, праворуч вiд y2 є R2 рангiв, бiльших за y2, . . .. Для

оцiнки степенi зв’язку мiж ознаками A i B також користуються коефiцiєнтом рангової кореляцiї Кендала:

τВ =
4R

n · (n− 1)
− 1, R =

∑
Ri,

який має такi ж самi властивостi, як i коефiцiєнт кореляцiї Спiрмена.

29.2 Перевiрка гiпотези про значимiсть коефiцiєнта кореляцiї Кендала
Для того, щоб при рiвнi значущостi α перевiрити нульову гiпотезу H0: τГ = 0 про рiвнiсть нулю коефiцiєнта

рангової кореляцiї Кендала генеральної сукупностi τГ при конкуруючiй гiпотезi H1: τГ 6= 0 треба обчислити критичну
точку

Tкр = zкр

√
2(2n+ 5)

9n(n− 1)
,

де n — об’єм вибiрки, z кр — критична точка двосторонньої критичної областi, яку знаходять за таблицею функцiї

Лапласа з рiвняння Φ (zкр) =
1− α

2
.

При |τВ| < Tкр. нульова гiпотеза приймається, при |τВ| > Tкр — вiдхиляється.
Приклад. За даними рангiв ознак об’єкту знайти коефiцiєнт рангової кореляцiї Кендала та перевiрити його значи-

мiсть при рiвнi значущостi α = 0, 05

xi 1 2 3 4 5
yi 2 1 3 4 5

Розв’язання.
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Ri 3 3 2 1 0

R =
∑
Ri = 3 + 3 + 2 + 1 = 9.

τВ =
4R

n · (n− 1)
− 1 =

4 · 9
5 · 4

− 1 = 0, 8.

Критичну точку zкр знайдемо з рiвняння

Φ (zкр) =
1− α

2
=

1− 0, 05

2
= 0, 475. З таблицi функцiї Лапласа zкр = 1, 96.

Tкр = 1, 96

√
2 · 15

45 · 4
= 1, 96 · 0, 41 = 0, 8.

|τВ| = Tкр (0, 8 = 0, 8). Таким чином H0 вiдхиляється. Тобто кореляцiя мiж ознаками A i B об’єкта iснує.
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Таблиця значень функцiї ϕ(x) =
1√
2π
e−x

2/2

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0, 0 0, 3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0, 1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0, 2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0, 3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0, 4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0, 5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0, 6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0, 7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0, 8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0, 9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1, 0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1, 1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1, 2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1, 3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1, 4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1, 5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1, 6 1109 1093 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1, 7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1, 8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1, 9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2, 0 0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2, 1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2, 2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2, 3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2, 4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2, 5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2, 6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2, 7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2, 8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2, 9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3, 0 0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3, 1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3, 2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3, 3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3, 4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3, 5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3, 6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3, 7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3, 8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3, 9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

Таблиця значень функцiї Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−z
2/2dz

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)
0, 00 0, 0000 0, 32 0, 1255 0, 64 0, 2389 0, 96 0, 3315
0, 01 0, 0040 0, 33 0, 1293 0, 65 0, 2422 0, 97 0, 3340
0, 02 0, 0080 0, 34 0, 1331 0, 66 0, 2454 0, 98 0, 3365
0, 03 0, 0120 0, 35 0, 1368 0, 67 0, 2486 0, 99 0, 3389
0, 04 0, 0160 0, 36 0, 1406 0, 68 0, 2516 1, 00 0, 3413
0, 05 0, 0199 0, 37 0, 1443 0, 69 0, 2549 1, 01 0, 3438
0, 06 0, 0239 0, 38 0, 1480 0, 70 0, 2580 1, 02 0, 3461
0, 07 0, 0279 0, 39 0, 1517 0, 71 0, 2611 1, 03 0, 3485
0, 08 0, 0319 0, 40 0, 1554 0, 72 0, 2642 1, 04 0, 3508
0, 09 0, 0359 0, 41 0, 1591 0, 73 0, 2673 1, 05 0, 3531
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0, 10 0, 0398 0, 42 0, 1628 0, 74 0, 2703 1, 06 0, 3554
0, 11 0, 0438 0, 43 0, 1664 0, 75 0, 2734 1, 07 0, 3577
0, 12 0, 0478 0, 44 0, 1700 0, 76 0, 2764 1, 08 0, 3599
0, 13 0, 0517 0, 45 0, 1736 0, 77 0, 2794 1, 09 0, 3621
0, 14 0, 0557 0, 46 0, 1772 0, 78 0, 2823 1, 10 0, 3643
0, 15 0, 0596 0, 47 0, 1808 0, 79 0, 2852 1, 11 0, 3665
0, 16 0, 0636 0, 48 0, 1844 0, 80 0, 2881 1, 12 0, 3686
0, 17 0, 0675 0, 49 0, 1879 0, 81 0, 2910 1, 13 0, 3708
0, 18 0, 0714 0, 50 0, 1915 0, 82 0, 2939 1, 14 0, 3729
0, 19 0, 0753 0, 51 0, 1950 0, 83 0, 2967 1, 15 0, 3749
0, 20 0, 0793 0, 52 0, 1985 0, 84 0, 2995 1, 16 0, 3770
0, 21 0, 0832 0, 53 0, 2019 0, 85 0, 3023 1, 17 0, 3790
0, 22 0, 0871 0, 54 0, 2054 0, 86 0, 3051 1, 18 0, 3810
0, 23 0, 0910 0, 55 0, 2088 0, 87 0, 3078 1, 19 0, 3830
0, 24 0, 0948 0, 56 0, 2123 0, 88 0, 3106 1, 20 0, 3849
0, 25 0, 0987 0, 57 0, 2157 0, 89 0, 3133 1, 21 0, 3869
0, 26 0, 1026 0, 58 0, 2190 0, 90 0, 3159 1, 22 0, 3883
0, 27 0, 1064 0, 59 0, 2224 0, 91 0, 3186 1, 23 0, 3907
0, 28 0, 1103 0, 60 0, 2257 0, 92 0, 3212 1, 24 0, 3925
0, 29 0, 1141 0, 61 0, 2291 0, 93 0, 3228 1, 25 0, 3944
0, 30 0, 1179 0, 62 0, 2324 0, 94 0, 3264 1, 26 0, 3962
0, 31 0, 1217 0, 63 0, 2357 0, 95 0, 3289 1, 27 0, 3980

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)
1, 28 0, 3997 1, 61 0, 4463 1, 94 0, 4738 2, 54 0, 4945
1, 29 0, 4015 1, 62 0, 4474 1, 95 0, 4744 2, 56 0, 4948
1, 30 0, 4032 1, 63 0, 4484 1, 96 0, 4750 2, 58 0, 4951
1, 31 0, 4049 1, 64 0, 4495 1, 97 0, 4756 2, 60 0, 4953
1, 32 0, 4066 1, 65 0, 4505 1, 98 0, 4761 2, 62 0, 4956
1, 33 0, 4082 1, 66 0, 4515 1, 99 0, 4767 2, 64 0, 4959
1, 34 0, 4099 1, 67 0, 4525 2, 00 0, 4772 2, 66 0, 4961
1, 35 0, 4115 1, 68 0, 4535 2, 02 0, 4783 2, 68 0, 4963
1, 36 0, 4131 1, 69 0, 4545 2, 04 0, 4793 2, 70 0, 4965
1, 37 0, 4147 1, 70 0, 4554 2, 06 0, 4803 2, 72 0, 4967
1, 38 0, 4162 1, 71 0, 4564 2, 08 0, 4812 2, 74 0, 4969
1, 39 0, 4177 1, 72 0, 4573 2, 10 0, 4821 2, 76 0, 4971
1, 40 0, 4192 1, 73 0, 4582 2, 12 0, 4830 2, 78 0, 4973
1, 41 0, 4207 1, 74 0, 4591 2, 14 0, 4838 2, 80 0, 4974
1, 43 0, 4236 1, 76 0, 4608 2, 18 0, 4854 2, 84 0, 4977
1, 44 0, 4251 1, 77 0, 4616 2, 20 0, 4861 2, 86 0, 4979
1, 45 0, 4265 1, 78 0, 4625 2, 22 0, 4868 2, 88 0, 4980
1, 46 0, 4279 1, 79 0, 4633 2, 24 0, 4875 2, 90 0, 4981
1, 47 0, 4292 1, 80 0, 4641 2, 26 0, 4881 2, 92 0, 4982
1, 48 0, 4306 1, 81 0, 4649 2, 28 0, 4887 2, 94 0, 4984
1, 49 0, 4319 1, 82 0, 4656 2, 30 0, 4893 2, 96 0, 4985
1, 50 0, 4332 1, 83 0, 4664 2, 32 0, 4898 2, 98 0, 4986
1, 51 0, 4345 1, 84 0, 4671 2, 34 0, 4904 3, 00 0, 49865
1, 52 0, 4357 1, 85 0, 4678 2, 36 0, 4909 3, 20 0, 49931
1, 53 0, 4370 1, 86 0, 4686 2, 38 0, 4913 3, 40 0, 49966
1, 54 0, 4382 1, 87 0, 4693 2, 40 0, 4918 3, 60 0, 499841
1, 55 0, 4394 1, 88 0, 4699 2, 42 0, 4922 3, 80 0, 499928
1, 56 0, 4406 1, 89 0, 4706 2, 44 0, 4927 4, 00 0, 499968
1, 57 0, 4418 1, 90 0, 4713 2, 46 0, 4931 4, 50 0, 499997
1, 58 0, 4429 1, 91 0, 4719 2, 48 0, 4934 5, 00 0, 499997
1, 59 0, 4441 1, 92 0, 4726 2, 50 0, 4938
1, 60 0, 4452 1, 93 0, 4732 2, 52 0, 4941

Таблиця значень tγ = t(γ, n)
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n
γ

n
γ

0, 95 0, 99 0, 999 0, 95 0, 99 0, 999
5 2, 78 4, 60 8, 61 20 2, 093 2, 861 3, 883
6 2, 57 4, 03 6, 86 25 2, 064 2, 797 3, 745
7 2, 45 3, 71 5, 96 30 2, 045 2, 756 3, 659
8 2, 37 3, 50 5, 41 35 2, 032 2, 720 3, 600
9 2, 31 3, 36 5, 04 40 2, 023 2, 708 3, 558
10 2, 26 3, 25 4, 78 45 2, 016 2, 692 3, 527
11 2, 23 3, 17 4, 59 50 2, 009 2, 679 3, 502
12 2, 20 3, 11 4, 44 60 2, 001 2, 662 3, 464
13 2, 18 3, 06 4, 32 70 1, 996 2, 649 3, 439
14 2, 16 3, 01 4, 22 80 1, 991 2, 640 3, 418
15 2, 15 2, 98 4, 14 90 1, 987 2, 633 3, 403
16 2, 13 2, 95 4, 07 100 1, 984 2, 627 3, 392
17 2, 12 2, 92 4, 02 120 1, 980 2, 617 3, 374
18 2, 11 2, 90 3, 97 ∞ 1, 960 2, 576 3, 291
19 2, 10 2, 88 3, 92

Таблиця значень q = q(γ, n)

n
γ

n
γ

0, 95 0, 99 0, 999 0, 95 0, 99 0, 999
5 1, 37 2, 67 5, 64 20 0, 37 0, 58 0, 88
6 1, 09 2, 01 3, 88 25 0, 32 0, 49 0, 73
7 0, 92 1, 62 2, 98 30 0, 28 0, 43 0, 63
8 0, 80 1, 38 2, 42 35 0, 26 0, 38 0, 56
9 0, 71 1, 20 2, 06 40 0, 24 0, 35 0, 50
10 0, 65 1, 08 1, 80 45 0, 22 0, 32 0, 46
11 0, 59 0, 98 1, 60 50 0, 21 0, 30 0, 43
12 0, 55 0, 90 1, 45 60 0, 188 0, 269 0, 38
13 0, 52 0, 83 1, 33 70 0, 174 0, 245 0, 34
14 0, 48 0, 78 1, 23 80 0, 161 0, 226 0, 31
15 0, 46 0, 73 1, 15 90 0, 151 0, 211 0, 29
16 0, 44 0, 70 1, 07 100 0, 143 0, 198 0, 27
17 0, 42 0, 66 1, 01 150 0, 115 0, 160 0, 211
18 0, 40 0, 63 0, 96 200 0, 099 0, 136 0, 185
19 0, 39 0, 60 0, 92 250 0, 089 0, 120 0, 162

Критичнi точки розподiлу Стьюдента

Число степенiв свободи k
Рiвень значущостi α (двобiчна критична область)
0, 1 0, 05 0, 02 0, 01 0, 002 0, 001

1 6, 31 12, 7 31, 82 63, 7 318, 3 637, 0
2 2, 92 4, 30 6, 97 9, 92 22, 33 31, 6
3 2, 35 3, 18 4, 54 5, 84 10, 22 12, 9
4 2, 13 2, 78 3, 75 4, 60 7, 17 8, 61
5 2, 01 2, 57 3, 37 4, 03 5, 89 6, 86
6 1, 94 2, 45 3, 14 3, 71 5, 21 5, 96
7 1, 89 2, 36 3, 00 3, 50 4, 79 5, 40
8 1, 86 2, 31 2, 90 3, 36 4, 50 5, 04
9 1, 83 2, 26 2, 82 3, 25 4, 30 4, 78
10 1, 81 2, 23 2, 76 3, 17 4, 14 4, 59
11 1, 80 2, 20 2, 72 3, 11 4, 03 4, 44
12 1, 78 2, 18 2, 68 3, 05 3, 93 4, 32
13 1, 77 2, 16 2, 65 3, 01 3, 85 4, 22
14 1, 76 2, 14 2, 62 2, 98 3, 79 4, 14
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15 1, 75 2, 13 2, 60 2, 95 3, 73 4, 07
16 1, 75 2, 12 2, 58 2, 92 3, 69 4, 01
17 1, 74 2, 11 2, 57 2, 90 3, 65 3, 96
18 1, 73 2, 10 2, 55 2, 88 3, 61 3, 92
19 1, 73 2, 09 2, 54 2, 86 3, 58 3, 88
20 1, 73 2, 09 2, 53 2, 85 3, 55 3, 85
21 1, 72 2, 08 2, 52 2, 83 3, 53 3, 82
22 1, 72 2, 07 2, 51 2, 82 3, 51 3, 79
23 1, 71 2, 07 2, 50 2, 81 3, 49 3, 77
24 1, 71 2, 06 2, 49 2, 80 3, 47 3, 74
25 1, 71 2, 06 2, 49 2, 79 3, 45 3, 72
26 1, 71 2, 06 2, 48 2, 78 3, 44 3, 71
27 1, 71 2, 05 2, 47 2, 77 3, 42 3, 69
28 1, 70 2, 05 2, 46 2, 76 3, 40 3, 66
29 1, 70 2, 05 2, 46 2, 76 3, 40 3, 66
30 1, 70 2, 04 2, 46 2, 75 3, 39 3, 65
40 1, 68 2, 02 2, 42 2, 70 3, 31 3, 55
60 1, 67 2, 00 2, 39 2, 66 3, 23 3, 46
120 1, 66 1, 98 2, 36 2, 62 3, 17 3, 37
∞ 1, 64 1, 96 2, 33 2, 58 3, 09 3, 37

Число степенiв свободи k
0, 05 0, 025 0, 01 0, 005 0, 001 0, 0005
Рiвень значущостi α (однобiчна критична область)

Критичнi точки розподiлу χ2

Число степенiв свободи k
Рiвень значущостi α

0, 01 0, 025 0, 05 0, 95 0, 975 0, 99
1 6, 6 5, 0 3, 8 0, 0039 0, 00098 0, 00016
2 9, 2 7, 4 6, 0 0, 103 0, 051 0, 020
3 11, 3 9, 4 7, 8 0, 352 0, 216 0, 115
4 13, 3 11, 1 9, 5 0, 711 0, 484 0, 297
5 15, 1 12, 8 11, 1 1, 15 0, 831 0, 554
6 16, 8 14, 4 12, 6 1, 64 1, 24 0, 872
7 18, 5 16, 0 14, 1 2, 17 1, 69 1, 24
8 20, 1 17, 5 15, 5 2, 73 2, 18 1, 65
9 21, 7 19, 0 16, 9 3, 33 2, 70 2, 09
10 23, 2 20, 5 18, 3 3, 94 3, 25 2, 56
11 24, 7 21, 9 19, 7 4, 57 3, 82 3, 05
12 26, 2 23, 3 21, 0 5, 23 4, 40 3, 57
13 27, 7 24, 7 22, 4 5, 89 5, 01 4, 11
14 29, 1 26, 1 23, 7 6, 57 5, 63 4, 66
15 30, 6 27, 5 25, 0 7, 26 6, 26 5, 23
16 32, 0 28, 8 26, 3 7, 96 6, 91 5, 81
17 33, 4 30, 2 27, 6 8, 67 7, 56 6, 41
18 34, 8 31, 5 28, 9 9, 39 8, 23 7, 01
19 36, 2 32, 9 30, 1 10, 1 8, 91 7, 63
20 37, 6 34, 2 31, 4 10, 9 9, 59 8, 26
21 38, 9 35, 5 32, 7 11, 6 10, 3 8, 90
22 40, 3 36, 8 33, 9 12, 3 11, 0 9, 54
23 41, 6 38, 1 35, 2 13, 1 11, 7 10, 2
24 43, 0 39, 4 36, 4 13, 8 12, 4 10, 9
25 44, 3 40, 6 37, 7 14, 6 13, 1 11, 5
26 45, 6 41, 9 38, 9 15, 4 13, 8 12, 2
27 47, 0 43, 2 40, 1 16, 2 14, 6 12, 9
28 48, 3 44, 5 41, 3 16, 9 15, 3 13, 6
29 49, 6 45, 7 42, 6 17, 7 16, 0 14, 3
30 50, 9 47, 0 43, 8 18, 5 16, 8 15, 0
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Критичнi точки розподiлу F Фiшера-Снедекора (k1 – число степенiв
свободи бiльшої дисперсiї, k2 – число степенiв свободи меншої дисперсiї)

Рiвень значущостi α = 0, 01

k2
k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 4052 4999 5403 5625 5764 5889 5928 5981 6022 6056 6082 6106
2 98, 49 99, 01 99, 17 99, 25 99, 30 99, 33 99, 34 99, 36 99, 38 99, 40 99, 41 99, 42
3 34, 12 30, 81 29, 46 28, 71 28, 24 27, 91 27, 67 27, 49 27, 34 27, 23 27, 13 27, 05
4 21, 20 18, 00 16, 69 15, 98 15, 52 15, 21 14, 98 14, 80 14, 66 14, 54 14, 45 14, 37
5 16, 26 13, 27 12, 06 11, 39 10, 97 10, 67 10, 45 10, 27 10, 15 10, 05 9, 96 9, 89
6 13, 74 10, 92 9, 78 9, 15 8, 75 8, 47 8, 26 8, 10 7, 98 7, 87 7, 79 7, 72
7 12, 25 9, 55 8, 45 7, 85 7, 46 7, 19 7, 00 6, 84 6, 71 6, 62 6, 54 6, 47
8 11, 26 8, 65 7, 59 7, 01 6, 63 6, 37 6, 19 6, 03 5, 91 5, 82 5, 74 5, 67
9 10, 56 8, 02 6, 99 6, 42 6, 06 5, 80 5, 62 5, 47 5, 35 5, 26 5, 18 5, 11
10 10, 04 7, 56 6, 55 5, 99 5, 64 5, 39 5, 21 5, 06 4, 95 4, 85 4, 78 4, 71
11 9, 86 7, 20 6, 22 5, 67 5, 32 5, 07 4, 88 4, 74 4, 63 4, 54 4, 46 4, 40
12 9, 33 6, 93 5, 95 5, 41 5, 06 4, 82 4, 65 4, 50 4, 39 4, 30 4, 22 4, 16
13 9, 07 6, 70 5, 74 5, 20 4, 86 4, 62 4, 44 4, 30 4, 19 4, 10 4, 02 3, 96
14 8, 86 6, 51 5, 56 5, 03 4, 69 4, 46 4, 28 4, 14 4, 03 3, 94 3, 86 3, 80
15 8, 68 6, 36 5, 42 4, 89 4, 56 4, 32 4, 14 4, 00 3, 89 3, 80 3, 73 3, 67
16 8, 53 6, 23 5, 29 4, 77 4, 44 4, 20 4, 03 3, 89 3, 78 3, 69 3, 61 3, 55
17 8, 40 6, 11 5, 18 4, 67 4, 34 4, 10 3, 93 3, 79 3, 68 3, 59 3, 52 3, 45

Рiвень значущостi α = 0, 05

k2
k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244
2 18, 51 19, 00 19, 16 19, 25 19, 30 19, 33 19, 36 19, 37 19, 38 19, 39 19, 40 19, 41
3 10, 13 9, 55 9, 28 9, 12 9, 01 8, 94 8, 88 8, 84 8, 81 8, 78 8, 76 8, 74
4 7, 71 6, 94 6, 59 6, 39 6, 26 6, 16 6, 09 6, 04 6, 00 5, 96 5, 93 5, 91
5 6, 61 5, 79 5, 41 5, 19 5, 05 4, 95 4, 88 4, 82 4, 78 4, 74 4, 70 4, 68
6 5, 99 5, 14 4, 76 4, 53 4, 39 4, 28 4, 21 4, 15 4, 10 4, 06 4, 03 4, 00
7 5, 59 4, 74 4, 35 4, 12 3, 97 3, 87 3, 79 3, 73 3, 68 3, 63 3, 60 3, 57
8 5, 32 4, 46 4, 07 3, 84 3, 69 3, 58 3, 50 3, 44 3, 39 3, 34 3, 31 3, 28
9 5, 12 4, 26 3, 86 3, 63 3, 48 3, 37 3, 29 3, 23 3, 18 3, 13 3, 10 3, 07
10 4, 96 4, 10 3, 71 3, 48 3, 33 3, 22 3, 14 3, 07 3, 02 2, 97 2, 94 2, 91
11 4, 84 3, 98 3, 59 3, 36 3, 20 3, 09 3, 01 2, 95 2, 90 2, 86 2, 82 2, 79
12 4, 75 3, 88 3, 49 3, 26 3, 11 3, 00 2, 92 2, 85 2, 80 2, 76 2, 72 2, 69
13 4, 67 3, 80 3, 41 3, 18 3, 02 2, 92 2, 84 2, 77 2, 72 2, 67 2, 63 2, 60
14 4, 60 3, 74 3, 34 3, 11 2, 96 2, 85 2, 77 2, 70 2, 65 2, 60 2, 56 2, 53
15 4, 54 3, 68 3, 29 3, 06 2, 90 2, 79 2, 70 2, 64 2, 59 2, 55 2, 51 2, 48
16 4, 49 3, 63 3, 24 3, 01 2, 85 2, 74 2, 66 2, 59 2, 54 2, 49 2, 45 2, 42
17 4, 45 3, 59 3, 20 2, 96 2, 81 2, 70 2, 62 2, 55 2, 50 2, 45 2, 41 2, 38
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