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ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ 

Методичні рекомендації призначені допомогти студентам виконати 

розрахунково-графічні роботи з курсу „Опір матеріалів” за розділами: 

- „Геометричні характеристики плоских поперечних перерізів”; 

- „Побудова епюр внутрішніх зусиль”. 

Кожну розрахунково-графічну роботу студент повинен виконати за 

індивідуальним завданням, умова якого визначається згідно з шифром, 

виданим викладачем. Вихідні дані (розрахункові схеми та числові 

значення) студент вибирає з додатків (див. дод. 1, 2) за власним шифром у 

вигляді тризначного числа. 

Оформлюється розрахунково-графічна робота на аркушах формату А4, 

які скріплюються зліва. Титульний аркуш роботи оформлюється за зразком: 

 

Міністерство освіти і науки, молоді та спорту України 

Київський національний університет будівництва і архітектури 

Кафедра опору матеріалів 
 

Розрахунково-графічна робота №___ 

„________________________________” 

/тема/ 
 

Виконав: 

студент_________________________ 

/спеціальність, курс, група/ 

_________________________ 

/прізвище, ініціали/ 

Керівник _______________________ 

/прізвище, ініціали/ 
 

Київ – 20__ р. 

 

Пояснення та розрахунки потрібно виконувати на одній стороні 

аркуша ручкою, а креслення – олівцем. Дозволяється комп’ютерне 

виконання креслень. 

Для кожного завдання наведено план та рекомендації щодо виконання 

поетапного розрахунку. Для ілюстрації наведено приклади виконання кожної 

РГР. Виконуючи кожен етап розрахунків, потрібно спочатку записати 

розрахункові формули, підставити числові значення та записати результат 

обчислення у відповідних одиницях виміру (см2, см3, см4, кН, кНм). 

Розрахунково-графічна робота вважається зарахованою після її 

захисту. 
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1. Геометричні характеристики плоского поперечного перерізу 

 

Постановка задачі 

Для заданого поперечного перерізу, який складається з трьох 

елементів, потрібно визначити головні моменти інерції та моменти опору 

площі поперечного перерізу. 

Вихідні дані 

За особистим шифром із дод. 1 вибрати номери прокатних елементів, 

розміри пластини та розрахункову схему перерізу. 

План виконання роботи 

1. Відповідно до заданої схеми окремо накреслити кожен елемент 

складеного перерізу та виписати (або обчислити) усі вихідні геометричні 

характеристики кожного елемента. 

2. Обрати допоміжну систему координат та визначити положення 

центра ваги складеного поперечного перерізу. Виконати перевірки. 

3. Обчислити осьові та відцентровий моменти інерції перерізу 

відносно знайдених центральних осей. 

4. Визначити величину та знак кута повороту, на який потрібно 

повернути центральну систему координат до набуття нею положення 

головної. 

5. Обчислити головні центральні моменти інерції. 

6. Обчислити головні радіуси інерції та побудувати еліпс інерції. 

7. Користуючись побудованим еліпсом інерції, перевірити значення 

раніше обчислених моментів інерції відносно центральних осей. 

8. Обчислити моменти опору площі складеного перерізу. 

Рекомендації до виконання РГР 

1. До складу перерізу, що розглядається, можуть входити: пластина 

(прямокутник), двотавр, швелер, кутик.  

Кожен елемент перерізу, відповідно до завдання, потрібно 

накреслити окремо. На перерізі вказати центр ваги та положення власної 

центральної системи координат елемента, яка повинна мати напрямок та 

назву осей, що відповідають прийнятим у лекційному курсі. Для кожного 

елемента перерізу поруч із кресленням виписати лінійні розміри та 

необхідні геометричні характеристики. Користуючись таблицями 

сортаменту прокатної сталі, особливу увагу потрібно звернути на 

відповідність центральних систем координат елемента у завданні та 

сортаменті. Також потрібно пам’ятати, що відцентровий момент інерції 
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для перерізів, які мають хоча б одну вісь симетрії, дорівнює нулю. Для 

кутиків, крім осьових моментів інерції, потрібно також виписати значення 

головних maxI  та minI  моментів інерції, а величину відцентрового 

моменту інерції визначити за формулами: 

- для рівнобічного кутика: 

max min

2
yz

I I
I


  ; 

- для нерівнобічного кутика: 

     max max min minyz y z y zI I I I I I I I I        . 

Знак відцентрового моменту інерції відповідає знаку квадрантів, у 

яких зосереджена більша частина площі поперечного перерізу. Визначення 

знака відцентрового моменту інерції кутика проілюстровано на рис. 1.1. 

 

 

 

 

Рис.1.1 

 

2. Положення центра ваги складеного перерізу визначається у 

допоміжній системі координат 000zy . Допоміжна система координат 

обирається дотичною до контуру перерізу, а сам переріз повинен 

знаходитись у додатному квадранті. Координати центра ваги визначаються 

за формулами: 

Iyz  > 0  (+) Iyz  < 0  (-) 

y y 

z 

y 

z 

y 

z z 

Iyz  > 0  (+) Iyz  < 0  (-) 
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3 3

0
1 1

( )z i i
i i

S A y
 

    – статичний момент площі перерізу відносно 

допоміжної осі 0z ;  

3 3

0
1 1

( )y i i
i i

S A z
 

    – статичний момент площі перерізу відносно 

допоміжної осі 0y ; 

iA  – площа перерізу окремого елемента; 

iz  та iy  – координати центрів ваги елементів у допоміжній системі 

координат. 

Після визначення положення центра ваги складеного поперечного 

перерізу, його потрібно нанести на загальне креслення та виконати 

перевірки: візуальну (графічну) та математичну. Завдяки візуальній 

(графічній) перевірці переконуємось, що центр ваги складеного перерізу 

знаходиться усередині трикутника, вершинами якого є центри ваги 

елементів перерізу. Остаточною (математичною) перевіркою буде 

обчислення статичних моментів площі усього перерізу відносно знайдених 

центральних осей. Відповідно до визначення вони повинні дорівнювати 

нулю: 

3

1

0y i ic
i

S A a



  ,     
3

1

0z i ic
i

S A b



  , 

де ia , ib  – відстані між центральними та власними осями кожного 

елемента перерізу: ia  – відстань між осями  cy   та  iy  з урахуванням 

знака, а ib  – відстань між осями cz  та iz . Похибка при обчисленні 

статичних моментів не повинна перебільшувати 0,1%  . Для 

забезпечення точності потрібно враховувати три знаки після коми. 

3. Визначення осьових та відцентрового моментів інерції складеного 

перерізу відносно його центральної системи координат виконується за 

формулами паралельного переносу: 
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3
2

1

( )
cy yi i i

i

I I a A


   , 

3
2

1

( )
cz zi i i

i

I I b A


   , 

3

1

( )
c c i iy z y z i i i

i

I I a b A


    , 

де , ,
i iyi zi y zI I I  – значення власних осьових та відцентрового 

моментів інерції кожного елемента перерізу. Під час аналізу отриманих 

результатів потрібно пам’ятати, що значення осьових моментів інерції 

завжди додатні, а знак відцентрового моменту інерції можна перевірити за 

раніше згаданим правилом (для кутика). 

4. Положення головної центральної системи координат визначається 

кутом повороту центральної системи координат у ту чи іншу сторону 

залежно від знака кута. Кут повороту та його знак визначаються через 

тангенс подвійного кута за формулою: 

2
2 c c

c c

y z

z y

I
tg

I I
 


. 

У зв’язку з тим, що 2tg   – функція непарна, значення кута може 

бути як додатним, так і від’ємним. Залежно від знака кута здійснюється 

поворот центральної системи координат. При 0  поворот центральної 

системи  координат  здійснюємо  за  рухом  годинникової  стрілки,  якщо 

0  – проти руху годинникової стрілки. Також потрібно пам’ятати, що 

2
( )tg     (не існує), відповідно кут   може змінюватись лише у межах 

44





 . Випадок, коли 

4


   свідчить про те, що переріз має осі 

симетрії. 

5. Головні центральні моменти інерції обчислюються за формулами: 

2 2cos sin sin2
c c c cu y z y zI I I I    ; 

2 2cos sin sin2
c c c cv z y y zI I I I    , 

а також 

c c cu y y zI I I tg   ; 

c c cv z y zI I I tg   . 
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Потрібно пам’ятати, що головні моменти інерції є максимальним та 

мінімальним з можливих. Для перевірки їх визначення застосовують 

формулу, яка не містить тригонометричних функцій: 

max
min

2

2

2 2

c c c c

c c

y z y z
y z

I I I I
I I

  
   

 
. 

Також потрібно перевірити інваріантність суми осьових моментів 

інерції: 

c cu v y zI I I I   . 

6. Обчислення головних радіусів інерції виконують за формулами: 

; .u v
u v

I I
i i

A A
   

Радіуси інерції використовуємо як півосі для побудови еліпса інерції, 

відкладаючи їх перпендикулярно однойменній осі, тобто  

,u vi U i V  . За допомогою еліпса інерції перевіряємо значення 

осьових  моментів інерції 
cyI та 

czI . Для цього на осі cz  та cy  опускаємо 

дотично до еліпса перпендикуляри. Відрізки, які відсікають на осях ці 

перпендикуляри, будуть, відповідно, радіусами інерції yi  та zi . Моменти 

інерції обчислюємо за формулами: 

2

cy yI i A  , 
2

cz zI i A  . 

Так, за допомогою еліпса інерції, можна визначити моменти інерції 

відносно будь-якої центральної системи координат. 

7. Для обчислення моментів опору перерізу відносно головної 

системи координат потрібно визначити найбільш віддалені від кожної осі 

точки перерізу. Відстані від осей до точок вимірюються графічно на 

кресленні перерізу у відповідному масштабі. Моменти опору 

обчислюються за формулами:  

u
u

u

I
W

h
 ,   v

v
v

I
W

h
 . 

Тут uh  та vh  – відстані до найбільш віддалених точок від осі U  та 

V  відповідно. 
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ПРИКЛАД 1.1 

 

Визначити головні центральні 

моменти інерції та моменти опору 

складеного поперечного перерізу, схема 

якого показана на рис. 1.2, побудувати 

еліпс інерції. 

 

Рис. 1.2 

 

1. Відповідно до заданої схеми окремо викреслюємо кожен елемент 

перерізу та визначаємо усі вихідні геометричні характеристики кожного 

елемента. 

Для кутика і швелера геометричні характеристики виписуємо з 

таблиць сортаменту (ГОСТ 8240-72 та ГОСТ 8509-72), для пластини –

 обчислюємо за формулами прямокутника: 

 

а) прямокутник 200х10 мм: 

2
1 см20120  hbA ; 

4
33

1
см67,666

12

201

12








hb
I y ; 

4
33

1
см67,1

12

201

12


 hb
I z ; 

0
11
zyI ; 

б) кутик рівнобічний 75х5: 

2
2 см39,7A ; 

4

22
см53,39 zy ІI ;          

4
max см65,62I ;  

4
min 41,16 смI ; 

 

4minmax

22
см1223

2

41166562

2
,

,,II
I zy 





 ; 

 

b=1 см

h
=

2
0

 с
му1

z1

75õ5

¹ 18

200õ10

b=
7,

5 
см

у2

z2

z 
=

2,
02

 c
м

0

m
in

m
ax
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в) швелер № 18 (з нахилом внутрішніх граней полиць) : 

2
3 7,20 смA ; 

4

3
86 смyI ; 

4

3
1090 смzI ; 

0
33
zyI . 

 

Загальна площа поперечного перерізу: 

2
3

1

см09,487,2039,720∑ 
і

іAА . 

2. Обираємо допоміжну систему координат та визначаємо 

положення центра ваги складеного поперечного перерізу.  

Координати центра ваги визначаємо у допоміжній системі координат 

000zy , яку обираємо дотичною до контуру перерізу так, щоб переріз 

знаходився у додатному квадранті.  

Викреслюємо в масштабі схему поперечного перерізу, вказуємо 

положення центрів ваги і центральні осі кожного з елементів (рис. 1.3). 

у1

у3

у2

9,0 1,0

z3 z1 z2

1,
94

7,
0

7,
5

20
,2

12
,5

С3

С1

С2

18
,0

6

5,
48

zс

ус С

5,
29

-2
,7

7

-7
,2

9

8,0

17,5

11,7

у0

z0

10
,0

12
,7

7

5,48

5,8

-3,7

-6,22

О

 
Рис. 1.3. Визначення центра ваги перерізу 

b
=

7
 с

м

у3

z3

h/2=9 cм h/2=9 cм

z 
=

2
,0

2
 c

м
0
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Обчислюємо координати центрів ваги елементів у допоміжній 

системі координат 00 zy 0 , тобто відстані до центрів ваги кожного з 

елементів від допоміжних осей: 

;cм5,17

;cм48,5

см; 0,8

03

02

01





y

y

=y

                     

.06,18

;48,5

;10

03

02

01

cм

cм

см ,0







z

z

z

 

Координати центра ваги перерізу: 

см;
,

70,11
09,48

5,177,2048539,7820
3

1

3

1
0

0 






 







і
і

і
iі

z
c

A

yA

A

S
y  

см.775,12
09,48

06,187,2048,539,71020
3

1

3

1
0

0







 







і
і

і
iі

y
c

A

zA

A

S
z  

На схемі перерізу (рис. 1.3) від допоміжних осей відкладаємо 

координати центра ваги cy  та cz  і проводимо центральні осі. 

Визначаємо координати центрів ваги кожного елемента перерізу в 

центральній системі координат cc zy 0 , тобто відстані між центральними 

осями перерізу та власними центральними осями кожного елемента: 

.80,570,1150,17

;22,670,1148,5

;70,370,110,8

3

2

1

0

cм

cм

cм









b

b

b

ууb cii

 

.285,5775,1206,18

;295,7775,1248,5

;775,2775,120,10

3

2

1

0

cм

cм

cм









a

a

a

zza cii

 

 

Для переконання у правильності визначення положення центра ваги 

складеного перерізу перевіряємо умову рівності нулю статичного моменту 

площі перерізу відносно центральних осей. 

     


8,57,2022,639,770,320
3

1і
iіzс bAS

 3см 054,0966,11906,120  . 
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Відносна похибка складає: 

%1,0%08,0%100
06,120

966,19906,120



 . 

     


285,57,20295,739,7775,220
3

1і
iіyс aAS

 3см 01,040,10941,109  . 

Відносна похибка складає: 

%1,0%01,0%100
41,109

40,10941,109



 . 

Відносні похибки обчислення не перевищують допустиме значення. 

3. Обчислюємо осьові та відцентровий моменти інерції перерізу 

відносно знайдених центральних осей. 

Осьові та відцентровий моменти інерції перерізу обчислюємо за 

формулами паралельного переносу: 

    

      ;
422

2
3

1

2

7,191729,57,208629,739,753,39

77,22067,666

см           

 
і

iіiycy aAII

    

      ;
422

2
3

1

2

3,23878,57,20109022,639,753,39

7,32067,1

см         

 
і

iіizcz
bAII

 

      

        

.

3

1

1,1152

8,529,57,20022,629,739,712,23

7,377,2200

4см           



 
і

iiіiziyczcy baAII

 

Візуально перевіряємо знак “+” відцентрового моменту інерції 

перерізу. Як видно з рис. 1.3, більша частина площі перерізу знаходиться в 

І-й та ІІІ-й чвертях, тобто добуток координат центрів ваги цих частин 

додатній. 

4. Визначаємо величину та знак кута повороту, на який потрібно 

повернути центральну систему координат до набуття нею положення 

головної. 

  








 9067,4

7,19173,2387

1,115222
2

cycz

czcy

II

I
tg   

48,789067,42  arctg ;  24,39 . 
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Проводимо головні осі перерізу u, v, повертаючи відповідно 

центральні осі cy  та cz  на кут  
24,39  в додатному напрямку (проти 

руху годинникової стрілки)  (рис. 1.4).  

у1

у3

у2

z3 z1 z2

С3

С1

С2

zс

ус С

5,
29

2,
77

7,
29

3,75,8

6,22U
V

8,32

i =v

4,51

i =u

39° i =z

i 
= y

6,
31

7,04

16,0

h =v

9,2

h =u

т.А

т.В

 
Рис. 1.4 

 

5. Обчислюємо головні центральні моменти інерції перерізу. 

 
 

   
 

sin sin 39,24 0,6326;

cos cos 39,24 0,7745;

sin 2 sin 2 39,24 0,9799;

tg 39,24 0,8167.tg

  

  

   

  

 

а)    2sinsincos 22

cccc zyzyu IIII  

;
422 7,9769799,01,11526326,03,23877745,07,1917 см   

   2sincossin 22

cccc zyzyv IIII  

;
422 см4,33289799,01,11527745,03,23876326,07,1917   

б) tg
ccc zyyu III ;8,9768167,01,11527,1917 4см  

    tg
ccc zyzv III ;2,33288167,01,11523,2387 4см  
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в)   











 



 2

2

,
22 cc

cccc
zy

zyzy
vu I

IIII
I  

2
21917,7 2387,3 1917,7 2387,3

1152,1 2152,5 1175,8;
2 2

  
     

 

          

;7,9768,11755,2152 4смuI      

.3,33288,11755,2152 4смvI  

Таким чином отримали головні моменти інерції перерізу maxIIv  , 

minIIu  . Оскільки 
cycz

II  , повертаючи на кут 
24,39  від осі cz , 

отримаємо вісь max , а повертаючи від осі cy  – вісь min . 

Перевіряємо умову інваріантності осьових моментів інерції: 

;
czcyvu IIII   

;3,23877,19173,33287,976   

.43054305   

6. Обчислюємо головні радіуси інерції та будуємо еліпс інерції перерізу. 

см,51,4
09,48

7,976


A

I
i u
u

 см.32,8
09,48

3,3328


A

I
i v
v

 

На головних центральних осях інерції будуємо еліпс з центром у 

центрі ваги перерізу і півосями, що дорівнюють головним радіусам інерції 

(рис. 1.4). При цьому радіуси інерції відкладаються перпендикулярно 

відповідній осі ( Viv  , Uiu  ). 

7. Користуючись побудованим еліпсом інерції, перевіряємо значення 

раніше обчислених моментів інерції відносно центральних осей. 

Графічно визначаємо радіуси інерції yi  та zi , для чого опускаємо на 

центральні осі дотичні до еліпса перпендикуляри і вимірюємо довжини 

відрізків, які перпендикуляри відсікають на осях cy , cz   

(рис. 1.4): см3,6yi , см0,7zi . 

4см 1917,7 7,190809,483,6 22 AiI yy ; 

4см 2 3,3874,235609,480,7 22  AiI zz . 

8. Обчислюємо головні моменти опору складеного перерізу. 

За рис. 1.4 визначаємо відстані від найбільш віддалених точок 

перерізу до осей и та v. Найбільш віддалена від осі v точка А ( см16vh ), а 

від осі и – точка В ( см2,9uh ). 
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Обчислюємо головні моменти опору перерізу: 

32,106
2,9

7,976
cм 

u

u
u

h

I
W ; 

3208
0,16

3,3328
cм 

v

v
v

h

I
W . 

 

ПРИКЛАД 1.2 

Для поперечного перерізу, схема 

якого показана на рис. 1.5, визначити 

моменти інерції yI , zI  та yzI . 

1. Переріз розбиваємо на три окремі 

елементи (прості фігури):  

- прямокутник шириною см 6b  і   

висотою см 8h ;  

- трикутник шириною см 6b  і висотою см 8h ; 

- вирізаний півкруг радіусом см 3R . 

Для елементів перерізу визначаємо геометричні характеристики 

відносно власних центральних осей.  

а) прямокутник: 

2
1 см4886  hbA ; 

4
33

1
см256

12

86

12








hb
I y ; 

4
33

1
см144

12

86

12


 hb
I z ; 

0
11
zyI . 

 

б) трикутник: 

2
2 см24

2

86

2








hb
A ; 

4
33

2
см33,85

36

86

36








hb
I y ; 

4
33

2
см48

36

86

36








hb
I z

; 

4
2222

22
см32

72

86

72








hb
I zy . 

 

 

b=6 ñì

h=
8 

ñì

ó1

z1

b=6 ñì

h
=

8
 ñ

ì

ó2

z2

2

2
,6

7

3
5

2 3 4

6 6

z

у

3

Рис. 1.5 
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в) півкруг : 

2
22

3 см14,14
8

6

8








 D
A ; 

;
44

4

3

600686,0

00686,0

см 8,89

 DI y
 

4
44

3
см 31,81

128

6

128








 D
I z ; 

0
33
zyI . 

 

Оскільки півкруг вирізаний, його площу та моменти інерції в 

подальшому враховуємо зі знаком «–». 

2. Задані осі у та z паралельні власним центральним осям елементів 

перерізу, тому моменти інерції перерізу відносно осей у та z обчислюємо за 

формулами паралельного переносу. 

Знаходимо відстані між заданими осями та власними центральними 

осями елементів перерізу (рис. 1.6): 

;73,1;33,0;1 321 cм  cм  cм  aaa  

.0;3;2 321  bbb   cм  cм  

 

z=z

ó

ó
1

z1

ó
3

3 z2

ó
2

1

0
,3

3

1
,7

3

2 3

Ñ1

Ñ 3
Ñ 2

 
Рис. 1.6 

ó2

z3
1,

27

R=3
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    

    ;
422

2
3

1

2

см73,34073,114,1489,833,02433,85           

148256



 
і

iіiyy aAII

   

     ;
422

2
3

1

2

см19,568014,1481,3132448         

248144



 
і

iіizz bAII
 

    

     ;
4

3

1

см76,151073,114,140333,02432

21480



 
і

iiіiziyyz baAII
 

 

ПРИКЛАД 1.3 

Для поперечного перерізу, схема 

якого показана на рис. 1.7, визначити 

моменти інерції KI , LI  та KLI . 

1. Поперечний переріз складається з 

двох елементів, для яких визначаємо площу, 

положення центра ваги і моменти інерції 

відносно власних центральних осей:  

а) двотавр № 24: 

2
1 834 см,A ; 

4

1
3460 смyI ; 

4

1
198 смzI ; 

0
11
zyI . 

 

 

б) кутик 100х10: 

2
2 24,19 смA ; 

4

22
95,178 см zy II ; 

4
max 83,283 смI ; 

4
min 08,74 смI ; 

4max min

2 2

283 83 74 08
104,88 см .

2 2
y z

I I , ,
I

 
       

ó1

z1

11,5

24

K

L
¹  24100õ10 60°

ó2

z2

2,83

10

Рис. 1.7 
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2. Обчислюємо моменти інерції перерізу відносно допоміжних осей 

yOz . Допоміжні осі (рис. 1.8) приймаємо паралельними власним 

центральним осям елементів перерізу з початком координат на перетині 

заданих осей L, K. 

K

L

ó1

z1

ó2

z2

ó

z

2
7,

17

5,752,83

30
°

 
Рис. 1.8 

 

Визначаємо відстані між допоміжними осями та власними 

центральними осями елементів перерізу (рис. 1.8): 

1 22 cì ;   7,17 cì ;a a    

.83,2;75,5 21 cм  cм  bb  

  

    

  ;
42

2
2

1

2

см26,476717,724,1995,178           

28,343460



 
і

iіiyy aAII

    

   ;
42

2
2

1

2

см62,168183,224,1995,178         

75,58,34198



 
і

iіizz bAII
 

      

   .
4

2

1

см48,89583,217,724,1988,104

75,528,340



 
і

iiіiziyyz baAII
 

3. Обчислюємо моменти інерції перерізу відносно заданих осей LOK, 

повернутих відносно допоміжних осей за годинниковою стрілкою на кут 

30 : 
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    2sinsincos 22
yzzyK IIII  

     
;

4

22

36,4771

60sin48,89530sin62,168130cos26,4767

см      

 

    2sincossin 22
yzzyL IIII  

     
;см52,1677      

60sin48,89530cos62,168130sin26,4767

4

22



 

    


  2cos2sin
2

yz
zy

KL I
II

I  

    .38,88860cos48,89560sin
2

62,168126,4767 4см


   

 

2. Побудова епюр внутрішніх зусиль 
 

Загальні зауваження 

У перерізах довільно навантаженого стержня виникають внутрішні 

напруження. Зібрані по площі поперечного перерізу, вони характеризують 

внутрішні зусилля, що виникають у поперечних перерізах стержня. Для 

визначення внутрішніх зусиль у перерізі стержня застосовуємо „метод 

перерізів”. Він полягає у тому, що стержень умовно розрізається 

площиною на дві частини, кожна з яких знаходиться у рівновазі під дією 

зовнішнього навантаження та внутрішніх зусиль, які діють у площині 

поперечного перерізу. У загальному випадку в площині перерізу виникає 

головний вектор внутрішніх зусиль та головний момент.  

У практичних розрахунках завжди використовуються проекції 

головного вектора та головного моменту на осі головної системи 

координат (рис. 2.1). 

 
Рис. 2.1 
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Величини внутрішніх зусиль визначаються з умов рівноваги однієї з 

відсічених частин стержня. 

0, 0, 0,X Y Z      

0, 0, 0.y z xM M M      

Для визначення дійсного напрямку внутрішнього зусилля потрібно 

з’ясувати його знак. Знак внутрішнього зусилля залежить від знаку 

нормалі до площини перерізу, що розглядається. Вважаємо, що нормаль 

буде додатною, якщо її напрямок співпадає з додатним напрямком 

відповідної осі. Тоді знаки внутрішніх зусиль потрібно визначати за таким 

правилом. 

Поздовжнє – xN  та поперечні – yQ , zQ  внутрішні зусилля 

вважаються додатними, якщо у перерізі з додатною нормаллю їх напрямок 

співпадає з додатним напрямком відповідної осі.  

Згинальні моменти  yM   та  zM   вважаються додатними, якщо 

розтягують волокно стержня з додатного напрямку осі.  

Момент кручення xM  вважається додатним, коли з напрямку 

нормалі його поворот бачимо проти руху годинникової стрілки. 

На рис. 2.1 вказані всі додатні напрямки внутрішніх зусиль у 

поперечному перерізі відсіченої частини стержня. 

 

Постановка задачі 

Для кожного стержня, заданого розрахунковою схемою, визначити 

величини та напрямки внутрішніх зусиль та побудувати їх епюри. 

Вихідні дані 

За особистим шифром з дод. 2 вибрати лінійні розміри стержня, 

величини навантажень та номер розрахункової схеми. 

 

План виконання роботи 

1. Відповідно до завдання, накреслити у масштабі розрахункову 

схему стержня. Вказати величини діючих навантажень та числові значення 

лінійних розмірів. 

2. Обчислити величини діючих опорних реакцій. 

3. Визначити характерні перерізи та вузлові точки вздовж осі 

стержня. 
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4. Обчислити величини та визначити знаки внутрішніх зусиль у 

зазначених точках стержня. 

5. Побудувати епюри внутрішніх зусиль. 

6. Перевірити правильність побудованих епюр. 

 

Рекомендації до виконання РГР 

1. У наведених в додатку схемах замість реального стержня 

зображено його вісь у вигляді лінії (прямої, ламаної або кривої), з 

літерними позначеннями довжин ділянок та прикладених навантажень. 

При складанні розрахункової схеми на її кресленні потрібно літерні 

позначення замінити на задані цифрові величини. Для уникнення 

спотворення характеру епюр, креслення обов’язково потрібно виконувати 

у масштабі. 

У випадках, коли напрямок заданого навантаження не збігається з 

напрямками осей системи координат, потрібно визначити проекції цього 

навантаження на відповідні осі та вказати їх числові значення. 

2. У заданих схемах стержнів зустрічаються такі види опор: 

а) шарнірно-рухома опора – має одну в’язь, в якій виникає опорна 

реакція, перпендикулярна до опорної площини (рис. 2.2 а) або спрямована 

вздовж опорного стержня (рис. 2.2 б); 

б) шарнірно-нерухома опора – має дві в’язі, в яких виникають дві 

лінійні опорні реакції – вздовж та перпендикулярно осі стержня  

(рис. 2.2 в); 

в) жорстке закріплення – обмежує можливість опори рухатись у двох 

напрямках та обертатись навколо точки опори. У такій опорі виникають 

дві лінійні реакції та реактивний (згинальний) момент (рис. 2.2.г). 

R R V

Н Н

V
М

 

    а        б              в   г 

Рис. 2.2 

 

У консольних стержнях (таких, що жорстко закріплені з одного 

краю) опорні реакції можна не визначати. Внутрішні зусилля у поперечних 

перерізах таких стержнів визначають, рухаючись з вільного краю (консолі) 
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до жорсткого закріплення, розглядаючи завжди рівновагу відсіченої 

консольної частини стержня. 

Для всіх інших варіантів закріплення стержнів потрібно визначати 

опорні реакції з умови статичної рівноваги стержня. Попередній напрямок 

опорних реакцій при складанні рівнянь рівноваги обирається довільно. 

Якщо у розрахунках знайдена реакція має від’ємний знак, це свідчить про 

її протилежний напрямок. На розрахунковій схемі потрібно вказувати 

тільки дійсні напрямки діючих навантажень та опорних реакцій. 

Для балок із наскрізними шарнірами, крім звичайних рівнянь 

рівноваги потрібно додатково складати рівняння рівності нулю суми 

моментів усіх сил, що діють ліворуч або праворуч від шарніра: 

0
лів
шМ або  0

прав
шМ . 

Також опорні реакції для балок із наскрізними шарнірами можна 

визначати, застосовуючи метод „поверхів”. Застосовуючи цей метод, 

потрібно завжди першою розглядати ту частину балки, яка внаслідок 

„розрізання” набуває степеня вільності. 

3. Характерними перерізами (або точками) стержня є границі 

ділянок, у межах яких закон зміни внутрішніх зусиль залишається 

постійним. Відповідно, такими точками є: 

- початок і закінчення стержня; 

- точки, в яких прикладені зосереджені навантаження (сили, 

моменти, опорні реакції); 

- точки початку, закінчення або зміни інтенсивності розподіленого 

навантаження; 

- точки диференціальних залежностей. 

Вузлом називаємо таку точку, в якій з’єднуються декілька стержнів 

або вісь стержня зламується, змінюючи напрямок. У вузлі стержня завжди 

потрібно перевіряти умову рівноваги. 

4. Внутрішні зусилля у характерних перерізах можна обчислювати за 

допомогою складання рівнянь рівноваги відсіченої частини стержня. При 

складанні рівнянь для кожної ділянки стержня потрібно вказати границі 

зміни координати x  та, відповідно до наведених рекомендацій та правила 

знаків, скласти рівняння для кожного внутрішнього зусилля як функцію 

координати x . 
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Складаючи рівняння, потрібно пам’ятати про існуючі 

диференціальні залежності між зовнішнім навантаженням та внутрішніми 

зусиллями: 

xq
dx

dN
 ,        

z
z q

dx

dQ
 ,                                           (2.1) 

z
y

Q
dx

dM
 ,       

2

2
.

y z
z

d M dQ
q

dxdx
         

Отже, враховуючи диференціальні та інтегральні залежності між 

діючим навантаженням та внутрішніми зусиллями, можна впевнено 

визначити графік функції внутрішніх зусиль на кожній ділянці стержня. 

Виходячи з цього, більш раціональним є обчислення внутрішніх зусиль у 

характерних перерізах без складання рівнянь. Отримані результати 

використовуємо для побудови епюр внутрішніх зусиль. 

5. Оскільки епюра внутрішнього зусилля – це графік, який 

відображає закон зміни величини та напрямку цього зусилля по довжині 

стержня, до епюри застосовують такі ж вимоги, як і до графіків. Епюри 

будують кожну окремо у масштабі на осьових лініях, які паралельні осі 

стержня (базах епюри). Обчислені у характерних перерізах значення 

, , , , ,y z y z kN Q Q M M M  є ординатами епюр відповідних 

внутрішніх зусиль. Ординати епюр відкладають перпендикулярно базі 

епюри у площині діючого навантаження. Обов’язковою є вимога будувати 

епюри згинальних моментів з боку розтягнутого волокна. 

6. Перевірку правильності побудованих епюр виконуємо на основі 

диференціальних залежностей: 

2

2
.

y z
z

d M dQ
q

dxdx
    

Характер діючого навантаження обумовлює вигляд епюр zQ  та yM : 

- значення поперечної сили є тангенсом кута нахилу епюри 

згинальних моментів; 
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 - знак епюри Q  вказує на зростання або зменшення значень епюри 

згинальних моментів;  

- нульові значення епюри Q  вказують на наявність екстремумів в 

епюрі M . 

Також потрібно пам’ятати, що у перерізах, де прикладені 

зосереджені сили, в епюрі Q  відбуваються стрибки на величину та у 

напрямку діючої сили, а в епюрі M – злами у напрямку діючої сили. 

Стрибки в епюрі M  відбуваються у точках прикладання зосереджених 

моментів. 

Для перевірки епюр у стержнях, що мають вузлові точки, 

обов’язково потрібно розглядати умову рівноваги вузла. 

 

ПРИКЛАД 2.1 

Горизонтальний консольний стержень 

 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.3).  

2. Опорні реакції в защемленні не визначаємо, оскільки внутрішні 

зусилля можна визначити з умов рівноваги частини стержня з боку 

вільного краю. 

3. Позначаємо характерні перерізи (1 – 4) вздовж осі стержня 

(рис. 2.3). 

4. Обчислюємо величини та визначаємо знаки внутрішніх зусиль у 

зазначених точках стержня: 

 

а) 

  00 1NFx ; 

  00 1QFz ; 

  00 1MMM y ; 

кНм 71  MM . 
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Рис. 2.3 

 

б)  

  00 2NFx ; 

  00 2QPFz ; 

112  PQ лів
 кН; 

  00 1MMM y ; 

кНм 71  MM . 

в) 

  00 NFx ; 

  030 qPQFz ; 435113 Q  кН; 
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  0
2

3
330 3MMqPM y ; 

5,37
2

3
5311

2

3 M  кНм. 

Оскільки поперечна сила в межах ділянки 2 – 3 змінює знак, 

необхідно визначити координату перерізу, в якому   0xQ , а згинальний 

момент набуває екстремального значення: 

  2,2
5

11
0511  extext xxxQ  м; 

1,572,25,22,211 2 extM  кНм. 

 

г) 

  

 

  00 4NFx ; 

  030 qPQFz ; 435114 Q  кН; 

  0yM ;   0
2

3
16316 4 








 MMqP ; 

5,45115,33574 M  кНм. 

 

5. За визначеними ординатами будуємо епюри (рис. 2.3). Ординати 

на епюрах відкладаємо в масштабі від бази епюри (паралельна осі балки 

лінія, що відповідає нульовим значенням зусиль). При цьому додатні 

значення поперечної сили відкладаємо вгору від бази, а від’ємні – вниз. 

Епюру згинальних моментів будуємо з боку розтягненого волокна, тобто 

додатні ординати відкладаємо вниз, а від’ємні – вгору. Епюри штрихуємо 

лініями, перпендикулярними базі. 
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6. Для контролю правильності побудови епюр використовуємо 

диференціальну залежність між інтенсивністю розподіленого 

навантаження та поперечною силою і між згинальним моментом та 

поперечною силою (2.1). У геометричній інтерпретації ці залежності 

можна представити так: 

1) інтенсивність розподіленого навантаження  xqz  є тангенс кута 

нахилу дотичної до епюри Q  в даному перерізі. Тобто, на ділянках 1 – 2 та 

3 – 4, де 0q , тангенс кута нахилу дотичної до епюри Q  також рівний 0, 

отже, епюра Q  на цих ділянках обмежена відрізком прямої, паралельної 

базі ( constQ  ). На ділянці 2 – 3 constq  , отже, тангенс кута нахилу 

дотичної до епюри Q  теж постійний, а сама епюра обмежена відрізком 

прямої, нахиленої до бази; 

2) поперечна сила є тангенс кута нахилу дотичної до епюри M  у 

даному перерізі. Тобто, на ділянках 1 – 2, де 0Q , тангенс кута нахилу 

дотичної до епюри M  також рівний 0, отже, епюра M обмежена відрізком 

прямої, паралельної базі ( constM  ). На ділянці 2 – 3 Q  змінюється за 

лінійним законом, тобто змінним є тангенс кута нахилу дотичної до епюри 

M , тому епюра в межах цієї ділянки обмежена кривою на порядок вище 

(квадратна парабола). На ділянці 3 – 4, де constQ  , епюра M  обмежена 

відрізком прямої, нахиленої до бази.  

Додатково перевіряємо перерізи в точках прикладення 

зосередженого навантаження. У цих точках епюри мають стрибок, 

абсолютна величина якого дорівнює величині зосередженого 

навантаження: 

PQQ лівпр
 11)11(022 , 

  MMM лівпр
 77011 . 

 

ПРИКЛАД 2.2 

Стержень на двох шарнірних опорах 

 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.4).  
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Рис. 2.4 

2. Опори умовно відкидаємо і заміняємо їх дію опорними реакціями. 

У перерізі В, закріпленому шарнірно-нерухомою опорою, реакцію 

заміняємо вертикальною і горизонтальною складовими. У перерізі С, 

закріпленому шарнірно-рухомою опорою, реакція направлена 

перпендикулярно опорній площині (рис. 2.4).   

Реакції опор визначаємо з рівнянь рівноваги стержня. При цьому 

доцільно складати рівняння, в які входить лише одна невідома реакція. У 

даному випадку це має такий вигляд: 
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Знак " – " вказує на те, що в дійсності напрямок реакції CR  є 

протилежним до попередньо обраного. На рис. 2.4 напрямок реакції CR  

змінюємо на  протилежний і в подальшому вважаємо її додатною. 

Перевірка: 

02020)8(5153430   CBz RRPqF . 

3. Позначаємо характерні перерізи (В – Е) вздовж осі стержня 

(рис. 2.4). 

4. Обчислюємо величини та визначаємо знаки внутрішніх зусиль у 

зазначених точках стержня: 

а) 

  00 Вx NF ; 

  00 ВBz QVF ; 

51  BVQ  кН; 

  00 Вy MM . 

 

б) 

  00 Dx NF ; 

  0zF  03  DB QqV ; 

73453  qVQ BD кН; 

  0yM 0
2

3
33  DB MqV ; 

33235 2 DM кНм. 

Оскільки поперечна сила в межах ділянки В – D змінює знак, 

необхідно визначити координату перерізу, в якому   0xQ , а згинальний 

момент набуває екстремального значення: 

  25,1
4

5
045  extext xxxQ м; 

125,325,1225,15 2 extM кНм. 

в)    

  00 Ex NF ; 

  00 лів
ЕCz QPRF ; 

7158  PRQ C
лів
Е кН. 

  0yM ; 01  EC MR ; 

818 EM кНм. 
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г) 

  00 Cx NF ; 

  00 CCz QRF ; 

8 CC RQ кН. 

  00 Cy MM . 

 

5. За визначеними ординатами будуємо епюри (див. рис. 2.4). 

6. Правильність побудови епюр перевіряємо за диференціальними 

залежностями між  xqz , Q  та M : 

1) на ділянці B – D constq  , отже, тангенс кута нахилу дотичної до 

епюри Q  постійний і дорівнює q , тобто епюра обмежена відрізком 

прямої, нахиленої до бази; оскільки Q  змінюється за лінійним законом, 

тобто змінним є тангенс кута нахилу дотичної до епюри M , то епюра M  

у межах цієї ділянки обмежена квадратною параболою; 

2) на ділянках D – E та E – C  0q , тому тангенс кута нахилу 

дотичної до епюри Q  також рівний 0 і епюра Q  на цих ділянках обмежена 

відрізками прямих, паралельних базі ( constQ  ); оскільки constQ  , 

епюра M  у межах цих ділянок обмежена відрізками прямих, нахилених до 

бази; 

3) перевіряємо перерізи в точках прикладення зосередженого 

навантаження. У цих точках епюри мають стрибок, абсолютна величина 

якого дорівнює величині зосередженого навантаження: 

PQQ лів
E

пр
E  15)7(8 ; 

MMM лів
D

пр
D  9)3(6 . 

 

ПРИКЛАД 2.3 

Шарнірно-консольний стержень 
 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.5).  

2. Опори умовно відкидаємо і заміняємо їх дію опорними реакціями. 

У перерізі „В”, закріпленому шарнірно-рухомою опорою, реакція 

направлена перпендикулярно опорній площині, а в перерізі „С”, 

закріпленому шарнірно-нерухомою опорою, реакцію заміняємо 

вертикальною і горизонтальною складовими (рис. 2.5).   



31 

Реакції опор визначаємо з рівнянь рівноваги стержня: 

;0; 0x CF H   

 
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2 4

0; 2 4 2 2 4 2 4
2
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M q M P R
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 2 4

0; 2 4 2 6
2

4 6 3 15 10 2 179
29,83 кН.

6 6
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
         

    
  

 

Перевірка:  

 0; 2 4 0z B CF q P R V      ; 

0484883,2917,81068  . 

 
Рис. 2.5 
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3. Позначаємо характерні перерізи (В – Е) вздовж осі стержня 

(рис. 2.5). 

4. Обчислюємо величини та визначаємо знаки внутрішніх зусиль у 

зазначених перерізах стержня: 

а) поперечна сила: 

10 PQD  кН;  

10 D
лів
B QQ  кН;  

17,1817,810  В
лів
В

пр
B RQQ кН; 

17,22817,182  qQQ
пр
ВЕ  кН; 

83,29 CС VQ  кН. 

б) згинальний момент:  

0DM ;  

34,162  PM B  кНм; 

  34,40128410
2

2
222  qPM лів

E ; 

34,551534,40  ММM лів
Е

пр
Е  кНм; 

0CM . 

Оскільки поперечна сила в межах ділянки Е – С змінює знак, 

необхідно визначити координату перерізу, в якому   0xQ , а згинальний 

момент набуває екстремального значення: 

  73,3
8

83,29
0883,29  extCext xxxqVxQ м; 

63,55
2

73,3
73,373,3  qVM Cext кНм. 

5. За визначеними ординатами будуємо епюри (рис. 2.5). 

6. Правильність побудови епюр перевіряємо за диференціальними 

залежностями між  xqz , Q  та M : 

1) на ділянці D – B розподілене навантаження відсутнє ( 0q ), 

тому тангенс кута нахилу дотичної до епюри Q  також рівний 0 і епюра Q  

обмежена відрізком прямої, паралельної базі ( constQ  ); оскільки 

constQ  , епюра M  у межах цієї ділянки обмежена відрізком прямої;  
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2) на ділянках B – E та E – C constq  , отже тангенс кута нахилу 

дотичної до епюри Q  постійний і дорівнює q , тобто епюра обмежена 

відрізками прямих, нахилених до бази; оскільки Q  змінюється за лінійним 

законом, тобто змінним є тангенс кута нахилу дотичної до епюри M , то 

епюра M у межах цих ділянок обмежена квадратною параболою; 

3) перевіряємо перерізи в точках прикладення зосередженого 

навантаження. У цих точках епюри мають стрибок, абсолютна величина 

якого дорівнює величині зосередженого навантаження: 

PQQ лів
D

пр
D  10010 ; 

В
лів
B

пр
B RQQ  75,81075,18 ; 

  D
лів
D

пр
D VQQ  83,2983,290 ; 

MMM лів
D

пр
D  1534,4034,55 . 

 

ПРИКЛАД 2.4 

Горизонтальний консольний стержень 

 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.6).  

2. Опорні реакції в защемленні не визначаємо, а внутрішні зусилля 

визначаємо з умов рівноваги частини стержня з боку вільного краю. 

Прикладені під кутом до осі стержня зосереджені сили розкладаємо 

на складові, проектуючи їх на вісь стержня (вісь х) та на перпендикуляр до 

осі (вісь z): 

кН 1330cos1530cos11  PP x ; 

кН 5,730sin1530sin11  PP z ; 

кН 1030sin2030sin22  PP x ; 

кН 3,1730cos2030cos22  PP z . 

3. Позначаємо характерні перерізи (1 – 4) вздовж осі стержня 

(рис. 2.6). 

4. Обчислюємо величини та визначаємо знаки внутрішніх зусиль у 

зазначених точках стержня: 
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Рис. 2.6 

а) поздовжня сила: 

кН 1311  xPN ; 

кН 1312  NN ; 

кН 1313  NN лів
; 

кН 231013233  x
лівпр

PNN ; 

кН 2334 
пр

NN ; 

б) поперечна сила: 

5,711  zPQ кН; 

5,712  QQ кН; 
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5,723  QQ лів
кН; 

8,93,175,7233  PQQ лівпр
кН; 

8,943  QQ
пр

кН; 

в) згинальний момент: 

01 M ; 

3045,7412  z
лів PM кНм; 

12183022  МMM лівпр
кНм; 

271865,7613  МPM z кНм; 

4,233,171895,739 214  zz PМPM кНм. 

5. За визначеними ординатами будуємо епюри (рис. 2.6). 

6. Правильність побудови епюр перевіряємо за диференціаль-ними 

залежностями між  xqz , Q  та M : 

1) розподілене навантаження на стержень відсутнє ( 0q ), тому 

тангенс кута нахилу дотичної до епюри Q  також рівний 0 і епюра Q  по 

всій довжині стержня обмежена відрізками прямих, паралельних базі 

( constQ  ); оскільки constQ  , епюра M  обмежена відрізками прямих; 

2) перевіряємо перерізи в точках прикладення зосередженого 

навантаження. В цих точках епюри мають стрибок, абсолютна величина 

якого дорівнює величині зосередженого навантаження: 

z
лівпр

PQQ 111 5,705,7  ; 

  z
лівпр

PQQ 233 3,175,78,9  ; 

  MMM лівпр
 18301222 . 

 

ПРИКЛАД 2.5 

Стержень на трьох шарнірних опорах 

 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.7).  
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Рис. 2.7 

 

2. Опори умовно відкидаємо і заміняємо їх дію опорними реакціями. 

Перерізи В, С, D закріплені шарнірно-рухомими опорами, реакції в яких 

направлені перпендикулярно опорним площинам (рис. 2.7).   

Реакції опор визначаємо з рівнянь рівноваги стержня. У даному 

випадку рівняння  мають такий вигляд: 

 30cos30cos0   DC RRxF ; 

    









2

3,1
3,13,13,16,13,13,10 qPRKМ B ; 

75,2BR кН; 

   

0;

1,3
1,3 1,6 1 sin 30 1,6 1 1,3 1,6 1 1;

2

D

B C

М

R R q P



 
              

 
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45,12CR  кН. 

Перевірка:  

0; sin30 sin30 1,3B C DF R R R q Pz          

2,75 12,45 sin30 12,45 sin30 4 1,3 10 15,2 15,2 0          . 

Прикладені під кутом до осі стержня опорні реакції розкладаємо на 

складові, проектуючи їх на вісь стержня (вісь х) та на перпендикуляр до осі 

(вісь z): 

кН 78,1030cos45,1230cos  
CDxCx RRR ; 

кН 225,630sin45,1230sin  
CDzCz RRP . 

3. Позначаємо характерні перерізи (В – Е) вздовж осі стержня 

(рис. 2.7). 

4. Обчислюємо величини та визначаємо знаки внутрішніх зусиль у 

зазначених перерізах стержня: 

а) поздовжня сила: 

0BN ;  

0 В
лів
C NN ; 

кН 78,10 Cx
пр
С RN ; 

кН 0,781
пр
CE NN ; 

кН 78,10 E
лів
D NN ; 

078,1078,10  Dx
лів
D

пр
D RNN . 

б) поперечна сила: 

75,2 BB RQ кН; 

45,23,1475,23,1  qQQ В
лів
C кН; 

775,3225,645,2  Cz
лів
С

пр
C RQQ  кН; 

775,3
пр
С

лів
E QQ кН; 

225,610775,3  РQQ лів
Е

пр
Е кН; 

кН 225,6
пр
E

лів
D NQ ; 

0225,6225,6  Dz
лів
D

пр
D RQQ . 
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в) згинальний момент: 

Оскільки поперечна сила в межах ділянки В – С змінює знак, 

необхідно визначити координату перерізу, в якому   0xQ , а згинальний 

момент набуває екстремального значення: 

  69,0
4

75,2
0475,2  extext xxxQ м; 

95,0
2

69,0
69,0469,075,2 extM кНм; 

0BM ; 

19,0
2

3,1
43,175,2

2

3,1
3,13,1

2

 qRM BC кНм; 

0DM ; 

225,61 DzE RM кНм. 

5. За визначеними ординатами будуємо епюри (див. рис. 2.7). 

6. Правильність побудови епюр перевіряємо за диференціальними 

залежностями між  xqz , Q  та M : 

1) на ділянці В – С constq  , отже тангенс кута нахилу дотичної до 

епюри Q  постійний і дорівнює q , тобто епюра обмежена відрізком 

прямої, нахиленої до бази; оскільки Q  змінюється за лінійним законом, 

тобто змінним є тангенс кута нахилу дотичної до епюри M , то епюра M у 

межах цієї ділянки обмежена квадратною параболою; 

2) на ділянці С – D 0q , тому тангенс кута нахилу дотичної до 

епюри Q  також рівний 0 і епюра Q  обмежена відрізками прямих, 

паралельних базі ( constQ  ); оскільки constQ  , епюра M  у межах цих 

ділянок обмежена відрізками прямих; 

3) перевіряємо перерізи в точках прикладення зосередженого 

навантаження. У цих точках епюри мають стрибок, абсолютна величина 

якого дорівнює величині зосередженого навантаження: 

B
лів
B

пр
B RQQ  75,2075,2 ; 

  Cz
лів
C

пр
C RQQ  225,645,2775,3 ; 

PQQ лів
E

пр
E  10775,3225,6 ; 

  Dz
лів
D

пр
D RQQ  225,6225,60 . 
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ПРИКЛАД 2.6 

Шарнірно-консольний стержень з проміжним шарніром 
 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.8).  

2. Оскільки шарнірне з’єднання дозволяє частинам стержня вільно 

повертатись одна відносно одної, момент у шарнірі (переріз С) рівний 

нулю. З цієї умови можна визначити опорну реакцію в шарнірно-рухомій 

опорі D, склавши суму моментів відносно точки С усіх сил з правого боку 

від С: 

5
0; 3 5 5

2

13 5 4 5 2,5 15
5 êÍ .

3 3

ï ð
DC

D

M R q P

R

       

   
  

 

Реакції в защемленні можна не визначати, а внутрішні зусилля 

визначати з умов рівноваги правої відсіченої частини стержня. 

3. Позначаємо характерні перерізи (В – F) вздовж осі стержня 

(рис. 2.8). 

 
Рис. 2.8 
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4. Обчислюємо величини та визначаємо знаки внутрішніх зусиль у 

зазначених точках стержня: 

а) поперечна сила: 

13 PQE  кН;  

524132  qPQ
пр
D  кН,  

055  D
пр
D

лів
D RQQ ;  

123403  qQQ лів
DC  кН; 

12 CBF QQQ  кН. 

б) згинальний момент:  

0EM ;  

18124213
2

2
22  qPM D  кНм; 

0355,2545133
2

5
55  DC RqPM ; 

12455,35461341
2

5
56 








 D

пр
F RqPM  кНм; 

61812  МMM
пр
F

лів
F  кНм; 

5
8 5 3 6 13 8 4 5 5,5 5 6 18 18.

2
B DM P q R M

 
                   

 
 

5. За визначеними ординатами будуємо епюри (рис. 2.8). 

6. Правильність побудови епюр перевіряємо за диференціаль-ними 

залежностями між  xqz , Q  та M : 

1) на ділянці С – Е constq  , отже постійний тангенс кута нахилу 

дотичної до епюри Q  і епюра обмежена відрізком прямої, нахиленої до 

бази. У точках D та Е прикладені зосереджені сили, яким відповідає 

стрибок на епюрі Q : 

PQQ лів
E

пр
E  13)13(0 ; 

D
лів
D

пр
D RQQ  505 . 

На ділянці В – С 0q , тобто епюра Q  обмежена відрізком прямої, 

паралельної базі ( constQ  ); 
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2) на ділянці С – Е Q  змінюється за лінійним законом, тобто 

змінним є тангенс кута нахилу дотичної до епюри M . Епюра M  у межах 

цієї ділянки обмежена квадратною параболою. На ділянці     В – С 

constQ   і епюра M  обмежена відрізком прямої, нахиленої до бази. У 

точці F на балку діє зосереджений момент, якому відповідає стрибок на 

епюрі M : 

MMM лів
F

пр
F  18612 . 

 

ПРИКЛАД 2.7 

Горизонтальний стержень з проміжним шарніром 

 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.9).  

2. Дві частини стержня з’єднані між собою за допомогою шарніра, 

оперті на три шарнірні опори (рис. 2.9). Шарнірне з’єднання в прольоті 

стержня дозволяє розділити його в шарнірі на дві частини, кожну з яких 

потрібно розглядати окремо. При цьому необхідно враховувати, що шарнір 

забезпечує відсутність взаємного поступального переміщення з’єднуваних 

частин, внаслідок чого в шарнірі виникає реактивна сила, яку розкладаємо 

на горизонтальну і вертикальну складові (рис. 2.9).  

Невідомі опорні реакції визначаємо для кожної з частин окремо. При 

цьому починати варто з частини В – С, для якої невідомими є три реакції, 

що відповідає кількості рівнянь рівноваги: 

;0;0   Cx HF  

;кН5,2
4

110
14;0 


  BBC RPRM  

.кН5,7
4

310
34;0 


  CCB VPVM  

Оскільки реакції в шарнірі С однакові для обох частин балки, 

знайдені CH  та CV  переносимо на ділянку С – Е  як відомі, змінюючи їх 

напрямок на протилежний. Для визначення невідомих DH , DV  та ER  

складаємо рівняння рівноваги для ділянки С – Е: 

;0;0   Dx HF  
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







  21

1

2
252;0 qMVVM CDE  

;кН25,9
2

55,74268



DV  









  1

1

2
232;0 qMVRM CED  

 .кН75,4
2

35,72268



ER  

 
Рис. 2.9 

 

3. Позначаємо характерні перерізи (В – G) вздовж осі стержня 

(рис. 2.9). 

4. Обчислюємо величини та визначаємо знаки внутрішніх зусиль у 

зазначених точках стержня: 
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а) поперечна сила: 

- стержень В – С: 

5,2 BB RQ  кН;  

5,7 CC VQ  кН;  

- стержень С – Е: 

5,7 CC VQ  кН; 

5,4265,72  qVQ CG  кН; 

75,4 EE RQ  кН. 

У межах ділянки C – G поперечна сила змінює знак, тому визначаємо 

координату перерізу, де 0Q . З умови подібності трикутників: 

   
   

25,1
6

5,7

5,45,7

25,72

2















GC

C
ext

ext

CGC

QQ

Q
x

x

QQQ
tg  м 

б) згинальний момент:  

- стержень В – С: 

0 CB MM ; 

5,735,23  BF RM  кНм; 

- стержень С – Е: 

0CM ; 

69,4
2

25,1
625,15,7

2

25,1
25,125,1

2

 qVM Cext  кНм; 

32625,7
2

2
22  qVM CG  кНм; 

5,18275,42  MRM ED  кНм; 

8 MME  кНм. 

5. За визначеними ординатами на основі диференціальних 

залежностей будуємо епюри Q та M  (рис. 2.9). 

6. Правильність побудови епюр перевіряємо за диференціаль-ними 

залежностями між  xqz , Q  та M : 

1) на всіх ділянках, за винятком ділянки С – G, рівномірно 

розподілене навантаження відсутнє ( 0q ) і, відповідно, тангенс кута 

нахилу дотичної до епюри Q  також рівний 0. На цих ділянках епюра Q  

обмежена відрізками прямих, паралельних базі ( constQ  ). Ділянка С – E 
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завантажена рівномірно розподіленим навантаженням ( constq  ), тобто 

тангенс кута нахилу дотичної до епюри Q  теж постійний, а сама епюра 

обмежена відрізком прямої, нахиленої до бази;  

2) у точках прикладення зосереджених сил ( ER , DV , Р, BR ) епюра 

Q  має стрибки, що за абсолютним значенням рівні величині сили: 

B
лів
В

пр
В RQQ  5,205,2 ; 

PQQ лів
F

пр
F  105,25,7 ; 

D
лів
D

пр
D VQQ  25,95,475,4 ; 

E
лів
E

пр
E RQQ  75,4)75,4(0 . 

3)  на всіх ділянках, за винятком ділянки С – G, constQ  , 

відповідно постійним є тангенс кута нахилу дотичної до епюри M  (епюра 

обмежена відрізками прямих). На ділянці С – G поперечна сила змінюється 

за лінійним законом, тобто змінним є тангенс кута нахилу дотичної до 

епюри M , тому епюра в межах цієї ділянки обмежена кривою на порядок 

вище (квадратна парабола). 

У точці прикладення зосередженого моменту епюра M  має стрибок, 

що за абсолютним значенням рівний величині моменту: 

MMM лів
E

пр
E  8)8(0 . 

 

ПРИКЛАД 2.8 

Плоский консольний ламаний стержень 

 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.10).  

2. Оскільки стержень консольний, опорні реакції в защемленні не 

визначаємо.  

3. Визначаємо характерні перерізи та вузлові точки вздовж осі 

стержня. 
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Рис. 2.10 

4. Внутрішні зусилля в характерних перерізах визначаємо з умов 

рівноваги відокремленої частини, розглядаючи частину стержня з боку 

вільного краю (рис. 2.11). 

Ділянка С – В (рис. 2.11 а):       

0BCN ; 

7 PQ BC кН; 

21371  hPM BC кНм.  
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а    б     в 

 
г     д 

Рис. 2.11 

 

Ділянка С – D (рис. 2.11 б):       

0DCN ; 

10251  aqQ DC  кН; 

10
2

2
5

2

2
1

1 

a
aqM DC  кНм.  

Ділянка E – C (рис. 2.11 в):       

10251  aqN CE  кН; 
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7 PQ CE  кН; 


2

1
11

a
aqhPM EC 111021   кНм; 

  
2

1
121

a
aqhhPM CE   2510237   кНм. 

Ділянка E – F (рис. 2.11 г, д):       

7 PN FE  кН; 

10251  aqQ FE  кН; 

  MMM CEFE  101525  кНм;    

  







 Ma

a
aqhhPM EF 2

1
121

2
 

    20153125237   кНм. 

 

5. За підрахованими значеннями будуємо епюри внутрішніх зусиль. 

При цьому враховуємо, що ординати епюри згинальних моментів 

відкладаються з боку розтягнених волокон 

(додатні значення моментів відкладаємо вправо 

та вниз). 

6. Для перевірки правильності побудови 

епюр перевіряємо рівновагу вузлів рами. Для 

прикладу на рис. 2.12 показано вузол Е.  

 

 

ПРИКЛАД 2.9 

Плоский ламаний стержень на двох шарнірних опорах 

 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.13).  

2. Опори умовно відкидаємо і заміняємо їх дію опорними реакціями. 

У перерізі В, закріпленому шарнірно-нерухомою опорою, реакцію 

заміняємо вертикальною і горизонтальною складовими, а в перерізі С, 

закріпленому шарнірно-рухомою опорою, реакція направлена 

перпендикулярно опорній площині (рис. 2.13).   

М=15 

E

N E-C=10

QE-C=7

М E-С=25

М E-F=10

QE-F=10

N E-F=7

Рис. 2.12 



48 

 
Рис. 2.13 

 

Реакції опор визначаємо з рівнянь рівноваги балки: 

;кН 12343;0   qHF Bx  

;кН25,6
4

25

4

210155,234

421
2

3
3;0














 

G

GВ

R

RPMqM
 

 

кН.75,3
4

15

4

15125,134610

4214
2

3
3;0






 

B

BBG

V

PMHVqM
 

Перевірка:  

0; ; 10 3,75 6,25 10 10 0z B GF P V R       . 

 

3. Визначаємо характерні перерізи та вузлові точки вздовж осі 

стержня. 

4. Внутрішні зусилля в характерних перерізах визначаємо з умов 

рівноваги відокремленої частини стержня (рис. 2.14): 

Ділянка С – В (рис. 2.14 а):       

75,3 BBC VN ;  
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12 BBC HQ кН;  

121121  BBC HM кНм.  

Ділянка С – D (рис. 2.14 б):   

0DCN ; 

10 PQ DC  кН;  

202102  PM DC кНм.     

Ділянка E – C (рис. 2.14 в):       

 PVN BCE 3,75 10 6,25   кН; 

12 BEC HQ  кН; 25,6 GFE RQ ; 

 12 BEC HPM 10 2 12 1 8      кНм; 

 
3

2 3 3 1 10 2 4 3 1,5 12 4 10.
2

E C BM P q H                       

 

 

а          б 

 

в     г 

Рис. 2.14 
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Ділянка E – F (рис. 2.14 г):       

25,6 GGF RN  кН;  

0GFQ ;  

0GFM .    

Ділянка E – F (рис. 2.14 д):       

0FEN ;  

25,6 GFE RQ  кН; 

1015425,64  MRM GFE  кНм;    

15 MM EF  кНм. 

 

5. За підрахованими значеннями будуємо епюри внутрішніх зусиль. 

При цьому враховуємо, що ординати епюри згинальних моментів 

відкладаються з боку розтягнених волокон (додатні значення моментів 

відкладаємо вправо та вниз). 

6. Для перевірки правильності побудови епюр перевіряємо рівновагу 

вузлів рами (рис. 2.15).  

E

NE-C=6,25

Ì E-Ñ=10

Ì E-F=10

QE-F=6,25

Ì =15

F

NF-G=6,25

Ì E-F=15

QF-E=6,25

Ì Ñ-Å=8

NÑ-Å=6,25

Ì Ñ-D=20

QÑ-D=10

QÑ-E=12

Ñ

QÑ-Â=12

NÑ-Â=3,75
Ì Ñ-Â=12

 
Рис. 2.15 
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ПРИКЛАД 2.10 

Просторовий ламаний стержень 

 

1. Викреслюємо в масштабі розрахункову схему стержня і  вказуємо 

величини діючих навантажень та числові значення лінійних розмірів 

(рис. 2.16).  

2. Оскільки стержень консольний, опорні реакції в защемленні не 

визначаємо.  

3. Визначаємо характерні перерізи та вузлові точки вздовж осі 

стержня. 

Р1=6 кН

Р2=10 кН

4 
м

2 м

3 
м

х 

у  

z 

В С

D

E

 
Рис. 2.16 

4. Внутрішні зусилля в характерних перерізах визначаємо з умов 

рівноваги відокремленої частини, розглядаючи частину стержня з боку 

вільного краю (рис. 2.17). 

 
 

Рис. 2.17 

а 

 
 

б 
в 
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Ділянка С – В (рис. 2.17. а): 

0BCN ; 

102  PQ BCy
кН;  61  PQ BCz

кН; 

0BCк
M ; 

0Bу
M ; 122621  PM Cу

кНм;  

0Bz
M ; 2021022  PM Cz

 кНм. 

Ділянка D – C (рис. 2.17 б):       

102  PN CD кН; 

0CDy
Q ; 

61  PQ CDz
кН; 

122621  PM CDк
 кНм; 

0Cу
M ; 244641  PM Dу

кНм; 

2021022  PM CDz
 кНм. 

Ділянка E – C (рис. 2.17 в):       

61  PN DE  кН;  

102  PQ DEy
 кН;  

0DEz
Q ; 

122621  PM DEу
кНм;  

244641  PM Dz
кНм; 

543104634 21  PPM Ez
кНм. 

5. За підрахованими значеннями ординат будуємо епюри  внутрішніх 

зусиль (рис. 2.18). При цьому враховуємо, що ординати епюри згинальних 

моментів відкладаються з боку розтягнутих волокон. 

6. Для перевірки правильності побудови епюр перевіряємо рівновагу 

вузлів рами. Для прикладу на рис. 2.19 показано вузол D.  
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Рис. 2.18 
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Рис. 2.19 
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Додаток 1 
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Закінчення дод. 1 

Цифра 

шифру 

Перша цифра шифру Друга цифра шифру 
Третя цифра 

шифру 

Номер 

двотавра 

Номер 

швелера 

Розміри 

кутика 

(мм) 

Розміри 

пластини 

(мм) 

Номер схеми 

перерізу 

1 24 27 90х8 350х6 1 

2 30 20 80х5,5 320х8 2 

3 22 24 125х16 280х12 3 

4 16 22а 100х10 340х10 4 

5 36 18 75х8 360х16 5 

6 18 22 100х8 260х8 6 

7 24а 24а 90х6 280х8 7 

8 20 30 110х7 320х14 8 

9 22а 20а 100х6 240х10 9 

0 27 16 125х12 300х12 0 

 

 

Додаток 2 

 

Ц
и

ф
р
а 

ш
и

ф
р
у

 

Перша цифра Друга цифра Третя цифра 

а1, 

м 

h1, 

м 

M1, 

кНм 

P1, 

кН 

а2,  

м 

h2,  

м 

M2, 

кНм 

P2, 

кН 

q1, 

м

кН
 

q2, 

м

кН
 

α, 

град 
С

х
ем

а 

1 2 5 12 9 3 5 11 10 4 7 30 1 

2 3 4 10 17 2 3 25 16 6 5 45 2 

3 4 3 26 11 4 2 13 14 8 9 60 3 

4 3 4 20 13 3 4 19 8 6 7 45 4 

5 2 3 18 23 4 3 15 24 4 9 30 5 

6 4 5 16 21 2 4 9 20 8 5 60 6 

7 2 3 22 15 2 5 23 18 6 11 30 7 

8 3 4 14 25 3 5 7 8 4 5 45 8 

9 4 5 24 7 4 2 21 12 6 9 30 9 

0 2 4 10 19 3 4 17 22 8 7 60 0 
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Продовження дод. 2 
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Продовження дод. 2 
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Продовження дод. 2 
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Продовження дод. 2 
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Продовження дод. 2 
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Продовження дод. 2 
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Продовження дод. 2 
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Продовження дод. 2 
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Продовження дод. 2  

 

 

 

 



65 

Закінчення дод. 2 
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