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ЗАГАЛЬНІ ВКАЗІВКИ 

 

Перед виконанням розрахунково-графічних робіт необхідно 

опрацювати теоретичні відомості і методи розв’язання задач, стисло 

наведені в тексті методичних рекомендацій. Відповідні розділи теоре-

тичного курсу опору матеріалів більш широко викладено в підручни-

ках, вказаних в списку літератури. 

Задачі і вправи виконуються за індивідуальними завданнями, 

дані для яких вибираються відповідно до шифру, виданого виклада-

чем у вигляді тризначного числа. Перша цифра шифру відповідає ва-

ріанту розрахункової схеми, друга і третя цифри шифру – значенням 

геометричних розмірів і величин силових факторів. Умови задач на-

ведені в тексті методичних вказівок і в додатках.  

При оформленні розв’язків контрольних задач і пояснювальної 

записки до розрахунково-графічної вправи спочатку вказується шифр, 

наводиться відповідна шифру схема і необхідні вихідні дані, потім 

викладається розрахунок. 

Розрахунки на кожному окремому етапі оформлюються в такій 

послідовності: розрахункова формула, підстановка в неї конкретних 

даних, остаточний результат і одиниця розмірності величини. 

Розв’язки задач і вправ виконуються в одиницях СІ. Кожен окремий 

етап розрахунку повинен мати заголовок. Розв’язання задач оформ-

люється на стандартних аркушах паперу формату А4, текст і розраху-

нки повинні бути написані акуратно і без помарок. Графічні ілюстра-

ції виконуються з дотриманням масштабу і нанесенням всіх необхід-

них розмірів. До кожної РГР додається титульний лист, зразок якого 

приведений у дод. 1. При здачі РГР студент повинен захистити осно-

вні її положення, відповісти на теоретичні питання і вміти 

розв’язувати задачі в обсязі відповідного розділу курсу. Наступна ро-

бота приймається після здачі попередньої. 

 Терміни виконання розрахунково-графічних вправ і поточного 

контролю установлюються відповідно до робочих планів по дисцип-

ліні. До іспитів студент допускається тільки після здачі усіх вправ і 

виконання завдань, передбачених робочим планом. 
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1. Геометричні характеристики плоских перерізів. 

Теоретичні відомості.  

Основними геометричними характеристиками плоского перерізу, 

віднесеного до правосторонньої системи координат yOz , є: 

− площа  daA ; 

− статичні моменти  zdASy ,  ydASz ; 

− осьові моменти інерції  dAzI y
2 ,  dAyI z

2 ; 

− відцентровий момент інерції  yzdAI yz . 

В полярній системі координат ,r  вводиться полярний момент 

інерції  dArI p
2 . 

Центр ваги перерізу знаходиться в точці C  з координатами  

ASc zy / ,   ASc yz / .    (1.1) 

Координатні вісі cc zy , , що проходять через центр ваги перерізу, 

називаються центральними вісями. Статичні моменти відносно 

центральних вісей 0 zy SS . 

При паралельному переносі системи координат  

yc cyy  ,   zc czz     (1.2) 

моменти інерції плоскої фігури в новій системі координат визнача-

ються за формулами 

   AcII zyy C

2  ,   AcII yzz C

2 , 

 AccII zyzyyz CC
 .    (1.3)  

При повороті системи координат на кут   проти годинникової 

стрілки 

 sincos zyy  ,   cossin zyz    (1.4) 

моменти інерції перетворюються за формулами 

 2sinsincos 22
yzzyy IIII  ; 

 2sincossin 22
yzzyz IIII  ; 

 2sin
2

2cos
yz

yzzy

II
II


 .    (1.5) 

Система координат vu, , з початком в центрі ваги перерізу, в якій 
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відцентровий момент інерції 0uvI , називається головною централь-

ною системою координат. Її положення відносно вихідної централь-

ної системи координат yCz  визначається кутом 0  

yz

yz

II

I
tg




2
2 0 .     (1.6) 

Якщо zy II  , то або всі вісі головні (при 0yzI ) або 4/0    

(при 0yzI ). Після визначення кута 0  головні осьові моменти інер-

ції uI , vI  знаходяться за першими двома формулами (1.5). Третє рів-

няння  (1.5) можна використовувати для перевірки. 

Осьові моменти інерції в головній системі координат набувають 

екстремальних значень (найбільше і найменше з усіх можливих). Ці 

величини визначаються з квадратного рівняння і дорівнюють  

2

2

minmax,
22

yz
yzyz

I
IIII

I 











 



 .   (1.7) 

Головні радіуси інерції ui  та vi  визначаються за формулами 

AIi uu / ,   AIi vv / .   (1.8) 

За їх допомогою будується еліпс інерції 

     1
2

2

2

2



uv i

v

i

u
 .     (1.9) 

Головні моменти опору визначаються за формулами 

maxv

I
W u

u  ,  
maxu

I
W v

v  ,          (1.10) 

де maxu , maxv  − відповідно відстані до найвіддаленіших точок від осей 

v  та u . 

 Геометричні характеристики простих фігур. Для багатьох 

фігур головні центральні координати, площа і моменти інерції визна-

чені шляхом інтегрування по площі і приведені в навчальній та довід-

никовій літературі. Для найпростіших фігур маємо наступні характе-

ристики: 
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Для прокатних балок (двотавр, швелер, кутик) геометричні ха-

рактеристики беруться з таблиць сортаменту.  

Для складних перерізів координати центру ваги ),( 00 zy CCC  в 

довільній початковій системі координат 00 , zy  знаходяться за форму-

лами 

A

Ay
C ii

y


 0
0 ,   

A

Az
C ii

z


 0
0 ,   iAA ,       (1.11) 

де ii zy 00 ,  − координати центру ваги i −тої фігури, A− загальна площа 

перерізу. Вводимо центральну систему координат yCz , паралельну до 

00 , zy , та знаходимо координати центрів ваги складових фігур за фор-

мулами паралельного переносу: 

2/bhA  

36

3bh
I y   

36

3hb
I z   

y 

z 

3/2h  

3/h  

1y  

1z  
3/b  3/2b  

72

22hb
I yz   

12

3

1

bh
I y   

12

3

1

hb
I z   

24

22

11

hb
I zy   

C 

y 

z 

b 

h 

bhA  

12

3bh
I y 

 

12

3hb
I z   

y 

z 

D 
4

2D
A


  

64

4D
II zy


  

32

4D
I p


  

C 

C 

z 

y 

z 

b 

3

2h
 

2/bhA  

36

3bh
I y   

48

3hb
I z   

y 

R 

2

2R
A


  

411,0 RI y   

8

4R
I z


  

3

h
 or  

3

4R
ro   

C 
C 
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yiyi Cyc 00  ,   zizi Czc 00  .         (1.12) 

Моменти інерції для складного перерізу обчислюються за фор-

мулами 

  )( 2
iziyiy AcII ,   )( 2

iyiziz AcII , 

  )( iziyizyyz AccII
ii

.         (1.13) 

В формулах (1.11), (1.13) площа та моменти інерції для “вирізаних” 

складових перерізу беруться зі знаком “мінус”. 

Задача 1.1. Визначення геометричних характеристик симетричного 

поперечного перерізу 

Для заданого поперечного перерізу визначити положення головних 

центральних осей. Відносно цих осей обчислити моменти інерції та моме-

нти опору. Форма і розміри поперечного перерізу вказані в дод. 4. 

П р и к л а д. Для заданого на 

рис. 1.1 поперечного перерізу 

знайти моменти опору. 

Р о з в ’ я з о к.   Бачимо, що пе-

реріз має одну вісь симетрії, що 

лежить горизонтально. Розбива-

ємо переріз на прості фігури 

так, щоб вісь симетрії була віс-

сю симетрії для складових, і ви-

значаємо їх геометричні харак-

теристики: 

1) для рівнобедреного трикут-

ника з основою дмb 8  та висо-

тою дмh 5  центр ваги 1C  ле-

жить на горизонтальній вісі си-

метрії на відстані 

дм67,13/10  hy  від основи, 

2
1 20

2

58

2
см

bh
A 


 ,  

4
33

3,53
48

58

481
дм

hb
I y 


 ,   

4
33

8,27
36

85

361
дм

bh
I z 


 ; 

z  

2дм 

2дм 

2дм 

2дм 

2дм 3дм 

Рис. 1.1 

0y  

0z  O  

0,85 

1,67 

2,05 

2C  1C  C  

y  

A  

B  
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2) для півкола з радіусом дмR 2  центр ваги 2C  лежить на горизонтальній 

вісі симетрії на відстані дм85,0
3

4
20 



R
y  від основи, 

2
22

2 28,6
2

214,3

2
см

R
A 





,         4

44

28,6
8

214,3

82
дм

R
I y 





, 

444 76,1211,011,0
2

дмRI z  . 

Вводимо початкову систему координат 00 , zy  та визначаємо коорди-

нату 0Cy  центра ваги складного перерізу ( 00 Cz  в силу симетрії): 

дм
AA

AyAy
yC 05,2

72,13

34,54,33

28,620

28,685,02067,1

21

220110
0 












  

Позначаємо на рис. 1.1 центр ваги C  та вводимо головну центральну 

систему координат yCz . Координати точок 1C , 2C  в головній системі ко-

ординат дорівнюють  

дмyyC Cy 38,005,267,10101  ;    01 zC ; 

дмyyC Cy 2,105,285,00202  ; 02 zC . 

За допомогою формул паралельного переносу знаходимо головні мо-

менти інерції перерізу: 

4
2

2
221

2
11 4728,63,53 дмACIACII zyzyy  ; 

.2089,1904,976,189,28,27

28,6)2,1(76,120)38,0(8,27

4

22
2

2
221

2
11

дм

ACIACII yzyzz





 Знаходимо координати найбільш віддалених від осей точок пе-

рерізу та підставляємо їх в формули для моментів опору: 

дмyy A 95,205,25max  ; дмzz B 4max  ; 

3

max

75,11
4

47
дм

z

I
W

y
y  ,        3

max

8,6
95,2

20
дм

y

I
W z

z  . 

 

Задача 1.2. Визначення геометричних характеристик складного неси-

метричного поперечного перерізу 

Для поперечного перерізу складної форми визначити положення го-

ловних центральних осей. Відносно цих осей обчислити моменти інерції, 

моменти опору, радіуси інерції і побудувати еліпс інерції. Форма і розміри 

поперечного перерізу вказані в дод. 2,3. 
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П р и к л а д. Для складного попереч-

ного перерізу, що складається із шве-

лера №20 і рівнобічного кутика 

12512514 мм, розташованих як за-

значено на рис.1.2, визначити поло-

ження головних центральних осей. 

Відносно цих осей обчислити момен-

ти та радіуси інерції, побудувати 

еліпс інерції, знайти моменти опору. 

Р о з в ’ я з о к.  Задачу 

розв’язуємо, дотримуючись наступ-

ного порядку обчислень.  

1. Розбиваємо переріз на прості фігури (у нашому випадку швелер і 

кутик). Вводимо локальні системи координат із початком у центрах ваги 

простих фігур. Проводимо паралельні між собою вісі 11 , zy  (для швелера) і 

22 , zy  (для кутика). Виписуємо геометричні характеристики складових пе-

рерізу із таблиць сортаменту: 

швелер №20   :    1A  = 23,4 см
2 
,  1h  = 20 см,   1b  = 7,6 см,      1a = 2,07 см, 

 
1yI = 1520 см

4
 , 

1zI = 113 см
4
 , 

11zyI = 0.                                      

кутик 12512514 мм :  2A  = 33,4 см
2
, 2b  = 12,5 см,                                                 

2a  = 3,61 см , 
2yI =  

2zI  = 482 см
4
 , 

22zyI  = 282 см
4
.
  

Знак відцентрового моменту інерції для рівнобічного кутика вибира-

ємо з умови, що полички дають більший внесок у момент (знаки моментів 

поличок легко визначити по рисунку: у нашому випадку полички лежать у 

першому і третьому квадрантах, де добуток 022 zy , отже 0
22
zyI ). 

Зображуємо переріз на рис. 1.3 відповідно до вибраного масштабу 

(рис.1.3).  

2. Для визначення положення центру ваги перерізу вибираємо за по-

чаткову одну із введних на рис. 1 систем координат, наприклад, систему 

( 11, zy ). Визначаємо координати центрів ваги складових фігур в вибраній 

системі координат (перший індекс відповідає номеру системи координат, 

другий індекс ‒ номеру фігури): 

011 y ,              011 z ,    

Рис.1.2 

1a

1y

1z

1C
 

2y

2z

2a

2C  
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          смaabby 42,1461,307,25,126,7212112  , 

смaz 39,661,32/202/h 2112  . 

Площа поперечного перерізу     2
21 8,564,334,23 смAAA  . 

Визначаємо координати CC zy 11 ,  центру ваги перерізу в системі координат 

( 11, zy ):  

см
AA

AyAy

A

Ay
y

i

ii
C 48,8

8,56

4,3342,140

21

2121111
1 












, 

см
AA

AzAz

A

Az
z

i

ii
C 76,3

8,56

4,3339,60

21

2121111
1 












. 

Позначаємо на рис. 2 центр ваги складного перерізу С і вводимо 

центральну систему координат yCz  паралельно до початкової системи 

11, zy . 

3. Знаходимо координати ziyi cc ,  центрів ваги простих фігур 21,CC  в 

осях zy, :  

смyyc Cy 48,848,801111  , 

смzzc Cz 76,376,301111  , 

смyyc Cy 94,548,842,141122  , 

смzzc Cz 63,276,339,61122  . 

Проведемо перевірку правильності положення знайденого центру ва-

ги перерізу. Обчислюємо статичні моменти площі перерізу відносно 

центральних осей zy,  (вони повинні дорівнювати нулеві):  

,014,0

84,8798,874,3363,24,2376,3

3

2211





см

AcAcAcS zziziy
 

.0034,0

39,19843,1984,3394,54,2348,8

3

2211





см

AcAcAcS yyiyiz
 

4. Знаходимо осьові і відцентровий моменти інерції перерізу віднос-

но центральних осей zy, :  

 4,23)76,3(1520)()()( 2
2

2
21

2
1

2

21
AcIAcIAcII zyzyiziyy i

 

442 25648,25632314828,33015204,3363,2482 смсм  , 
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 4,2348,8113)()()( 2
2

2
221

2
1

2

1
AcIAcIAcII yzyziyizz i

 

442 34562,34565,11784827,16821134,33)94,5(482 смсм  , 

 0)()()( 222111 2211
AccIAccIAccII yzzyyzzyiyizizyyz ii

 

49868,5212821,7464,3363,2)94,5(2824,23)76,3(48,8 см . 

5. Визначаємо положення головних центральних осей інерції, для чо-

го знаходимо кут 0   

2108,2
892

1972

25643456

)986(22
2 0 












CC

CC

yz

zy

II

I
tg   

66,652 0  ,       83,320  . 

Знаходимо значення тригонометричних функцій  

5422,0)83,32sin(sin 0   ,            8403,0)83,32cos(cos 0   , 

9111,0)66,65sin(2sin 0   ,        4121,0)66,65cos(2cos 0   , 

 6452,0)83,32(0  tgtg . 

6. Обчислюємо головні осьові моменти інерції різними способами: 

а)     2
00

2
0

2 8403,025642sinsincos  yzzyu IIII  

,192834,898101645,1810)9111,0()986()5422,0(3456 42 см

 2
00

2
0

2 )5422,0(25642sincossin  yzzyv IIII  

42 4,409234,8983,244077,753)9111,0(9868403,03456 см ; 

б) 4
0 8,1927)6452,0()986(2564 смtgIII yzyu   , 

4
0 2,4092)6452,0()986(3456 смtgIII yzzv   ; 

в) моменти інерції відносно головних центральних осей повинні співпада-

ти з екстремальними значеннями осьових моментів інерції:  








 













 



 2

2
2

2

min

max )986(
2

34562564

2

34562564

22
yz

zyzy
I

IIII
I

2,108230109721961989163010   

vIсмI  4
max 2,4092 ,     uIcмI  4

min 8,1927 . 

Для перевірки обчислимо також відцентровий момент інерції (він повинен 

дорівнювати нулю)  
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 

.002,035,40633,406)9111,0(2/)34562564(

4121,0986
2

2sin
2cos

4

0
0





см

IIII zyyzuv




 

На рисунку проводимо головні центральні вісі інерції, повернуті на 

кут 83,320   проти годинникової стрілки (тобто на кут 83,32  за го-

динниковою стрілкою) від центральних осей zy, .  

 

7. Обчислюємо головні радіуси інерції   

22 34
8,56

8,1927
см

A

I
i u
u  ,

 
           смiu 83,5 ,  

22 72
8,56

2,4092
см

A

I
i v
v  ,         смiv 49,8   

і будуємо еліпс інерції 

Рис. 1.3 

1C  

2C  

C  
y  

z  

2,07 
 

8,48 
 

5,94 
 

3,61 
 

1
0
  

3
,7

6
 

 

3
,6

1
 

 

2
,6

3
 

 

u  

v  

83,32  

83,32  

ui =5,83 
vi =8,49 

zi =7,8 

yi

=
6

,7
 

7
 

А 
 

В 
 

maxu  

maxv  
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1
2

2

2

2


uv i

v

i

u
. 

Маючи побудований еліпс інерції, можна графічно визначити осьові мо-

менти інерції перерізу відносно довільної центральної системи координат. 

Вимірюємо на рисунку значення радіусів інерції yi  та zi  відносно осей 

z  і y  (для цього треба провести паралельні цим осям дотичні до еліпса 

інерції і виміряти відстань між осями і дотичними)  

cмiy 7,6 ,         смiz 8,7 . 

По виміряних радіусах інерції обчислимо осьові моменти інерції відносно 

центральних осей  

422 25508,567,6 смAiI yy  ,    422 34568,568,7 смAiI zz   

і порівняємо з визначеними раніше значеннями  

42564 смI y  ,      43456 смI z  .  

Невеликі розбіжності свідчать про правильність аналітичних обчислень і 

геометричних побудов. 

8. Визначаємо головні моменти опору відносно осей vu,  за формулами 

maxv

I
W u

u  ,   
maxu

I
W v

v  , 

в яких maxu  – відстань до найбільш віддаленої точки перерізу від осі v , 

maxv  – відстань до найбільш віддаленої точки перерізу від осі u . 

Для визначення maxu , maxv  знаходимо координати точок А і В у 

центральній системі координат zy, , а потім скористаємося формулами пе-

ретворення координат при повороті координатних осей 

.cossin

,sincos

00

00





AAA

AAA

zyv

zyu




 

Для точки А знаходимо:  

смyA 55,1048,807,2  ,   смzA 24,663,261,3  , 

.96,01

24,572,58403,024,6)5422,0(55,10cossin 00max

см

zyv AA



 

 Для точки В знаходимо:  

смyy AB 55,10 ,   смzB 76,1376,310  , 
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.32,1646,786,8

)5422,0(76,138403,055,10sincos 00max

см

zyu BB



 
 

Вимірюємо на рис.1.3 значення maxu , maxv в масштабі: 

смu 16max  ,   смv 11max  ,  

що відповідає обчисленим величинам.  

Обчислюємо моменти опору відносно головних осей 

3

max

176
96,10

1928
см

v

I
W u

u  ,        3

max

251
3,16

4092
см

u

I
W v

v  . 

 

2. Розтягування (стискування) стержнів. Розрахунок стержне-

вих систем. 

Теоретичні відомості. При одноосному навантаженні стержня рі-

внодійна внутрішніх сил в заданому перерізі називається поздовж-

ньою силою N. Для визначення сили N  використовується метод пере-

різів: стержень розрізається на дві частини, одна з яких відкидається; 

вплив відкинутої частини на ту, що залишилась, замінюють зусиллям 

N.  Значення зусилля N визначається з рівняння рівноваги для частини 

стержня, що залишилась, і залежить від зовнішніх сил, в тому числі 

власної ваги.  

При навантаженні стержня зосередженими поздовжніми силами 

без врахування власної ваги поздовжня сила N залишається постій-

ною в довільному перерізі ділянки стержня між точками прикладання 

сил. Зусилля N дорівнює алгебраїчній сумі зовнішніх сил, що діють на 

відрізану частину стержня. N додатнє, якщо ділянка розтягнута (діє 

від перерізу), і від’ємне, якщо ділянка стиснута (діє до перерізу). 

 Графік, що показує зміну N по довжині стержня, називається 

епюрою поздовжніх сил (епюрою N). 

 При розрахунках на розтягування (стискування) стержнів вва-

жаємо, що для поперечних перерізів стержня виконується гіпотеза 

плоских перерізів: плоскі поперечні перерізи стержня в процесі дефо-

рмування рухаються як жорсткі тіла, залишаючись плоскими та пер-

пендикулярними до деформованої вісі стержня. 

 Нормальне напруження в конкретному перерізі стержня з враху-

ванням гіпотези плоских перерізів визначається за формулою  
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A

N
 ,     (2.1) 

де А − площа поперечного перерізу. Графік, що показує зміну норма-

льних напружень по довжині стержня, називається епюрою нормаль-

них напружень (епюрою  ).  

 Переріз, в якому нормальне напруження має найбільше абсолю-

тне значення ( max  ), називається небезпечним. 

 В межах пружності e   виконується закон Гука 

       E ,      (2.2) 

де Е− модуль Юнга (модуль пружності першого роду), 
dx

du
 − відно-

сна поздовжня деформація.  

 Видовження lu  ділянки стержня довжиною l  зі сталою жор-

сткістю на розтяг EA під дією сталої сили N  знаходиться за форму-

лою  

     
EA

Nl
 .      (2.3) 

 Умова міцності при осьовому розтягуванні або стискуванні має 

вигляд  

adm
A

N
  max

max ,    (2.4) 

де adm − допустимі нормальні напруження для конкретного матеріа-

лу.  

Для крихких матеріалів (камінь, бетон, цегла) допустимі значення 

нормальних напружень на розтягування та стискування суттєво відрі-

зняються, тому оцінка міцності для розтягнутих і стиснутих ділянок 

проводиться окремо: 

       admmax , 

       admmax .     (2.5) 

При перевірці міцності допускається перенапруження  

%5%100max 


adm

adm




.    (2.6) 

При підборі перерізу необхідна площа поперечного перерізу зна-

ходиться за допомогою виразу  
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adm

нб

N
A


max .     (2.7)  

Задача 2.1. Перевірка міцності ступінчатої колони. Перевірити мі-

цність заданої в дод. 5 ступінчатої кам’яної колони та визначити перемі-

щення її характерних перерізів, якщо модуль Юнга МПа5100,1E  , допу-

стимі напруження МПа
adm

3,0 , МПаadm 3 . 

П р и к л а д .  Двоступінчата кам’яна колона (площа верхнього 

перерізу 2
1 3,0 мA  , площа нижнього перерізу 2

2 5,0 мA  ) навантажена 

силами кНF 3201  , кНF 2502  (рис.2.1). По-

будувати епюри поздовжньої сили N , нор-

мальних напружень   та пререміщень попе-

речних перерізів u  (модуль Юнга 

МПа5100,1E  ). Перевірити міцність колони, 

якщо допустиме напруження на розтягування 

МПа
adm

3,0 , на стискування 

МПаadm 3 . 

Р о з в ’ я з о к. 1. Розбиваємо стержень на 

ділянки по точках прикладання сили та зміни 

площі поперечного перерізу та номеруємо їх, починаючи з вільного кінця 

(рис.2.3). 

 З а у в а ж е н н я. Поздовжня сила N  завжди діє від перерізу, власна 

вага Q діє вниз. Тобто якщо стержень закріплений зверху, то відкидається 

верхня частина стержня, вісь х та сила N спрямовуються вгору. 

За допомогою мето-

ду перерізів  знаходимо  

значення внутрішньої си-

ли N  на кожній з ділянок 

(рис. 2.2): 

 Рівняння рівноваги для 

першої  та другої ділянок 

однакові 

 02  FN I ,  02  FN II , кНFNN III 2502  . 

 Для третьої ділянки маємо 012  FFN III , 

кНFFN III 7025032021  . 

3м 

5м 

2A

4м 

a 

b 

2F

1F

1A

Рис. 2.1 

2F  

IN  x  

x  

x  IIN  

2F  

x  

x  
IIIN  

2F  

x  
1F  

Рис. 2.2 
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2. Знаходимо  нормальні напруження   на кожній з ділянок: 

МПакПа
A

NI
I 83.03,833

3.0

10250 3

1




 ; 

МПакПа
A

NІI
IІ 5.0500

5.0

10250 3

2




 ; 

МПакПа
A

NІIІ
IІІ 14.0140

5.0

1070 3

2




 .  

По знайдених значеннях N  та   на рис. 2.3 будуємо епюри : 

 

 3. Робимо перевірку міцності по максимальних напруженнях на сти-

снутих і розтягнутих ділянках: 

МПаМПа adm 383,0max    ; 

МПаМПа adm 3,014,0max    . 

Міцність колони забезпечено. 

4. Визначаємо видовження кожної з ділянок стержня: 

ммм
E

l

EA

lN III
I 33,01032,3

101,0

483,0 4
5

1

1





 

; 

ммм
E

l

EA

lN IIIIIIII
II 15,0105,1

101,0

35,0 4
5

2





 

; 

ммм
E

l

EA

lN IIIIIIIIIIII
III 07,0107,0

101,0

514,0 4
5

2





 

. 

Переміщення характерних перерізів стержня визначаємо, починаючи 

з закріплення стержня: 

0)12( u ; 

0,07 м,0,070)12()8(  IIIuu ; 

4м 

a 

b 

3м 

5м 

І 

ІІ 

ІІІ 

кНF 3201   

кНF 2502   

2
1 3,0 мA   

2
2 5,0 мA   

Рис. 2.3 

70 

250 

Еп. кНN ,  

0,14 

0,83 

Еп. MПП,  

0,5 

0,07 

0,41 

Еп. ммu,  

0,08 
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0,08 м,0,15-0,07)8()5(  IIuu ; 

0,41 м,0,3308,0-)5()0(  Iuu . 

На рис. 2.3 будуємо епюру переміщень. 

Задача 2.2. Розрахунок статично визначеної стержневої системи. 

Стержнева підвіска, що складається з двох шарнірно закріплених сте-

ржнів однакового поперечного перерізу (дод. 6), навантажена силою 

F . Потрібно визначити зусилля в стержнях, підібрати площі попереч-

них перерізів стержнів при МПаadm 160  та визначити переміщення 

точки В прикладання сили. 

П р и к л а д. До шарнірно з’єднаних стержнів 1, 2 однакового попе-

речного перерізу підвішено вантаж вагою кНF 120 . Потрібно визна-

чити зусилля в стержнях, підібрати площі поперечних перерізів стер-

жнів при МПаadm 160  та визначити переміщення точки В прикла-

дання сили. 

 
Р о з в’ я з а н н я. При такому навантаженні в стержнях 1, 2 виника-

ють внутрішні поздовжні сили 1N , 2N , які знаходимо з рівняння рів-

новаги для точки В (рис. 2.4): 

0sinsin 21   NN , 

0coscos 21  FNN  .  

Знайдемо довжини стержнів та тригонометричні значення для кутів: 

мbal 16,31013 2222
1  , 

мl 24,423cos45/a2    , 

2

2
45sinsin   ,    

2

2
45coscos   ,  

10

1
/sin 1  lb ,   

10

3
/cos 1  la . 

b 1м 

а=3м 

кНF 120  

2 

45  

1 

B  F  

B  

1N  
2N    

  

x  

y  

Рис. 2.4 



 20 

Розв’язуємо систему рівнянь рівноваги: 

2221 5
2

102

sin

sin
NNNN 




,  0

2

2

10

3
5 22  FNN , 

022)
2

1

2

3
( 22  FNFN ,  

кН
F

N 4,42
22

120

22
2  ,   кНNN 959,944,4255 21  . 

Підбираємо площу поперечних перерізів стержнів 

adm
A

N
  max

max   223

6

3
max 61059,0

10160

1095
смм

N
A

adm
нб 




 


. 

Визначаємо напруження в стержнях: 

МПаПа
A

N
158108,15

106

1095 7

4

3
1

1 






 , 

МПаПа
A

N
7,701007,7

106

104,42 7

4

3
2

2 






 . 

Видовження стержнів  

ммм
E

l
5,2106,249

10102

16,310158 5

65

6
11

1 



 

, 

ммм
E

l
5,1108,149

10102

24,4107,70 5

65

6
22

2 



 

. 

Положення точки B  після деформу-

вання системи знайдемо за допомогою ме-

тоду засічок: на кожному з стержнів відк-

ладаємо від точки B  його видовження (або 

скорочення) та проводимо перпендикуляри 

до стержнів в отриманих точках. Точка B  

переміститься в точку 1B  перетину цих пе-

рпендикулярів (див. рис. 2.5). Проекції пе-

реміщення точки   B  ByBx uu ,  на осі 

yx, знайдемо за допомогою наступного 

правила: видовження   стержня дорівнює 

сумі проекцій переміщень ByBx uu ,  на на-

прямок цього стержня. Отримуємо систему рівнянь 

Bxu  

x  

1B  

B  

  

  

y  

  

  

Byu  

1  
2  

2 
1 

Рис. 2.5 
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Q  

M  

Рис. 3.1 

M  
Q  











,sincos

,sincos

2

1





BxBy

BxBy

uu

uu
 












,2

,103

2

1

BxBy

BxBy

uu

uu
 

,5,2
4

105,225,1

4

102 12 ммuBy 





  

ммuu ByBx 38,05,225,122  . 

Повне переміщення точки B  

ммuuu ByBxB 53,238,05,2 2222  . 

Рисунок для методу засічок потрібно виконануваи в масштабі. В 

такому випадку значення ByBx uu ,  можна перевірити шляхом безпосе-

реднього вимірювання на рисунку.  

3. Побудова епюр внутрішніх зусиль 

Теоретичні відомості. Побудова епюр внутрішніх зусиль для 

балки при плоскому згині. Якщо зовнішнє навантаження лежить в 

площині, що проходить через одну з головних осей поперечного пе-

рерізу та вісь стержня, та перпендикулярне до вісі балки, балка знахо-

диться в стані плоского згину. При цьому в поперечних перерізах ви-

никають поперечна сила Q та згинальний момент M .  

Поперечна сила Q визначається 

як алгебраїчна сума проекцій всіх 

сил на перпендикуляр до вісі балки з 

одного боку від перерізу. Поперечна 

сила додатна, якщо вона намагається 

повернути відрізану частину балки 

за годинниковою стрілкою. 

Згинальний момент M визначається як алгебраїчна сума момен-

тів всіх сил з одного боку від перерізу відносно точки перерізу. Зги-

нальний момент додатній, якщо він стискує верхні волокна балки (зо-

внішні волокна рами). Додатні напрямки для сил та моментів з одного 

боку від перерізу ілюструються рис.3.1 (правило знаків).  

Побудова епюр починається з визначення реакцій в’язей. В роз-

рахункових схемах плоских конструкцій зустрічаються три типи 

опор:  

− шарнірно−рухома опора (рис. 3.2.а), яку можна замінити одні-
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єю реакцією aR , що діє в напрямку обмеження руху балки; 

− шарнірно−нерухома опора (рис. 3.2.б), характеризується двома 

складовими опорної реакції: горизонтальною aH  та вертикальною aR ; 

− жорстке защемлення − опора (рис. 3.2.в) замінюється трьома 

складовими реакції: горизонтальною силою aH , вертикальною aR  та 

реактивним моментом aM .  

 

Реакції в’язей визначаються з рівнянь рівноваги. Для плоскої си-

стеми сил маємо три лінійно−незалежних рівняння рівноваги. Надалі 

для визначення реакцій шарнірно-закріпленої балки зручно користу-

ватися наступною системою: 

  0xF  − сума проекцій всіх сил на вісь балки дорівнює нулю; 

  0aM − сума моментів всіх сил відносно закріплення A  дорі-

внює нулю; 

  0bM  − сума моментів всіх сил відносно закріплення В дорі-

внює нулю. 

Для перевірки правильності знайдених реакцій використовуємо 

рівняння   0zF − сума проекцій всіх сил на перпендикуляр до вісі 

балки дорівнює нулю. 

 Наявність проміжного шарніру додає ще одне рівняння рівнова-

ги:   0л
CM  або   0п

CM − сума моментів всіх сил, що діють зліва 

(справа) від шарніру С  відносно точки С , дорівнює нулю. 

Якщо кількість невідомих реакцій співпадає з кількістю рівнянь 

рівноваги, то конструкція є статично визначеною. 

Якщо невідомих реакцій більше, ніж рівнянь рівноваги, то конс-

трукція є статично невизначеною. 

Епюри внутрішніх зусиль будуються шляхом застосування ме-

тоду перерізів на окремих ділянках балки (див. приклад до задачі 3.1) 

або в характерних точках (див. приклад до задачі 4.1, рекомендується 

a) б) в) 

aR  
aR  

aH  aR  

aH  

aM  aR  

Рис. 3.2 
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Q 

Q 

M 

N 

Рис. 3.3 

M 

N 

для додатків 8-12). Характерними називаються точки прикладання зо-

середжених сил (включаючи реакції в’язей) або моментів та початку і 

кінця розподіленого навантаження. Розбиття балки на ділянки також 

проводиться по характерних точках. 

Епюри внутрішніх зусиль будуються на осьовій лінії заданої ба-

лки. Додатні значення Q відкладаються вгору від осьової лінії, 

від’ємні − вниз. Додатні значення згинального моменту M відклада-

ються вниз від осьової лінії, від’ємні − вгору (епюра M будується на 

розтягнутих волокнах). 

Для згинального моменту M  та поперечної сили Q  виконуються 

диференціальні залежності, що випливають з рівняння рівноваги еле-

мента довжиною dx : 

0Q
dx

dM
,  0 q

dx

dQ
.    (3.1) 

З диференціальних залежностей (3.1) та вищенаведених правил 

визначення внутрішніх зусиль випливають наступні правила побудови 

епюр  згинального моменту M  та поперечної сили Q : 

1. В точці прикладання зосередженої сили на епюрі Q буде роз-

рив на величину цієї сили, на епюрі M спостерігається злом. 

2. В точці прикладання зосередженого моменту на епюрі M буде 

розрив на величину цього моменту, епюра Q  неперервна. 

3. На ділянках, де розподілене навантаження відсутнє, епюра Q 

буде горизонтальною, епюра M − похилою прямою. 

4. На ділянках прикладання рівномірно розподіленого наванта-

ження епюра Q − похила пряма, епюра M − парабола. 

5. При 0Q  M зростає, при 0Q  M спадає, при 0Q  на епюрі 

M виникає екстремум (вершина параболи). 

Побудова епюр для плоских 

рам під дією плоскої системи 

сил. Рамами називають системи, 

що складаються з прямолінійних 

стержнів, жорстко з’єднаних між 

собою. Вісь рами являє собою 

ламану лінію, але кожну ділянку 

можна розглядати як балку. При 
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Рис. 3.4 

yF  

Q 
M 

N 

  

xF  

xF  

yF  

О 

В 

D 

R 

R 

  

A 

цьому в поперечних перерізах виникають поздовжня сила N, попере-

чна сила Q та згинальний момент M. Поздовжня сила  N визначається 

як алгебраїчна сума проекцій всіх сил (включаючи опорні реакції) на 

вісь балки з одного боку від перерізу (рис. 3.3). Якщо поздовжня сила 

викликає розтяг ділянки, до вона додатна, і навпаки. Поперечна сила 

Q ‒ алгебраїчна сума проекцій всіх прикладених до відрізаної частини 

рами сил на перпендикуляр до вісі, знак “+” в випадку, якщо сила по-

вертає відрізану частину за годинниковою стрілкою. Згинальний мо-

мент M шукаємо як алгебраїчну суму моментів всіх сил, що діють з 

одного боку від перерізу, відносно точки перерізу; знак “+” маємо, 

коли стискуються зовнішні волокна рами. Для побудови епюр знахо-

димо значення MQN ,,  в характерних перерізах, а потім з’єднують 

знайдені точки згідно до правил побудови епюр. Додатні значення 

QN ,  відкладаються з зовнішнього боку рами, від’ємні‒ з внутрішньо-

го. Епюра M  будується на розтягнутих волокнах. 

Побудова епюр для плоских криволінійних стержнів. В попере-

чних перерізах плоского криволінійного бруса діють, як і в рамах, зу-

силля MQN ,, . Найчастіше розглядаються стержні малої кривизни, 

вісь яких є дугою кола ( 5/1/ Rh , h ‒висота поперечного перерізу, R ‒ 

радіус кола). В такому випадку зручно вводити полярну систему ко-

ординат, і внутрішні зусилля будуть функціями від кута  : 

)(),(),(  MQN .  

Зусилля в перерізі   (рис. 3.4) 

знаходяться з рівнянь рівноваги для 

відрізаної частини: сума проекцій всіх 

сил на нормаль до перерізу (дотичну 

до кола) 

0cossin)(   xy FFN  , 

сума проекцій всіх сил на перпенди-

куляр до вісі (на радіус кола) 

0sincos)(   xy FFQ , 

сума моментів всіх сил відносно точки перерізу (точки А) 

0)cos(sin)()(   RRFRFMBDFABFM xyxy . 
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z 
x 

Q  

M  
kM  

y 

Таким чином, для стержня, навантаженого силами yx FF ,  (рис.3.4) 

внутрішні зусилля визначатимуться за формулами 

 cossin)( xy FFN  ,    sincos)( xy FFQ  , 

)cos1(sin)(   RFRFM xy .   (3.2) 

Якщо ділянка стержня навантажена рівномірно розподіленим по 

дузі кривої навантаженням q , то рівнодійна від  нього дорівнює добу-

тку навантаження q  на довжину хорди, що стягує цю дугу, і прикла-

дена посередині цієї хорди перпендикулярно до неї (рис. 3.5) 

Внутрішні зусилля в криволінійно-

му стержні задовольняють диференці-

альним залежностям, що випливають 

з рівнянь рівноваги для елементарної 

ділянки:  

Q
d

dN



;  qRN

d

dQ



;

 QR
d

dM



.   (3.3) 

Для побудови епюр обчислюємо значення внутрішніх зусиль в пе-

рерізах з певним кроком по   (наприклад, з кроком 6/ ). Знайдені 

значення внутрішніх зусиль відкладаються на епюрах по нормалі до 

дуги кола. Додатні значення сил відкладаємо на зовнішніх волокнах 

стержня, епюра моментів будується на розтягнутих волокнах. В точ-

ках прикладання зосереджених сил повинен бути скачок на епюрах 

сил, в точці прикладання зосередженого моменту‒ скачок на епюрі 

моментів. На ділянках, де 0Q , M  стала; в точці, де 0Q , на епюрі 

M  маємо екстремум. 

Побудова епюр для плоскої рами під дією вертикального наванта-

ження. При такому навантаженні 

в перерізах рами виникають по-

перечна сила Q , згинальний мо-

мент M та крутильний момент 

kM . Вони знаходяться як алгебра-

їчна сума сил та моментів зовні-

Рис. 3.5 

q  

ABq   

В 

A 
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Рис. 3.7 
z 

N 
yQ  

x y 

zQ  

zM  

yM  
kM  

шніх сил, що діють з одного боку від перерізу. Будемо вважати, що 

згинальний момент M додатній, якщо він стискує верхні волокна бал-

ки; крутильний момент додатній, якщо він закручує відрізану частину 

проти годинникової стрілки (рис 3.6).  При повороті вісі рами на 90  

крутильний момент стає згинальним, а згинальний стає крутильним. 

Поперечна сила та згинальний момент на кожній з ділянок задоволь-

няють рівнянням рівноваги (3.1) та правилам побудови епюр. 

Внутрішні зусилля при просторовому навантаженні. При прос-

торовому навантаженні внутрішні зусилля в поперечних перерізах 

стержнів зводяться до головного вектору F


 і головного моменту M


. 

Введемо систему координат: вісь x  направлена вздовж вісі стержня, 

осі zy,  є головними центральними вісями поперечного перерізу. 

Проектуючи головний вектор F


 і голов-

ний момент M


 на вісі zyx ,, , отримуємо 

шість складових внутрішніх зусиль: поз-

довжня сила N, поперечні (перерізуючі) 

сили zy QQ , , згинальні моменти zy MM ,  

та крутильний момент xk MM   (рис. 

3.7). Поздовжня сила N додатня, якщо 

вона викликає розтягування; поперечні 

сили zy QQ ,  додатні, якщо вони повертають відрізану частину стерж-

ня за годинниковою стрілкою при спостереженні з боку вісей yz,  від-

повідно; моменти zyx MMM ,,  будемо вважати додатніми, якщо вони 

діють проти годинникової стрілки при спостереженні з боку осей 

zyx ,,  відповідно. Внутрішні зусилля визначаються з рівнянь рівнова-

ги відрізаної частини балки або як алгебраїчна сума проекцій сил на 

відповідну вісь чи моментів відносно відповідної вісі.  

Задача 3.1. Побудова епюр внутрішніх зусиль для балок. Для 

заданих балок (дод. 7-12) побудувати епюри внутрішніх зусиль. 

П р и к л а д. Для консольної балки (рис. 3.8) (дод.7) визначити 

внутрішні зусилля методом перерізів на ділянках та побудувати їх 

епюри. 

Р о з в’ я з а н н я. Для консольної балки визначати реакції в’язей 
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не обов’язково, тому будемо будувати епюри починаючи з незакріп-

леного кінця. Водимо вісь x  зправа наліво та розбиваємо стержень на 

ділянки характерними точками. На кожній з ділянок робимо умовний 

переріз та прикладаємо поперечну силу Q(х) та згинальний момент 

M(х) згідно до правила знаків (рис. 3.1). Інших внутрішніх сил не бу-

де, оскільки балка знаходиться в стані плоского згину. Записуємо сис-

тему рівнянь рівноваги для відрізаної частини (рис. 3.9), що склада-

ється з суми проекцій всіх сил на вертикальну вісь та суми моментів 

всіх сил відносно точки перерізу, та знаходимо Q(х) та M(х) на кожній 

з ділянок. В отримані вирази підставляємо координати початку та кі-

нця ділянки. 

 

І) 20  x :    0)(1 xQ ,    0)(1  MxM ,      кНмMxM 18)(1  ; 

ІІ) 42  x :    0)2()(2  xqxQ ,    0
2

)2(
)(

2

2 


 M
x

qxM ,      

)2(8)2()(2  xxqxQ ,    0)2(2 Q , кНQ 16)24(8)4(2  , 

18)2(418
2

)2(
8

2

)2(
)( 2

22

2 





 x
x

M
x

qxM ,  

кНмM 18)2(2  ;  кНмM 218)24(4)4( 2
2  ; 

ІІІ) 64  x :    02)(3  FqxQ ,    

F=15кН q=8кН/м 
 М=18кНм 

2м 2м 2м 
0 х 

 М 

М1(х) 
Q1(х) 

х 
I 

 М 
М2(х) 

Q2(х) 

х-2 

q 

2м 

IІ 

F 
q 

2м 2м х-4 

 М М3(х) 

Q3(х) 

IІІ 

16 

31 

Еп.Q , кН + 
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+ 

- 

18 
2 

60 

Рис. 3.9 
Рис. 3.8 
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   0)3(2)4()(3  MxqxFxM ,      

 кНмFqxQ 3115822)(3  ,    

1263118)3(28)4(15)3(2)4()(3  xxxMxqxFxM ,  

кНмM 2126431)4(3  ;  кНмM 60126631)6(3  . 

Будуємо епюри для поперечної сили Q(х) та згинального моменту 

M(х) по отриманих значеннях. 

Задача 3.2. Побудова епюр внутрішніх зусиль для плоскої рами. 

Для заданої плоскої рами під дією плоскої системи сил (дод. 13, 14) 

побудувати епюри поздовжньої сили N , поперечної сили Q  та зги-

нального моменту M. 

П р и к л а д. Для плоскої рами (рис. 3.10) визначити внутрішні зу-

силля та побудувати їх епюри. 

Р о з в’ я з а н н я. Рама шарнірно закріплена. Відкидаємо в’язі та при-

кладаємо невідомі реакції: AV  вздовж вісі шарнірного закріплення,  

BB HV , ‒ горизонтальна складова реакції BR  в шарнірно-нерухомій 

опорі. Отримуємо схему балки на рис. 3.11. 

 
Записуємо систему рівнянь рівноваги та знаходимо реакції в’язей: 

  0Bx HFF     кНFH B 16 ; 

025,412  AB VMFqM    

 кНMFqVA 432/)265,4161220(2/)5,412(  ; 

012235,1  qVHMFM BBA    

кНqHMFV BB 32/)1220316265,116(2/)1235,1(  . 

1,5м 

3м 

q=20кН/м 

 M=26кН 

1м 2м 

 F =16кН  F  

Рис. 3.10 Рис. 3.11 

AV  

q 

 M 

1м 2м 

BV  

BH  

0 1 

2 3 4 

5 6 
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Вводимо нумерацію характерних точок від 0 до 6. Для кожного з сте-

ржнів рами шукаємо внутрішні зусилля N , Q , M як описано вище.  

Стержень 0-1:  кНN 1610  ,  010 Q ,  010 M ; 

Стержень 1-2:  021 N ,   кНQ 1621  , 

01 M ,  кНмFM 245,1165,12  ; 

Стержень 2-3:  кНN 1632  ,   кНVQ A 4332  , 

кНмFM 245,1165,12  , 

кНмVFM A 622435,11625,13  ; 

Стержень 4-3:  034 N ,  034 Q ,  кНмMM 2634  ; 

Стержень 6-5:  056 N ,  06 Q  кНqQ 4025  , 

06 M ,  кНмqM 40220125  ; 

Стержень 5-3:  кНqVN B 43220)3(235  ,  

 кНHQ B 1635  , кНмqM 40220125  , 

кНмHqM B 883)16(12203123  . 
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Будуємо епюри (рис. 3.12). Епюра M будується на розтягнутих воло-

кнах. По побудованих епюрах робимо перевірку рівноваги вузла 3. 

Задача 3.3. Побудова епюр внутрішніх зусиль в криволінійних 

стержнях. 

Для заданого плоского криволінійного стержня під дією плоскої 

системи сил (дод. 17) побудувати епюри поздовжньої сили N , попе-

речної сили Q  та згинального моменту M. 

П р и к л а д. Для плоского криволінійного стержня (рис. 3.13) ви-

значити внутрішні зусилля та побудувати їх епюри. 

Р о з в’ я з а н н я. Вводимо полярну систему координат з нульовою 

віссю ОВ. Робимо умовний переріз та прикладаємо невідомі внутріш-

ні зусилля )(),(),(  MQN . Розбиваємо стержень на ділянки та для 

кожної з них записуємо рівнянння рівноваги: 

Рис. 3.12 
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І)  0 :  0sin)( 1   FN I ,  0cos)( 1   FQI , 

0)( 1  EAFM I  ,   sinsin ROEEA  ; 

Маємо  sin)( 1FN I  ,  cos)( 1FQI  ,   sin)( 1RFM I  . 

ІІ)   :  0cossin)( 21   FFN II ,   0sincos)( 21   FFQ II , 

0)( 21  DCFEAFM II  ,   coscos RROAOBDC  ; 

Маємо:  cossin)( 21 FFN II  ,    sincos)( 21 FFQ II  , 

)cos(cossin)( 21   RFRFM II . 

Обчислюємо значення внутрішніх зусиль з кроком 6/ , включаючи 

кут  , та заповнюємо таблицю:  

  cos  sin  )(N  )(Q  )(M  

 0    sin16  cos16  sin48  

0 1 0 0 -16 0 

30  0,866 0,5 8 -13,9 24 

45  0,707 0,707 11,3 -11,3 33,9 

     




cos10

sin16




 





sin10

cos16




 

)cos45(cos30

sin48










 

45  0,707 0,707 18,4 -4,2 33,9 

60  0,5 0,866 18,9 0,7 35,4 

90  0 1 16 10 26,8 

120  -0,5 0,866 8,9 16,7 5,4 

150  -0,866 0,5 -0,7 18,9 -23,2 

180  -1 0 -10 16 -51,2 

Рис. 3.14 
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По знайдених значеннях будуємо епюри: 

 

Задача 3.4. Побудова епюр внутрішніх зусиль в горизонтальній 

рамі під дією вертикального навантаження. 

Для заданої плоскої рами під дією вертикального навантаження 

(дод. 15, 16) побудувати епюри поперечної сили Q , згинального мо-

менту M та крутильного моменту Мкр. 

П р и к л а д. Для плоскої шарнірно закріпленої рами під дією вер-

тикального навантаження (рис. 3.16) визначити внутрішні зусилля та 

побудувати їх епюри. 

Р о з в’ я з а н н я. Оскільки навантаження прикладене перпендикуля-

рно до площини рами, то горизонтальні реакції в шарнірних закріп-

леннях нульові. Для знаходження вертикальних реакцій 

C
RRR BA ,, записуємо рівняння рівноваги в вигляді суми моментів всіх 

сил відносно осей, що співпадають з стержнями системи. Для цього 

вводимо нумерацію точок рами (рис. 3.17). 

 

Рис. 3.15 
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Знаходження реакцій в’язей: 

  041M : 035,131  BRqF    кНRB 67,15
3

5,136120



 ; 

  010M : 05333  CB RRq    кНRC 4,1
5

367,15336



 ; 

  032M : 0233  CA RRF    кНRA 07,19
3

24,1320



 . 

Перевіряємо рівновагу системи: 

  0zF : 036204,167,1507,193  qFRRR CBA . 

Для кожного з стержнів системи знаходимо внутрішні зусилля: 

Стержень 0-1: кНFQ 2010  , 00 M , кНмFM 2011  , 0
10


крМ . 

Стержень 1-2: кНFQ 93,007,1920R A21  ,  

01 M , кНмRFM A 8,23)(2  , кНмFМкр 201
21




. 

Стержень 3-2: кНRQ B 67,153  , кНRqQ B 33,267,153633  , 

мaext 6,26/67,15  , 

03 M , кНмqRM B 205,136367,155,1332  ,  

кНмMext 46,202/6,266,267,15 2  ,  0
23


крМ . 
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Рис. 3.19 

2,8 

2 

2,8 20 

20 

1,4 
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2,33 

 

 

 Стержень 4-2: кНRQ C 4,124  , 

04 M ,  кНмRM C 8,224,122  ,  

 0
24


крМ . 

Отримані значення наносимо на епюри (рис. 

3.18). По епюрах перевіряємо рівновагу вузла 2 

(рис. 3.19). 

 

4. Пряме плоске згинання балки 

Теоретичні відомості.  Побудова епюр поперечної сили Q  та 

згинального моменту M для статично визначеної балки проводиться 

за методикою, описаною в п.3.  

При плоскому згинанні в точ-

ках поперечних перерізів балок ви-

никають нормальні напруження 

),( zxxx  та дотичні напруження 

),( zxxz  (Рис. 4.1). 

Нормальні напруження   за 

законом Гука 

           E         (4.1) 

виражаються через поздовжню де-

формацію 

dx

du
 .     (4.2) 

Для знаходження нормальних напружень через внутрішні зусил-

Рис. 3.18 
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Рис. 4.1 
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ля користуємося формулою 

I

Mz
 .     (4.3) 

Тут  dAzI 2 − осьовий момент інерції перерізу відносно вісі y (п.1). 

Для визначення дотичних напружень 

в точках перерізу користуємося форму-

лою Журавського  

)(

)(

zIb

zQS y
 , (4.4) 

де )(zS y −статичний момент “відрізаної” 

частини перерізу, )(zb − ширина перерізу 

на відстані z від вісі y (Рис. 4.2).  

 В загальному випадку перевірка 

міцності балки в різних точках перерізу 

проводиться по різному: 

− В крайніх точках перерізу (  maxzz , рис. 4.2) нормальні на-

пруження набувають максимальних значень  max , дотичні напру-

ження 0 . Для оцінки міцності користуємося умовою міцності по 

нормальних напруженнях 

adm max .     (4.5) 

Максимальні напруження визначаються за формулою 

     
yW

M max
max  ,     (4.6) 

де maxM − максимальний згинальний момент (береться по модулю з 

епюри), max/ zIW yy  − момент опору перерізу (для прокатних балок 

дано в таблицях сортаменту, для інших перерізів рахуємо за форму-

лами п.1). 

− На нейтральній лінії 0z  нормальні напруження 0 , доти-

чні напруження набувають максимальних значень max  . Оцінка 

міцності проводиться по дотичних напруженнях  

      adm max       (4.7) 

Допустиме дотичне напруження пов’язане з допустимим норма-

Рис. 4.2 


maxz  

y 

z 

z b(z) 

)(zSy  

0 


maxz  
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льним напруженням приблизною рівністю 3/admadm   . Максима-

льні дотичні напруження 

)0(

maxmax
max

Ib

SQ
 .     (4.8) 

 − В інших точках перерізу 0 , 0  перевірка міцності про-

водиться по приведених напруженнях 

     admred   .     (4.9) 

 Приведене напруження по різних теоріях міцності має різне зна-

чення. Для третьої теорії міцності 

22 4  III

еквred ,  (4.10) 

для четвертої (енергетичної) теорії  

22 3  IV

еквred .  (4.11) 

 При практичних розрахунках підбір перерізу проводиться за 

умовою міцності по нормальних напруженнях (4.5), (4.6), а умови 

(4.7), (4.9) перевіряються. 

Розглянемо деформований стан бал-

ки. Нехай відрізок OA  поперечного пере-

різу при деформуванні прийняв положен-

ня 11AO  (рис. 4.3). На рисунку wOO 1 − 

прогин балки, 
dx

dw
AOA 211  − кут по-

вороту перерізу балки. 

Згинальний момент М та прогин w пов’язані диференціальним 

співвідношенням  

     
2

2

dz

wd
EIM  ,         (4.12) 

яке називається рівнянням зігнутої осі балки. 

 Для знаходження переміщень через відомі внутрішні зусилля 

будемо застосовувати метод початкових параметрів (МПП).  

Прогин балки )(xw  та кути повороту поперечних перерізів 

dx

dw
x )(  при постійній жорсткості балки EI  визначаються за форму-

лами  

Рис. 4.3 

O 

A 
x 

1O  

1A  2A  
z 
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        (4.14) 

Рівняння методу початкових параметрів (4.13), (4.14) виплива-

ють з рівнянь (3.1) та (4.12)  шляхом послідовного інтегрування з вра-

хуванням початкових умов. Додатні напрями qPM ,,  показані на 

рис. 4.4. Початок відліку координат x  знаходиться на лівому кінці ба-

лки.  

 

Правило знаків для рівнянь (4.13), (4.14) можна також сформу-

лювати в наступному вигляді: якщо силовий фактор утворює додатній 

момент (стискує верхні волокна), то цей фактор входить в рівняння 

МПП з знаком “−”, і навпаки. 

q  0M  

0Q  

px  

x 

Р 

)(xQ  

)(xM  
 M 

z 

mx  

qпx  

qкx  

Рис. 4.4 
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Величини 0000 ,,, MQw  , які є значеннями відповідних функцій 

при  0x , називаються початковими параметрами. Значення 0Q  та 

0M  беруться з епюр )(xQ  та )(xM , значення 0w  та 0 визначаються з 

умов закріплення балки. Можливі випадки показані на рис. 4.5. Неві-

домі початкові параметри для закріплень б), в), г) визначаються з від-

повідних граничних умов за допомогою рівнянь (4.13), (4.14), записа-

них в точках закріплення.  

При застосуванні рівнянь (4.13), (4.14) враховуються лише ті си-

лові фактори, що лежать зліва від точки x  (якщо x  менше за коорди-

нату прикладання силового фактору, то цей доданок не враховується). 

Задача 4.1. Розрахунок статично визначеної балки.   

Для заданої в дод.18 балки побудувати епюри внутрішніх зусиль, 

підібрати круглий, прямокутний ( bh 2 ) і двотавровий поперечні перерізи. 

Провести повну перевірку міцності для підібраної двотаврової балки. Ме-

тодом початкових параметрів визначити прогини і кути повороту перерізів 

і побудувати їх епюри по довжині балки. Перевірити жорсткість балки. 

П р и к л а д. Для заданої на рис.4.6 балки побудувати епюри внутрішніх 

зусиль, підібрати круглий, прямокутний ( bh 2 ) і двотавровий поперечні 

перерізи. Провести повну перевірку міцності для підібраної двотаврової 

балки. Методом початкових параметрів визначити прогини і кути повороту 

перерізів і побудувати їх епюри по довжині балки. Дано: МПаσ adm 160 , 

МПаτ adm 100 , МПаE 5102  . 

Р о з в ’ я з о к. 

1. Визначаємо опорні реакції: 

  0AM ;   0742412  BVMFqq , 

кНVB 3,17
7

25415246126



 ; 

a) б) в) 

l  

0

0

0

0







w
 

Рис. 4.5 
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  0BM ;    07663  AVqFM , 

кН.VA 7,33
7

66631525



  

Перевірка: 07,333,1715666  BАz VVFqF . 

Малюємо під балкою її схему. Будуємо епюри Q  та M . Для цього розби-

ваємо балку на три ділянки, визначаємо  xQ  та  xM  в характерних точ-

ках і будуємо епюри зліва направо. 

  кНQ 00  ;          

  кНqQл 122622  ;     кНVQQ A
лпр 7,217,331222  ;      

  кНVqQ A
л 3,27,336666  ;     кНFQQ лпр 3,17153,266  ;      

  кНQ 3,178  .                 

  00 M ;     кНмqМ 35,065,011    ; 

  кНмqМ 1226122  ;           

  кНмVqМ A 8,2647,331864366  ; 

  кНмFVqМ A 251,2531577,3336637668  . 

В перерізі, де 0Q , згинальний момент приймає екстремальне зна-

чення extM . Для визначення координати точки екстремуму розглянемо 

прямокутний трикутник з катетами   кНQпр 7,212   та exta . Тангенс кута 

нахилу гіпотенузи дорівнює розподіленому навантаженню q . Маємо 

 
q

a

Q
tg

ext

пр


2

 , 
 

м
q

Q
a

пр

ext 6,3
6

7,212
 , мxext 6,56,32  . 

Отже,  кНмMMext 2,273,1211,946,37,33
2

6,5
6)6,5(

2

 . 

Максимальні значення перерізуючої сили і згинального моменту 

знаходимо з епюр: 

кНQ 7,21max   при мx 2 , кНмM 2,27max   при мxext 6,5 .  

Підбираємо переріз з умови міцності по нормальних напруженнях: 

adm max ,     
W

M max
max  .   Знаходимо необхідний момент опору: 

336

6

3
max 17010170

10160

10227
смм

,

σ

M
W

adm
нб 




 

. 
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А В х 
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+ 

‒ 
‒ 

мaext 6,3

2,3 

3 

12 

27,2 
26,8 

25 

‒ ‒ 

+ 

Еп. М, кНм 

34,7 42,7 

31,3 

18,9 21,5 

‒ 

+ 
Еп. 2,кНмEI   

73,4 

84,4 99,3 

+ 

‒ Еп. 3,кНмEIw   

Рис. 4.6  
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а) підбір круглого перерізу 

нбy W
d

W 
32

3
; 

см
W

d нб 12
14,3

1703232
33 





; 

2
22

113
4

1214,3

4
см

d
Aкр 





. 

б) підбір прямокутного перерізу bh 2  

нбy W
bbh

W 
3

2

6

32

; 

см
W

b нб 3,6
2

1703

2

3
33 


 ; 

222 4,793,622 смbbhAпр  . 

в) Підбір двотаврового перерізу. З таблиць 

сортаменту беремо двотавр № 20, для якого  

3184смWy  ,  41840смI y  ,     28,26 смA  ,    

смh 20 ,    смb 10 ,  см,d 520 ,      

смt 84,0 , 3
max 104смSS y   . 

Порівняємо площі підібраних перерізів: 

1:3:2,48,26:4,79:113:: двпркр ААA . 

Отже, двотавр є найбільш раціональним з запропонованих перерізів.  

2. Виконуємо перевірку міцності підібраної двотаврової балки: 

а) максимальне нормальне напруження визначаємо в перерізі мx 6,5 , 

оскільки в цій точці балки кНмMM 2,27),65( max  : 

МПаМПаПа
W

M
adm

y

16014810148
10184

102,27 6

6

3
max

max 






 . 

Умова міцності виконується. Недонапруження складає 

%% 5,7100
160

148160
Δ 


 , що допустимо. 

б) максимальне дотичне напруження визначаємо в перерізі мx 2 , оскіль-

z 

h 

b 

y 

y 

z 

h 

b 

y 

z 

d 
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ки в цій точці балки кНмQQ 7,21)2( max  : 

.1006,23106,23

10
1840520

1047,21

10184010520

10104107,21

6

8263

82

63
maxmax

max

МПаτПа

,,Id

SQ
τ

adm

y















 





МПа

 

Умова міцності виконується. Недонапруження складає 

%,%
,

476100
100

623100
Δ 


 . 

в) Перевірка міцності в точках, де 0  і 0 , виконується з використан-

ням умови міцності для приведеного напруження admred  . 

В перерізі мx 6  момент кНмM 8,26 , перерізуюча сила кНQ 3,17 . В 

точці 2 (для стійки) 

 
МПа

I

thM

y

4,133
101840

10)84,010(108,262/
8

23














 , 

МПа
Id

SQ

y

п 5,14
1018401052,0

105,80103,17
82

63
















 , 

оскільки статичний момент полиці двотавру відносно нейтральної осі 

35,80
2

84,020
84,010

2
см

th
btSп 





 . 

Для пластичних матеріалів по четвертій теорії міцності 

МПаМПаred 1601365,1434,1333 2222   . 

3. Будуємо епюри   та   (рис.3). 

Епюра нормальних напружень 
I

Mz
  (пряма лінія) будується по висоті 

перерізу мx 6,5 , в якому виникають максимальні згинальні моменти. На 

проекціях точок 2/hz   на вісь епюри відкладаємо значення 

МПаσ 148max   («плюс» на розтягнутих волокнах).  

Для побудови епюри дотичних напружень 
Ib(z)

QS(z)
τ   (для стійки двотавра 

має форму параболи) в перерізі мx 2 , в якому виникають максимальні 

поперечні сили,  знаходимо значення   в характерних точках перерізу за 

формулою Журавського 

В точці 1         00 11 S . 

В точці 2 (для стійки)     
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MПП
,,Id

SQ
τ

y

n 2,1810
1840520

5,807,21

10184010520

105,80107,21 8263

82

63
max

2 











 





  . 

В точці 3         МПа,ττ 623max3  . 

Знаки на епюрах   і   визначаються по епюрах )(xM  та )(xQ  і формулах 

для напружень. 

 

4. Обчислюємо переміщення балки методом початкових параметрів. 

Запишемо формули МПП для прогину і кута повороту перерізу балки: 

;
xx

q
x

F
x

VxEIEIwxEIw A
24

)6(

6

)6(

6

)2(
)(

4433

00








   

.
xx

q
x

F
x

VEIxEI A
6

)6(

2

)6(

2
)(

3322

0





   

 При обчисленні )(xw , )(x  в точці kx  в цих формулах враховує-

мо тільки силові фактори, що лежать лівіше від kx . Момент M  та реакція 

BV  не входять в рівняння МПП, оскільки вони прикладені в крайній правій 

точці балки.  

Для визначення початкових параметрів 0w , 0  записуємо рівняння 

прогинів в точках закріплення балки (при  мx 2  прогин 0)2( w , при  

мx 9  прогин 0)9( w ). 

Отримуємо систему рівнянь з двома невідомими 


























;EIEIwEIw

;EIEIwEIw

0
24

)69(9
6

6

)69(
15

6

)29(
7,339)9(

0
24

2
62)2(

4433

00

4

00





 

23,6 

Еп. МПа Еп. , МПа 
 

z 

y 

2 

1 

3 

148 18 

18 148 

мx 6,5  мx 2  



 44 









.0239916205,675,19269

042

0000

00





EIEIwEIEIw

;EIEIw
 

Віднімаючи перше рівняння від другого, знаходимо 

042397 0 EI ;     

2
0 7,347/243 кНмEI  ;  

3
00 4,7347,34242 кНмEIEIw   . 

Таким чином, прогин і кут повороту вираховуємо за формулами 

;
24

)6(
6

6

)6(
15

6

)2(
7,337,344,73)(

4433 








xxxx
xxEIw  

.
6

)6(
6

2

)6(
15

2

)2(
7,337,34)(

3322 








xxxx
xEI  

Вибираємо на осі балки декілька точок і обчислюємо )(x , )(xw   в 

кожній точці.  

27,34)0( кНмEI  ; 

23 7,4227,34)2( кНмEI  ; 

23 3,31427,337,34)4( кНмEI  ; 

23
2

9,186
2

4
7,337,34)6( кНмEI  ; 

2
3322

5,217025,677,8257,34
6

39
6

2

3
15

2

7
7,337,34)9( кНмEI 


 . 

;4,73)0( 3кНмEIw   

;0
24

2
627,344,73)2(

4

EIw  

;4,8464458,1384,73
24

4
6

6

2
7,3347,344,73)4( 3

43

кНмEIw 

;3,993245,3592,2084,73
24

6
6

6

4
7,3367,344,73)6( 3

43

кНмEIw 

.01,016205,675,1926

3,3124,73
24

39
6

6

3
15

6

7
7,3397,344,73)9(

4433






EIw
 

По отриманих результатах будуємо епюри )(xEJw , )(xEJ . Бачимо, що 

максимальний прогин виникає в точці мx 5,3 , де 0)( xEJ : 
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;6,1042,1567,1515,1734,73
24

5
6

6

3
7,3357,344,73)5( 3

43

кНмEIw 

 Обчислюємо максимальні значення кута повороту та прогину, поді-

ливши знайдені значення на жорсткість балки (модуль Юнга 

МПаЕ 5102  ) : 

;мНEI 23865 10368010184010102    




67,0
14,3

180
0116,00116,0

103680

107,42
)2(

3

3

max 



 рад ;      

cмм
,

ww 84,2104,28
103680

106104
)5( 3

3

3

max 



  . 

Для консольного кінця 

cммww 2109,19
103680

104,73
)0( 3

3

3

max 



   

Умова жорсткості в прольоті 

33
2

max 104
250

1
1006,4

7

1084,2 






пl

u
. 

Для консольного кінця 

33
2

max 104
250

1
105

22

102

2










kl

w
. 

Оскільки умови жорсткості не виконуються, збільшуємо переріз балки. Бе-

ремо двотавр № 22, для якого 42550смI y   

;мНEI 23865 10510010255010102    

Для консольного кінця 

cммww 43,1103,14
105100

104,73
)0( 3

3

3

max 



   

33
2

max 104
250

1
106,3

22

1043,1

2










kl

w
. 

Таким чином , потрібно вибрати двотавр № 22. 
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Додаток 1 

МІНІСТЕРСТВО  ОСВІТИ  І  НАУКИ  УКРАЇНИ 

Київський національний університет будівництва і архітектури 

Кафедра опору матеріалів  

20__ - 20__ навчальний рік 

РОЗРАХУНКОВО-ГРАФІЧНА РОБОТА № 

(назва роботи).                                                                                  

 

 

Шифр_________ 

Факультет  ____________________ 

Курс   ________________________ 

Група  ________________________ 

Студент    (П.І.Б.)                             . 

Керівник   (П.І.Б.)                             . 

Дата здачі завдання _____________ 

Оцінка ________________________ 
 

 

Цифра 

шифру 

Числові значення по цифрах шифру для додатків 2,3 

третя перша  друга 

№ схе-

ми 

№ дво-

тавра* 

№ швеле-

ра* 

розміри лис-

та, мм 

розміри ку-

тика*, мм 

0 0 16 20а 220х10 160х16 

1 1 18 20 220х12 160х10 

2 2 18а 18а 240х14 150х12 

3 3 20 18 240х16 150х10 

4 4 20а 16а 280х16 140х10 

5 5 22 16 280х20 125х14 

6 6 22а 24а 300х16 125х10 

7 7 24 24 300х20 120х10 

8 8 24а 22а 340х18 120х8 

9 9 27 22 340х22 110х8 

*Сортамент прокатної сталі береться по ГОСТ 8509−72 
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Додаток 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Додаток 3 
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Додаток 4 

 

* розміри a, b задаються в сантиметрах  згідно до свого шифру: а дорівнює 

сумі двох перших цифр шифру, b дорівнює сумі другої і третьої цифр ши-

фру, номер схеми береться по третій цифрі шифру. 
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Додаток 5 

0                                  1                             2                             3 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

4                                  5                             6                             7 
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Номер схеми береться по третій цифрі шифру 

 

Цифра 

шифру 

Числові значення по цифрах шифру  

перша друга 

а, м b, м A1, м
2 

A2, м
2
 F1, кH F2, кH 

0 0,5 1,0 0,3 0,4 120 230 

1 1,0 0,5 0,2 0,3 240 150 

2 1,0 2,0 0,3 0,4 180 310 

3 2,0 1,5 0,3 0,5 350 170 

4 1,5 1,0 0,2 0,5 190 260 

5 1,0 2,0 0,4 0,5 270 180 

6 2,0 1,5 0,2 0,4 210 130 

7 1,0 0,5 0,4 0,6 290 110 

8 0,5 1,0 0,3 0,4 140 210 

9 1,0 1,5 0,3 0,5 220 150 

a 

b 

b 1F

2F

1A

a 

b 

a 

1F

2F

a 
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1F
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a 1F
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2F
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2F
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2F
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2F
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1F 1F
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1F
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1F

2F
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1F

2F
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2A

2A

2A

2A

1A

1A

1A

1A

1A

1A 1A

1A

1A2A
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2A
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2A

2A

1A
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Додаток 6 

b 

F 

α 

с 

b 

0 
F 

α 

с 

1 

4 

F 

α 
с 

2 

b 

F 

α 

с 

b 3 

F 

α 

с 

b 

6 
b 

7 

F 

α 

с 

5 
F 

α 

b 

с 

9 

F 

α 

b 

с 

b 
F 

α 

с 

8 

F 

α 

b 

с 



 52 

 

Загальні дані для додатку 6 
 

Цифра ши-

фру 

Числові значення по цифрах шифру 

перша друга третя 

с, м F, кН b, м 
,  № схеми 

0 3 10 4 30 0 

1 2 12 5 45 1 

2 4 14 2 60 2 

3 5 15 3 30 3 

4 3 16 4 45 4 

5 2 18 5 60 5 

6 4 20 2 30 6 

7 5 11 3 45 7 

8 3 13 4 60 8 

9 4 17 5 30 9 

 

Загальні дані для додатків 7-17 

Ц
и
ф

р
а

 ш
и
-

ф
р

у 

Числові значення по цифрах шифру 

перша друга третя 

a, м d, м 1F , 

кH 
1M , 

кHм 

1q , 

кH/

м 

b, 

м 

c, 

м 
2F , 

кH 
2M , 

кHм 

2q , 

кH/м 

 

№ 

схеми, 

кут α 

0 4 2 10 15 3 3 2 5 22 4 0, 30  

1 2 3 12 16 4 4 3 6 21 5 1, 45  

2 4 1 14 17 5 1 4 7 20 6 2, 60  

3 3 1 16 18 6 2 1 8 19 7 3, 45  

4 1 4 18 19 7 3 2 9 18 8 4, 30  

5 3 3 20 20 8 4 3 10 17 4 5, 45  

6 4 1 22 21 9 1 4 11 16 4 6, 60  

7 2 4 24 22 10 2 1 12 15 5 7, 30  

8 2 3 15 23 11 3 2 13 14 6 8, 60  

9 1 4 17 24 12 4 3 14 13 7 9, 30  
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Додаток 7 
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Додаток 8 
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Додаток 9 
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Додаток 10 
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Додаток 11 
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Додаток 12 
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Додаток 13 
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Додаток 14 
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Додаток 15 
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Додаток 16 
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Додаток 17 
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Додаток 18 
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Навчально-методичне видання 

 

 

 

ОПІР МАТЕРІАЛІВ 

 

ОПІР МАТЕРІАЛІВ 

Геометричні характеристики плоских перерізів 

Розтягування (стискування) стержнів 

Побудова епюр внутрішніх зусиль в стержневих системах 

Пряме плоске згинання балок 

 
 

Методичні рекомендації, завдання та приклади 

до виконання розрахунково-графічних робіт для студентів напрямку 

підготовки 6.060101 «Будівництво» 

 
 

Укладач:   Григор’єва Людмила Олександрівна 
 

 

 

 

 

Комп’ютерне верстання Григор’євої Л. О. 
 

 

 

Підписано до друку                   Формат 6084 1/16 
Папір офсетний. Гарнітура Таймс. Друк на різографі. 

Ум.-друк.арк. 2,32. Обл.-вид.арк. 2,5.  

Тираж     прим. Вид. № 139/ІІІ-09. Зам. №  
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Віддруковано в редакційно-видавничому відділі 

Київського національного університету будівництва і архітектури 

 

Свідоцтво про внесення до Державного реєстру суб’єктів 
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