
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 

Київський національний університет будівництва і архітектури 

 

 

 

 

 

 

О.І. Баліна, І.С. Безклубенко, Н.Д. Федоренко,   

С.В. Білощицька, Ю.П.Буценко, О.О. Диховичний  
 

 

 

 

ТЕОРІЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ,  

ІМОВІРНІСНІ ПРОЦЕСИ   

ТА МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА 

Конспект лекцій 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Київ - 2014 



 2 

УДК 517(05) 

ББК  22.17 

С34 

 

 

Рецензент: В.М. Міхайленко, доктор техн. наук, професор 

 

Затверджено на засіданні вченої  ради факультету автоматизації і інформаційних 

технологій протокол №6 від 29 січня  2014  року. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 Баліна О.І 

С 34    Теорія ймовірності, імовірнісні процеси та математична 

статистика: конспект лекцій / уклад.: Баліна О.І., Безклубенко І.С., 

Федоренко Н.Д., Білощицька С.В., Буценко Ю.П., Диховичний О.О. – К.: 

КНУБА, 2014 –  100 c.  
 

 

 

 У конспекті лекцій викладено основи теорії ймовірносей та математичної 

статистики відповідно до програми другого курсу. 

 Навчальний посібник містить необхідний теоретичний матеріал, приклади 

розв’язання типових задач. 

 Призначений для студентів комп’ютерних спеціальностей та викладачів вищих 

начальних закладів. 

  



 3 

ЗМІСТ 

 

ВСТУП…………………………………………………………………….4 

Лекція 1. Випадкові події та їх імовірності……………………………..5 

Лекція 2. Класичний підхід до поняття імовірності, комбінаторні 

операції..…………………………………………………………………11 

Лекція 3. Геометричні імовірності. Умовна імовірність та формула 

множення імовірностей…………………………………………………25 

Лекція 4. Формули повної імовірності та Байєса. Схема незалежних 

випробувань...……………………………………………………………30 

Лекція 5. Граничні теореми у схемі Бернуллі. Випадкові величини та 

функції розподілу………………………………………………………..36 

Лекція 6. Дискретні та абсолютно неперервні випадкові величини. 

Основні спеціальні розподіли…………………………………………..45 

Лекція 7. Випадкові вектори, їх розподіли та зв’язки між випадковими 

величинами...…………………………………………………………….52 

Лекція 8. Математичне сподівання випадкової величини……………59 

Лекція 9. Дисперсія та моменти вищих порядків випадкової величини. 

Нерівність Чебишова та закони великих чисел……………………….64 

Лекція 10. Числові характеристики систем випадкових величин. 

Коваріація та коефіцієнт кореляції…………………………………….71 

Лекція 11. Нормальний розподіл: одно- та двовимірний випадки….77 

Лекція 12. Ймовірносні методи у задачах оптимізації……………….86 

Лекція 13. Основи математичної статистики, точкові та інтервальні 

оцінки параметрів……………………………………………………….91 

Лекція 14. Статистичні гіпотези та їх перевірка ………………..........99

    

 

 

 

 

 

 

 

 



 4 

 

ВСТУП 
 Конспект лекцій «Теорія ймовірностей та математична 

статистика» має за мету допомогти студентам самостійно оволодівати 

курсом теорії ймовірностей та математичної статистики. Він складає з 

лекційного курсу, списку рекомендованої літератури, коротких 

відомостей із теорії, зразків розв’язку типових задач. 

 Програма вивчення нормативної дисципліни складена 

відповідно до освітньо-професійної програми підготовки бакалавра за 

напрямами «Інформаційні технології проектування», «Інформаційні 

управляючі системи та технології», «Підйомно-транспортні, 

будівельні, дорожні, меліоративні машини і обладнання», 

«Професійне навчання», «Комп’ютерні технології в управлінні та 

навчанні» і охоплює всі змістовні модулі за мінімальною кількістю 

академічних годин/кредитів, передбачених стандаром. 

 Теорія ймовірностей – це математична наука, яка вивчає 

кількісні закономірності випадкових масових явищ. Основними 

поняттями теорії ймовірностей є подія та ймовірність. 

 Предметом вивчення дисципліни є створення фундаменту для 

вивчення таких загальнотехніних дисциплін, як чисельні методи, 

загальна фізика, а також спеціальних дисциплін, необхідних для 

розуміння проблем математичного моделювання та інших. 

 Основною метою викладання  дисципліни є набуття знань з 

основ теорії ймовірностей та математичної статистики, формування у 

майбутніх фахівців знань і навичок застосуванн основних законів, 

принципів та методів теорії ймовірностей в інженерній практиці, при 

вирішенні технічних задач. 

 Основними завданнями, що мають бути вирішені в процесі  

викладання дисципліни, є теоретична та практична підготовка 

студентів з питань: 

 випадкової події та простору елементарних подій; 

 імовірності випадкової події; 

 випадкових величин та способів завдання їх розподілів; 
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 збіжності випадкових величин, статистичного 

експерименту. 

Лекції 1. Випадкові події та їх імовірності  
 

 В цій лекції запроваджено базові поняття теорії ймовірностей. 

Дана їх ілюстрація на прикладах, наводяться найважливіші 

властивості ймовірності, формулюються аксіоми ймовірності. 
 

Простiр елементарних подій 
 

 Назвемо сукупнiсть випадкових явищ, якi можливi для 

спостереження за певних умов, стохастичним експериментом . Його 

наслiдки є випадковими, тобто не можуть бути передбаченими 

заздалегiдь. Кожному стохастичному експерименту поставимо у 

вiдповiднiсть множину, елементи якої є реалiзацiями стохастичного 

експерименту. Цю множину назвемо простором елементарних подiй i 

будемо завжди позначати  . Це поняття є первинним. Елементи 

простору елементарних подiй називають елементарними подiями. 

Далi елементи простору елементарних подiй будемо позначати   або 

i . В кожному стохастичному експерименті простiр елементарних 

подiй вводиться певним чином. Дамо роз'яснення запроваджених 

понять на прикладах.  

 

Приклади  

1. Стохастичний експеримент полягає в пiдкиданнi монети. Простiр 

елементарних подiй складається з двох елементiв: "герб" та "решка", 

якi можна позначити лiтерами "Г" та "Р". Отже  Р,Г . 

2. Нехай монета пiдкидається двiчi, тодi   РГ,ГР,РР,ГГ  i 

складається з чотирьох елементiв. Зауважимо, що в цих двох 

прикладах кiлькiсть елементiв в   є скiнченною. Наведемо iнший 

приклад.  

3. Нехай монета пiдкидається до першої появи "герба". В цьому 

випадку елементами   є послiдовностi лiтер "Р", в кiнцi яких стоїть 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor0
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor1
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_50nigbqo5sk2uo1f50nmgbsg5s02v01fd0ng201ff0nn0bp05mc2vu_
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лiтера "Г". Очевидно, що в цьому випадку   є нескiнченною, але 

злiченною множиною:   








 ,...ГР...Р,...,РРРГ,РРГ,РГ,Г
п

 

4. Точка кидається на площину з введеними прямокутними 

координатами ХОY . Кожнiй елементарнiй подiї ставляться у 

вiдповiднiсть координати точки площини, тобто   

       y,x,y,x . 

 Якщо на площинi розмiщено мiшень, наприклад, квадрат зi 

стороною одиниця, i точка завжди влучає в мiшень, то   

       1y0,1x0,y,x  .  

 В цьому випадку кiлькiсть елементарних подiй є нескiнченною 

множиною, яка за кiлькiстю елементiв вiдповiдає множинi дiйсних 

чисел.  
 

Випадковi подiї та операцiї над ними 
 

 Означення. Випадковою подiєю називається будь-яка 

пiдмножина простору елементарних подiй.  

 Випадковi подiї будемо позначати лiтерами А, В, С. Сама 

множина   називається вiрогiдною подiєю, порожня множина   - 

неможливою подiєю, яка, як вiдомо, вважається пiдмножиною будь-

якої множини. Подiї можуть знаходитись у певних вiдношеннях та 

над ними можна виконувати певнi операцiї. Розглянемо їх.  

1. Подiя В є наслiдком подiї А, якщо множина А є пiдмножиною В, 

тобто ВА .  

2. Подiя, яка полягає в тому, що вiдбудеться принаймнi одна з подiй А 

або В, позначається ВА  i є об'єднанням (сумою) двох множин.  

3. Подiя, яка полягає в тому, що вiдбудуться одночасно двi подiї А i В, 

позначається ВА  i є перетином (добутком) двох множин. 

4. Протилежна до подiї А подiя А  - це подiя, яка полягає в тому, що А 

не відбудеться А\А  . 

5. Подiї А i В називають несумiсними, якщо ВА  . Несумiснi подiї 

не можуть вiдбуватись одночасно.  

Операцiї над подiями мають такi властивостi: 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_u0nh0bq05ts2u01f40nl0brg5s82u0805ts2us1f40mpgbvp004kg_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_n0nh0bco5u02us1f30mpgbp05tk2u0805ts2us1f40mpgbvp05k_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_s0nmgbp85tg2us1f60nlgbq05s82u081d402vc1f5402uu1fe0ni0_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor6
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1. ВА  = АВ ; ВА = АВ   (комутативний закон для об'єднання 

та перетину множин). 

2.     СВААСВА;СВАСВА   (асоцiативний закон 

для об'єднання та перетину множин).  

3.   )CB(BAC)BA();CB()BA(C)BA(   

(дистрибутивний закон для об'єднання та перетину множин).  

4. BABA;BABA  (закони де Моргана). 

5.  AA;AA  . 

 

Приклад  

1. Нехай гральний кубик пiдкидається один раз. Нехай А - випадкова 

подiя "випала парна кiлькiсть очок"; В - "кiлькiсть очок не перевищує 

4-ох", Знайдемо B\A;BA;BA  . Очевидно, 

   ;4,3,2,1A;6,5,4,3,2,1   

 6,4,2B  ;      3,1B\A;6,4,3,2,1BA;4,2BA  . 

 

Iмовiрнiсть 
 

 Введемо поняття ймовiрностi випадкової подiї. Це можна 

зробити рiзними способами, але при цьому запровадженi поняття 

будуть надiленi спiльними властивостями, якi ми вкажемо далi.  
 

Частота як імовірність 
 

 Розглянемо подiю А, яка спостерiгається в результатi 

проведення деякого стохастичного експерименту. Нехай експеримент 

повторюється n  разiв i нехай )A(kn  - число експериментiв, в яких 

вiдбулась подiя А. Вiдношення  
n

)A(k
)A( n

n   назвемо вiдносною або 

емпiричною частотою подiї А в серiї експериментiв.  

 Частота )A(n  має такi властивостi:  

1. 1)A(v0 n  ; 

2.   1vn  ; 

3. Якщо A та B – дві несумiснi випадковi подiї, тобто  BA , то 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_u0nh0bq05ts2u01f40nl0brg5s82u0805ts2us1f40mpgbvp004kg_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_g0nigbr05ts2r61fg0nk0bto5tk2u0805us2u01fh0np0brg5u82u0_
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  )B()A(BA nnn   . 

 Перша властивiсть випливає з того, що n)A(n  . Друга - з того, 

що вiрогiдна подiя вiдбувається при кожному експериментi 

  nn  . З формули включень та виключень (1.8.1) випливає, що  

    )B(kAkBAk nnn  . 

 Зрозумiло, що введена таким чином частота залежить вiд 

кiлькостi експериментiв n та випадку i не є сталою величиною. Проте, 

при певних умовах та достатньо великiй кiлькостi експериментiв, 

частота близька до сталої величини, причому чим більше n, тим 

менше частота вiдхиляється вiд сталого значення.  

 Нехай багато разiв пiдкидають симетричну монету. Тодi, як 

свiдчать численнi експерименти, частота мало вiдрiзняється від 
2

1
. 

Наведемо результати трьох експериментiв по пiдкиданню монети:  

Випробувач 
К-сть 

пiдкидань 
К-сть гербiв Частота 

Ж. Бюффон 4040 2048 0,5080 

К. Пiрсон 12000 6019 0,5016 

К. Пiрсон 24000 12012 0,5005 

 

 Означення. Якщо при великих n частота )А(п  подiї A мало 

вiдрiзняється вiд деякого фiксованого значення р, то кажуть, що подiя 

А стохастично стiйка, а число р називають стохастичною ймовiрнiстю 

подiї А.  

 Наведене емпiричне означення ймовiрностi не є строго 

математичним, а лише пояснює суть цього поняття. Далi ми дамо 

точне означення ймовiрностi.  
 

Аксiоми ймовiрностi 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_j0nq0brg5u02uo1fj0nlgbo100nh0bqg5tc2vs1fn0nigbr85vgg0_
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 Означення. Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй випадковiй подiї 

А число )A(P , яке називається ймовiрнiстю подiї i має задовольняти 

наступним вимогам:  

1. ;0)A(P   

2. ;1)(P   

3. Якщо А та В - несумiснi подiї  

 фBA  , то      BPAPBAP  . 

 Наведенi твердження називають аксiомами ймовiрностi.  
  

 Зауваження. Замiсть аксiоми 3 часто вводять наступну аксiому.  

 Якщо 1i,Ai  - послiдовнiсть несумiсних подiй (  ji AA , 

ji  ), то  

   







i

1i
ii

i
1i APAUP . 

 В рамках цього курсу розбiжнiсть мiж аксiомами 3 та 3* не має 

iстотного значення, тому ми будемо застосовувати аксiому 3.  

 Таким чином, формалiзацiя стохастичного експерименту 

полягає у виборi простору елементарних подiй  , визначеннi 

випадкових подiй та їх ймовiрностей так, щоб для них виконувались 

аксiоми ймовiрностi. Зауважимо лише, що ймовiрнiсть, як i простiр 

елементарних подiй, може визначатись рiзним чином в залежностi вiд 

конкретного стохастичного експерименту.  
 

Властивості ймовірності 
 

 Розглянемо властивості запровадженої ймовірності, які 

випливають з аксіом імовірності. 

1. )A(P1)A(P   

 Дісно, оскільки  AA ,  AA  , то з аксіоми 3 випливає  

1)(P)A(P)A(P)AA(P  . 

 Тому з аксіоми 2 отримаємо   )A(P1AP   . 

2. (P  )=0 

 Дійсно, за допомогою властивості (1) для A , отримаємо 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor9
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor10
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(P  )= 011)(P1)(P  . 

3. Якщо BA , то )B(P)A(P   

 Оскільки     A\BA,A\BAB  , то за аксіомою 3 

отримаємо 

)A(P)A\B(P)A(P))A\B(A(P)B(P  . 

 Звідси випливає:  

4. Для довільної події А 1)A(P  . 

5. Для довільної події А та В 

)BA(P)B(P)A(P)BA(P  . 

 За аксіомою 3 )A\B(P)A(P)BA(P  . 

 Так як )BA()A\B(B   і  )BA()A\B(  , то  

)BА(P)A\B(P)B(P  . 

 Звідси й випливає потрібне твердження. Послідовно 

використовуючи попередню властивість, отримаємо наступну 

властивість: 

5*. Для будь-яких випадкових подій п1 А,...,А  та 2п  . 

)A...A(P)1(...)A...A(P

)1(...)AA(P)A(P)A...A(P

n1
1n

ni...i1
ii

ni

1i nii1

1k
iiin1

k1
k1

21
21

 

  







 



 

(формула додавання імовірностей) 
 

Запитання для самоконтролю 
 

1. Що називають простором елементарних подiй? Наведiть свiй 

приклад стохастичного експерименту та побудуйте для нього простiр 

елементарних подiй. 

2. Гральна кiстка пiдкидається тричi. Нехай  А - випадкова подiя, що 

означає: герб випав при першому пiдкиданнi; В - герб випав при 

другому пiдкиданнi. Записати подiї: ,BA BA , 
B

A
.  

3. C,B,A - три випадковi подiї. Записати наступнi подiї, що означають: 

а) вiдбулась тiльки подiя А; б) вiдбулась принаймнi одна з трьох 

подiй;  
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в) вiдбулась тiльки одна з трьох подiй; г) вiдбулось не бiльше двох 

подiй.  

Лекції 2. Класичний підхід до поняття імовірності, 

комбінаторні операції 
 

 В цій лекції запроваджено класичне означення ймовірності. 

Розглянуто найважливіші поняття теорії скінченних множин - 

комбінаторики. Розглянуто багато прикладів, ілюструючих 

запроваджені поняття. 
 

Дискретний простiр елементарних подiй. Класичне означення 

ймовiрностi 
 

 Розглянемо стохастичний експеримент, в якому множина 

елементарних подiй є скiнченною   п1 ,..., , тобто можливi 

тiльки n  результатiв випробувань. Отже, простiр елементарних подiй 

є дискретним. Нехай вiдомi ймовiрностi елементарних подiй  

     nn2211 Pp,,Pp,Pp    , 

якi задовольняють таким вимогам:  

1. 1k,1p0 k  ; 

2.   1pk1k ; 

3.   kA p)A(P
k . 

 Числа n21 p,...,p,p  називають дискретним розподiлом .  

  

 Зауваження. Очевидно, що введена таким чином iмовiрнiсть 

задовольняє аксiомам iмовiрностi 1-3 та властивостям iмовiрностi 1-5.  

 Розглянемо тепер стохастичний експерiмент, в якому всi 

результати рiвноможливi. Це означає, що немає об'єктивних причин 

вважати одну з елементарних подiй бiльш iмовiрною, порiвняно з 

iншими. Тодi    n

1
p...pp n21 

. 

 Нехай )A(N - кiлькiсть елементарних подiй, що тягнуть за собою 

подiю А. Тодi, за властивiстю 3 дискретного розподiлу, ймовiрнiсть 

подiї А визначається формулою   

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_50nigbqo5sk2uo1f50nmgbsg5s02v01fd0ng201ff0nn0bp05mc2vu_
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)(N

)A(N
)A(P


 . 

 Дане означення ймовiрностi називають класичним .  
 

 Приклад.  Нехай пачка грошових купюр мiстить 100 справжнiх 

та 20 фальшивих банкнот. Яка ймовiрнiсть того, що навмання вибрана 

банкнота є справжньою?  

 Оскiльки пачка мiстить 120 купюр, то, очевидно, що 

120)(N  . Вибору справжньої купюри сприяють 100 випадкiв. 

Отже, 100)A(N  . Таким чином, 
6

5

120

100
)A(P  . 

 Бiльш складнi стохастичнi експерименти зi скiнченною 

кiлькiстю наслiдкiв потребують вивчення наступного роздiлу.  
 

Елементи комбiнаторики 
 

 У багатьох галузях людської дiяльностi доводиться зустрiчатися 

з задачами, в яких треба знайти число можливих розмiщень заданих 

предметiв, число способiв, якими можна здiйснити деякий вибiр 

тощо. Такi задачi вивчає роздiл математики - комбiнаторика, 

предметом якої є теорiя скiнченних множин.  
 

Основнi правила комбiнаторики 
 

 Вивчаючи задачi комбiнаторики та методи їх розв'язання, ми 

часто будемо говорити про вибiр деякого об'єкта з деякої множини. 

Наприклад, числа з множини чисел, певних людей з деякої групи 

людей, певних предметiв з певної сукупностi предметiв тощо. В 

кожному випадку, коли не обговорюється певний вигляд множини, 

ми будемо мати на увазi вибiр з деякої скiнченної множини М, яку 

будемо називати основною множиною.  

 Найпростiшi теореми i формули комбiнаторики грунтуються на 

двох елементарних правилах, якi називаються правилами суми та 

добутку.  
  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor11
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 Правило суми. Якщо деякий об'єкт а можна вибрати з основної 

множини m  способами, а об'єкт b  - n  способами, причому нiякий 

вибiр а не збiгається з жодним iз виборiв b , то один з об'єктiв а або b  

можна вибрати nm   способами.  
  

 Приклад. В магазинi є 8 видiв шпалер виробництва Англiї та 5 

видiв шпалер виробництва Iталiї. Скiлькома способами можна купити 

потрiбнi шпалери?  

 За правилом суми це число дорiвнює  8+5=13. 
  

 Правило добутку. Якщо об'єкт а можна вибрати з основної 

множини m способами i при кожному виборi об'єкта а об'єкт b  можна 

вибрати n способами, то вибiр пари  (a,b) можна здiйснити mn 

способами.  

 Правило добутку, очевидно, допускає узагальнення:  

 Узагальнене правило добутку. Нехай треба вибрати k об'єктiв. 

Якщо перший об'єкт можна вибрати 1n  способами, другий - 2n  

способами i так далi, k- тий можна вибрати kn  способами, то вибiр 

впорядкованої системи з k об'єктiв можна здiйснити k21 n...nn   

способами.  
  

 Приклад. В гардеробi жiнки є 7 капелюхiв, 6 пальт та 8 пар 

черевикiв. Скiлькома способами вона може бути одягнута при виходi 

на вулицю восени? Очевидно, за правилом добутку, це число 

дорiвнює 336867  . 

Перестановки 
 

 Означення. Нехай основна множина I  мiстить n  елементiв. 

Назвемо її впорядкованою, якщо кожному елементу множини 

поставлено у вiдповiднiсть деяке число (номер елемента) вiд 1 до n  

так, що рiзним елементам вiдповiдають рiзнi номери.  

 Прикладами впорядкованих множин є послiдовнi n  чисел; 

множина будинкiв на вулицi; люди, що сидять в ряду кiнотеатру 

тощо.  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_r0nngbs05s02u41f80nlgbrh00nogbso5tg2ug81d402uu1fg_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_h0nngbs05s02u41f80nlgbrh00ni0brg5s42v61fi0nl0bsp05k_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_h0npgbpo5s02u61f00nlgbv05tk2ua1fd0nii01ff0no0bo05s82ug_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor18
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 Означення. Перестановкою називається будь-яка впорядкована 

множина з n  елементiв. Iнакше кажучи, перестановка - це спосiб 

нумерацiї елементiв множини.  

 Рiзнi перестановки однiєї множини вiдрiзняються лише 

порядком елементiв.  
  

 Приклад. Для множини, що складається з трьох елементiв c,b,a  

можливi такi перестановки  

           a,b,c,b,a,c,a,c,b,c,a,b,b,c,a,c,b,a  

 Кiлькiсть перестановок з n  елементiв дорiвнює  

!nn...21Pn   

 Дiйсно, на першому мiсцi може стояти будь-який елемент 

множини, для цього є n  можливостей, на другому - будь-який крiм 

першого, для цього -  1n   можливiсть, i так далi. За правилом 

добутку     !nn21Pn   . 

 Приклад. Скiлькома способами можна роздати 10 бiлетiв 10 

студентам так, щоб кожний дiстав лише один бiлет?  

 Занумеруємо студентiв вiд одного до 10. Тодi шукане число 

дорiвнює кiлькостi перестановок iз 10 елементiв, тобто 10!.  
 

Розмiщення n  елементiв по k  позицiях 
 

 Нехай основна множина складається з n  елементiв.  
  

 Означення. Розмiщенням n  елементiв по  nkk   позицiях 

називається будь-яка впорядкована k - елементна пiдмножина 

основної множини M .  

 Кiлькiсть розмiщень n  елементiв по k  позицiях дорiвнює  

   
 !kn

!n
1kn1nnАk

n


   

 Дiйсно, перший елемент можна вибрати n способами, другий - 

( 1n  ) способами i так далi, k -й -  1kn   способами. За правилом 

добутку отримаємо потрiбну формулу.  
  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor17
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_n0no0brg5ss2uo1dj0nsgbp85tk2uq1fv40mi01fg0nn0bpo5tg_


 15 

 Приклад. Скiлькома способами можна розсадити п'ятьох членiв 

екзаменацiйної комiсiї на дванадцяти стiльцях?  

Це число дорiвнює  9504089101112A5
12  . 

 

Комбiнацiї з n  елементiв по k  
 

 Нехай основна множина складається з n  елементiв.  
  

 Означення. Комбiнацiєю або сполученням з n  елементiв по 

 nkk   називається будь-яка k - елементна пiдмножина основної 

множини M .  

 Кiлькiсть комбiнацiй з n  елементiв по k дорiвнює  

 kn!k

!n
C k

n


  

 Дiйсно, для того, щоб отримати впорядковану k -елементну 

пiдмножину множини з n  елементiв, потрiбно вибрати спочатку k  

елементiв k
nC  способами, далi впорядкувати їх !k  способами. За 

правилом добутку отримаємо рiвнiсть !kCA k
n

k
n  , звiдки i одержуемо 

потрiбну формулу.  

 Числа k
nC  називають бiномiальними коефiцiєнтами. Це по 

в'язано з тим, що за допомогою бiномiальних коефiцiентiв 

обчислюють n -й степiнь суми двох чисел:    

       





nk

0k

kknk
n

n
baCba ,  

 Ця формула носить назву бiнома Ньютона.  
  

 Приклад. Рада директорiв компанiї складається з трьох 

бухгалтерiв та п'яти менеджерiв. Скiлькома способами можна скласти 

комiтет iз п'яти осiб так, щоб до його складу входило двоє бухгалтерiв 

та троє менеджерiв?  

 За правилом добутку це число дорівнює 

        3
5

2
3 СС   

 

 Властивостi бiномiальних коефiцiєнтiв  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_d0nl0brg5tg2u21dj0nmgbo05uo2r61fv400ii805t82us1fc0ngg_
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1) kn
n

k
n CС  . 

Дiйсно, 
 

kn
n

k
n C

knk

n
С 




!!

!
.  

2) k
1n

1k
n

k
n CCС 

   

Дiйсно,   

     






 

!1kn!1k

!n

!kn!k

!n
CС 1k

n
k
n  

         
 
 

k
1nC

!k1n!k

!1n

1knk

1n

!kn!1k

!n

1kn

1

k

1

!kn!1k

!n





























3)  


nk
n

nk
0k 2C . 

 Ця формула є наслiдком формули бiнома Ньютона, якщо 

покласти 1b,1a  .  

  

 Наслiдок. Кiлькiсть всiх пiдмножин множини (iз врахуванням 

порожньої), яка мiстить n  елементiв, дорівнює n2 . Дiйсно, кiлькiсть 

всiх пiдмножин множини з n  елементiв дорiвнює  

 




nk

0k

nk
n 2C . 

 

Розмiщення, перестановки та комбiнацiї з повтореннями 
 

 Iнодi доводиться розглядати ситуацiї, коли елементи пiсля 

вибору з основної множини повертаються знову до неї. В таких 

випадках мова йде про розмiщення, перестановки та комбiнацiї з 

повтореннями.  
 

Розмiщення з повтореннями 
 

 Означення. Розмiщенням з повтореннями з n  елементiв по k  

називається будь-який впорядкований набiр виду  k21 a,...,a,a , де 

k1 a,...,a  -- елементи основної множини I . 

Число всiх розмiщень з повтореннями з  n  елементiв по k  

позначається 
k
nA . Зазначимо, що можливо i  nk  .  

 Розмiщення з повтореннями з n елементiв по k називають також 

впорядкованими k  - вибiрками з поверненням. Справдi, розмiщення з 

повтореннями з n елементiв по k можна дiстати так. Спочатку вибрати 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_j0no0brg5ss2uo1dj0nsgbp85tk2uq1fv402ue805ts2us1f20np0_
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довiльний елемент 1a , записати його на першому мiсцi i повернути до 

множини, знову вибрати довiльний елемент 2a  (можливо той самий), 

записати його на другому мiсцi i знов повернути до множини i так 

далi k  разiв. Таким чином ми дiстанемо розмiщення з повтореннями з 

n елементiв по k , або k  -елементну вибiрку даної множини.  

 Число розмiщень з повтореннями з n елементiв по k  

обчислюється за формулою     

      
k
nA =

kn . 

 Доведемо це за допомогою рекурентного спiввiдношення  

k
n

1k
n nAA 


. 

 Дiйсно, для того щоб дiстати  1k   - елементну вибiрку 

множини з n  елементiв досить до k - елементної вибiрки  k21 a,...,a,a  

дописати довiльний елемент 1ka  . Але k - елементну вибiрку можна 

вибрати 
k
nA  способами, а елемент 1ka   - n  способами, тому  1k   - 

елементну вибiрку можна вибрати, за правилом добутку 
k
nAn  

способами. А так як 1A
k
n  , то за iндукцiєю отримаємо потрiбну 

рiвнiсть. 

 Зауваження. 
k
nA  - це число способiв, якими можна розкласти k  

рiзних предметiв по n  ящиках. Дiйсно, нехай ящики та предмети 

занумерованi натуральними числами вiдповiдно n,...,1  та k,...,1 . 

Позначимо через ia  номер ящика, до якого покладено i -й предмет 

 k,...,1i  . Тодi кожний спосiб розкладання предметiв по ящиках 

описується впорядкованим набором  k21 a,...,a,a , де кожне ia  - одне з 

чисел n,...,2,1 . Очевидно, число таких наборiв дорiвнює  
k
nA .  

  

 Приклад. Автомобiльний номер складається з трьох букв та 

чотирьох цифр. Скiльки iснує можливих номерiв, якщо 

використовуються 32 лiтери алфавiту? Оскiльки букви та цифри 

можуть повторюватися, то за правилом добутку шукане число  

дорівнює                    3276800001032AA 434
10

3
32  . 
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Перестановки з повтореннями  

 

 Нехай основна множина I  складається з елементiв рiзних типiв.  
  

 Означення. Перестановкою з повтореннями з n  елементiв 

називається будь-яке впорядкування основної множини з n  елементiв, 

серед елементiв якої є однаковi.  

 Якщо серед елементiв даної множини є 1n  елеметiв першого 

типу, 2n  елементiв другого типу, kn  елементiв k -го типу, причому 

nn...nn k21  , то число таких перестановок позначається 

 k21 n,...,n,nP   i має мiсце формула  

        
!n!...n!n

!n
n,...,n,nP

k21
k21  . 

 Дiйсно, розглянемо будь-яку з перестановок даної множини i 

обчислимо, скiлькома способами можна переставляти її елементи так, 

щоб перестановка не змiнилась. Елементи першого типу можна 

переставляти !n1  способами, другого типу - !n2  способами, k -го типу 

- !nk  способами. Тому, за правилом добутку, в кожнiй перестановцi з 

повтореннями можна, не змiнюючи перестановки, переставляти 

елементи !n!...n!n k21  способами.  Звiдси     

       !n!n...!n!nn,...,n,nP k21k21  , 

що доводить потрiбну формулу.  
 

 Зауваження.  k21 n,...,n,nP  - це число способiв, якими можна 

розкласти n  рiзних предметiв по k  ящиках так, щоб до i -го ящика 

потрапило in  предметiв  k,...,1i  . Дiйсно, розглянемо перестановки з 

повтореннями з n елементiв k  типiв i занумеруємо числами n,...,2,1  

мiсця, на яких можуть стояти цi елементи; предмети також 

занумеруємо числами n,...,2,1 . Тодi кожнiй перестановцi з 

повтореннями можна поставити у вiдповiднiсть такий спосiб 

розмiщення предметiв по ящиках, при якому у i -й ящик потрапляють 

тi предмети, номери яких збiгаються з номерами мiсць, на яких стоять 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor28
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor23
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елементи i -го типу  k,...,1i  . Ясно, що ця вiдповiднiсть взаємно 

однозначна, що доводить твердження.  
  

 Приклад. Скiльки рiзних слiв ( у тому числi i беззмiстовних) 

можна дiстати, переставляючи лiтери у словi "математика" ?  

Очевидно, цим числом буде   151200
!2!3!2

!10
1,1,1,2,3,2P  .  

 

Комбiнацiї з повтореннями  
 

 Означення. Комбiнацiєю з повтореннями з n елементiв по k  

називається будь-який k -елементний набiр типу  k21 a,...,a,a , де 

кожний з елеметiв k21 a,...,a,a  належить до одного з n  типiв.  

 Число всiх комбiнацiй з повтореннями з n  елементiв по k  

будемо позначати 
k
nС . Це число дорiвнює     

    
 

 !1n!k

!1kn
CС k

1kn

k
n




     

 Дiйсно, оскiльки порядок слiдування елементiв у комбiнацiях з 

повтореннями не має значення, то кожна комбiнацiя однозначно 

визначена, якщо вказати, скiльки в нiй є елементiв кожного з n  типiв. 

Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй комбiнацiї з повтореннями 

послiдовнiсть нулiв та одиниць таким чином. На перших мiсцях в цiй 

послiдовностi розмiстимо стiльки одиниць, скiльки елементiв 

першого типу входить в комбiнацiю, далi запишемо нуль, далi знову 

поставимо стiльки одиниць, скiльки елементiв другого типу є в 

комбiнацiї, потiм нуль i так далi. Тодi кiлькiсть комбiнацiй з 

повтореннями з n  елементiв по k  дорiвнює кiлькостi таких 

послiдовностей iз k  одиниць та n-1 нуля, яка дорiвнює   

     
)!1n(!k

)!1kn(
1n,kP




 . 

 Зауваження. 
k
nС  - це число способiв, якими можна розкласти k  

однакових предметiв по n  однакових ящиках. Встановимо взаємно 

однозначну вiдповiднiсть мiж комбiнацiями з повтореннями з n  

елементiв по k  i способами розмiщення k елементiв по n  однакових 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor30
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor24
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ящиках. Справдi, маючи розмiщення з k  предметiв по n  ящиках, 

можна утворити комбiнацiю з повтореннями з n  елементiв по k , 

беручи стiльки елементiв першого типу, скiльки предметiв у першому 

ящику, стiльки елементiв другого типу , скiльки предметiв у другому 

ящику i т.д. Навпаки, якщо маємо комбiнацiю з повтореннями з n  

елементiв по k , то можемо розмiстити k  предметiв по n  ящиках, 

поклавши в перший ящик стiльки предметiв, скiльки елементiв 

першого типу є в комбiнацiї, в другий стiльки, скiльки елементiв 

другого типу є в комбiнацiї i т.д. Отже, число способiв розмiщення 

k однакових предметiв по n  ящикам дорiвнює  
k
nС .  

  

 Приклад. Скiлькома способами можна купити 8 тiстечок у 

кондитерськiй, де їх є 6 рiзних сортiв?  

1287СС 8
13

8
6  . 

 

Формула включень та виключень  
 

 Формула включень та виключень дозволяє обчислювати 

кiлькiсть елементів об'єднання декількох множин, що перетинаються. 

У випадку, коли множини не перетинаються, кiлькiсть елементiв 

об'єднання дорiвнює сумi кiлькостей елементiв кожної множини. 

Якщо хоча б двi множини перетинаються, такий спосiб пiдрахунку 

невiрний i треба застосовувати метод включень та виключень.  

 Розглянемо спочатку простi приклади.  

 Нехай )A(N  - кiлькiсть елементiв скiнченної множини A . Тодi 

для двох скiнченних множин A  та B  

)BA(N)B(N)A(N)BA(N  . 

 Аналогiчно для трьох множин має мiсце таке спiввiдношення:  

 )CB(N)CA(N)BA(N)C(N)B(N)A(N)CBA(N

)CBA(N  . 

 В загальному випадку має мiсце: 
  

 Теорема. Нехай n1 A,...A  - скiнченнi множини. Тодi  

    
 ni1

in1
1

ANA...AN  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor32
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        


 ...A...AN)1(...AAN
ni...i1

ii
nii1

1k
ii

k1
k1

21
2

 

 
ni1

1n A...AN)1(   . 

 Доведення. Покажемо, що кожен елемент iз множини 

n1 A...A   враховується у правiй частинi рiвно один раз. Дiйсно, 

якщо n1 A...Aa   i входить в m  множин iA , то в правiй частинi вiн 

враховується стiльки разiв:  

    


1C1...C1...CCC m
m

)1m(k
m

)1k(3
m

2
m

1
m  

   
 


m

0k

m

0k

mk
m

kmkk
m

1k 1111C1)1(1C)1( . 

 Теорему доведено.  
  

 Приклад. На курсi навчається 100 студентiв, серед яких 85 

вивчають англiйську мову, 80 нiмецьку i 75 французьку. Причому 

англiйську та нiмецьку вивчає одночасно 60 студентiв, англiйську та 

французьку - 50, а нiмецьку та французьку - 40. Скiльки студентiв 

вивчає три мови одночасно?  

 Позначимо через A  множину студентiв, якi вивчають англiйську 

мову, B  - французьку, С - нiмецьку. Тодi кiлькiсть студентiв, якi 

вивчають три мови одночасно дорiвнює:  

  CBN)CA(N)BA(N)CBA(N)CBA(N  

10758085405060100)C(N)B(N)A(N  . 

 Повернемось до класичного означення ймовiрностi. Розглянемо 

ще декiлька прикладiв обчислення ймовiрностей.  
  

 Приклади  

1. Десять студентiв, серед яких є Василь та Марiя сiдають на 

десятимiсну лаву. Знайти ймовiрнiсть того, що Василь та Марiя 

будуть сидiти поруч.  

 Загальна кiлькiсть способiв, якими можуть сiсти десять 

студентiв на десяти мiсцях, дорiвнює кiлькостi перестановок iз десяти 

елементiв !10P10  . Отже, !10)(N  . Вважаючи Василя та Марiю за 
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одну особу i враховуючи те, що вони можуть мiнятися мiсцями один з 

одним, отримаємо, що !92)A(N  . Звiдси   

     
5

1

!10

!92
)A(P 


 . 

2. Рада директорiв компанiї складається з трьох бухгалтерiв, трьох 

менеджерiв та двох iнженерiв. У пiдкомiтет мають увiйти три особи.  

 Знайти ймовiрнiсть того, що пiдкомiтет буде складатися 

повнiстю з бухгалтерiв. 

 Кiлькiсть можливих складiв пiдкомiтету дорiвнює 3
8C , звiдки  

56
)!38(!3

!8
C)(N 3

8 


 . 

 Кiлькiсть можливих складiв пiдкомiтету з трьох бухгалтерiв, або 

)A(N , дорівнює    

     1
!0!3

!3
C)A(N 3

3  . 

 Звiдси ймовiрнiсть того, що всi члени пiдкомiтету будуть 

бухгалтерами, дорiвнює  

     
56

1

)(N

)A(N
)A(P 


 . 

3. Гiпергеометричний розподiл. Вiддiлення банку обслуговує 12 

пiдприємств, 4 з яких - державнi. Знайти ймовiрнiсть того, що 

операцiонiст, який обслуговує 5 пiдприємств, має серед них 2 

державних.  

 Кiлькiсть елементарних подiй дорiвнює кiлькостi способiв 

вибору п'яти пiдприємств з дванадцяти: 5
12C)(N  . Далi, два 

державних пiдприємства можуть бути вибранi 
2
4C  способами, а три з 

восьми недержавних - 3
8C  способами. Отже,  

    3
8

2
4 CC)A(N   i .

C

CC
)A(P

5
12

3
8

2
4 

  

 Приклад, що було розглянуто, допускає узагальнення.  

 Нехай в урнi є n  куль, з яких 1n - бiлi, решта - чорнi. З урни 

виймають r  куль. Знайти ймовiрнiсть того, що серед них рiвно k  

бiлих куль.  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor33
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_50nigbqo5sk2uo1f50nmgbsg5s02v01fd0ng201ff0nn0bp05mc2vu_


 23 

 Повторюючи попереднi мiркування, отримаємо, що шукана 

ймовiрнiсть дорiвнює:   
r
n

kr
nn

k
n

1k
C

CC
rn,nP 11




 , 

для .r,...,1,0k    

 Набiр ймовірностей   r,...,1,0k,rn,nP 1k   називають 

гiпергеометричним розподiлом.  Гiпергеометричний розподiл має 

досить широке застосування: за його допомогою можуть бути 

обчисленi ймовiрностi виграшiв у рiзноманiтних лотереях; його 

використовують у задачах вибiркового контролю.  

 

Запитання для самоконтролю 
 

1. Сформулюйте означення дискретного простору елементарних 

подiй та класичне означення ймовiрностi.  

2. Сформулюйте основнi правила комбiнаторики.  

3. Розв'яжить наступнi задачi:  

1. Менеджеру необхiдно перелетiти з Н'ю-Йорка до Лос-Анджелосу з 

посадкою у Детройтi. З Н'ю-Йорка в Детройт є п'ять рейсiв лiтакiв, а з 

Детройту до Лос-Анджелосу - шiсть. Скiлькома способами можна 

менеджеру дiстатися до Лос-Анджелосу з зупинкою в Детройтi?  

2. Припустимо, що торговельна маркировка компакт-дискiв визначена 

так, що першi три характеристики є букви алфавiту, а три другi є 

числами. Наприклад - ABC127. Скiльки рiзних торговельних 

маркировок компакт-дискiв можна утворити таким чином?  

3. Маркетiнговi дослiдження ринку вимогають вiд респондентiв 8 

вiдповiдєй на запитання анкети. Першi 4 запитання передбачають 

вiдповiдi "да" або "нi", а 4 залишившихся запитання передбачають 

три можливих варiанти вiдповiдi - "завжди", "iнколи", "нiколи". 

Порядок вiдповiдєй на всi запитання визначено як респондентський 

"профiль". Скiльки всього iснує рiзних "профiлiв"?  

4. В компанiї є 6 рiзних вакансiй менеджерiв та стажерiв. Скiлькома 

способами а) 6 стажерiв можуть бути розподiленi по цих 6 вакансiям? 

б) 4 стажера можуть бути розподiленi по цих 6 вакансiям?  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor26
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5. Використовуючи данi задачi 4, припустити, що в компанiї є 4 рiзнi 

вакансiї та 6 стажерiв. Скiлькома способами можуть бути зайнятi цi 

вакансiї?  

6. Використовуючи данi задачi 5, припустити, що всi 4 вакансiї є 

iдентичними з точки зору практичної дiяльностi. Скiлькома 

способами компанiя може заповнити цi вакансiї, якщо є 6 рiвноцiнних 

стажерiв?  

7. У вiддiлi працюють 5 iнженерiв та 9 техникiв. В групу, яка 

займається проект-менеджментом, необхiдно вiдiбрати 2-х iнженерiв 

та 3-х техникiв. Скiлькома способами можна вiдiбрати групу по 

розробцi проекту?  

8. У лiфт 12-поверхового будинку зайшло на першому поверсi 12 

чоловiк. Скiлькома способами вони можуть вийти з лiфта?  

9. Для пересування комiсiї, яка складається з десяти чоловiк, серед 

яких є Василь та Марiя було подано три автомобiлi. Два автомобiлi 

можуть взяти по три пасажири, а один - чотири. Скiлькома способами 

комiсiя може розсiстися у автомобiлi так, щоб Василь та Марiя сiли в 

рiзнi автомобiлi?  

10. У поштовому вiддiленнi продаються листiвки 10 видiв. Скiлькома 

способами можна купити 12 листiвок?  

11. Яка ймовiрнiсть того, що днi народження 12 чоловiк припадають 

на 12 рiзних мiсяцiв року?  

12. Чотири жiнки та п'ять чоловiкiв сiдають довiльним чином в ряд. 

Яка ймовiрнiсть того, що всi жинки будуть сидiти разом?  

13. На чотирьох полицях вiтрини магазину розставляють чотири пари 

взуття. Яка ймовiрнiсть того, що одна полиця залишиться 

порожньою?  

14. 10 пасажирiв чекають на платформi потяг метрополiтену, який 

складається з 5-ти вагонiв. Яка ймовiрнiсть того, що 3 пасажири 

сядуть у перший вагон?  
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Лекція 3. Геометричні імовірності. Умовна імовірність та 

формула множення імовірностей 
 

 Класичне означення ймовірності обмежується лише скінченним 

простором елементарних подій. Позбавитись цього обмеження 

дозволяє геометричний підхід до означення ймовірності, 

запроваджений в цьому модулі. Розглянуто приклади, що ілюструють 

цей підхід. Запроваджуються також поняття умовної імовірності, 

нежалежних подій. Виводиться формула множення ймовірностей. 
 

Геометричнi ймовірності 
 

 Запроваджене у модулi 2 класичне означення ймовiрностi не 

пiдходить до тих випадкiв, в яких простiр елементарних подiй є 

нескiнченним або не виконується припущення про рiвноможливiсть 

елементарних подiй. У таких випадках вдаються до iнших пiдходiв до 

визначення ймовiрностi, один з яких буде розглянуто в цьому роздiлi.  

 Нехай   - деяка область на прямiй, площинi чи в просторi. 

Визначимо випадкову подiю А як пiдмножину областi   А , а 

ймовiрнiсть подiї А формулою  
)(m

)A(m
)A(P


 , 

де )A(m , )(m   - довжина, площа чи об'єм множин А та  .  
  

 Зауваження 1. Очевидно, що введена таким чином iмовiрнiсть 

задовольняє аксiомам iмовiрностi 1-3 та властивостям iмовiрностi 1-5.  
  

 Зауваження 2. Геометричну ймовірність можна витлумачити 

так: в областi   випадковим чином вибирається точка; яка 

ймовiрнiсть того, що ця точка належить А?  
  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_50nigbqo5sk2uo1f50nmgbsg5s02v01fd0ng201ff0nn0bp05mc2vu_
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 Приклад. Задача про зустрiч. Двi особи (Василь та Марiя) 

домовились зустрiтися у певному мiсцi, причому кожен з них 

приходить туди незалежно вiд другого у випадковий момент мiж 12 i 

13 годинами. Той, хто приходить першим, чекає 20 хв. i, якщо другий 

за цей час не прийде, залишає мiсце зустрiчi. Знайти ймовiрнiсть того, 

що зустрiч вiдбудеться. 

 
Рис. 1 

 Позначимо час приходу Василя та Марiї вiдповiдно через х  та 

y . Тодi за простiр елементарних подiй цiлком природньо взяти (див. 

рис.1) квадрат   у площинi xOy : 

  .60y0,60x0:Ry,x 2   

 Згiдно з умовою, Василь та Марiя зустрiнуться тодi i тiльки тодi, 

коли 20yx   (рiзниця мiж моментами приходу не перевищує 20 

хв.); це означає, що зустрiчi (подiя А) вiдповiдають точки квадрату, 

для яких виконується наступна нерiвнiсть: 

  .20yx:y,xA   

 Подiї A  вiдповiдає заштрихована область. Отже, згiдно з 

означенням геометричної ймовiрностi, шукана ймовiрнiсть дорiвнює 

вiдношенню площi заштрихованої областi до площi квадрата:  

9/5
)(m

)A(m
)A(P 


 . 

 

Умовнi ймовiрностi та незалежнi подiї 
 

 Почнемо з прикладу. Нехай на екзаменi студентовi 

пропонується 30 бiлетiв. Студент встиг вивчити лише бiлети з 1-го по 
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3-й та з 28-го по 30-й. На екзамен студент прийшов одинадцятим, i до 

його приходу залишились лише бiлети з 1-го по 20-й. Назвемо цю 

подiю А . Знайдемо ймовiрнiсть подiї В, яка полягає в тому, що 

студент витягне на екзаменi "щасливий" бiлет. Iмовiрнiсть подiї В без 

додаткової iнформацiї про подiю А може бути обчислена за 

класичним означенням iмовiрностi:  

5

1

)(N

)B(N
)B(P 


 . 

 Якщо подiя А вже вiдбулася, то появi подiї В сприяють три 

подiї, при загальнiй кiлькостi можливих подiй рiвнiй двадцяти. Отже, 

умовну ймовiрнiсть подiї при умовi, що подiя А вiдбулася 

(позначається )A/B(P , можна визначити наступним чином:  

 
 

 

 
)A(P

BAP

N

)A(N

N

)BA(N

AN

)BA(N

20

3
)A/B(P













 . 

 Означення. Умовною ймовiрнiстю подiї при умовi, що 

вiдбулася подiя А, називається величина 

        
 

)A(P

BAP
)A/B(P


 ,   

при умовi, що 0)A(P  .  

  

 Приклад. Пiдкидають два гральнi кубики. Яка ймовiрнiсть того, 

що на одному з кубикiв випаде двiйка, якщо сума очок, якi випали, 

дорiвнює 5 ?  

 В цьому випадку   

       6j1,6i1,j,i  , 

     ,)2,3(,3,2BA,)1,4(),3,2(),2,3(,4,1А   

тодi, за класичним означенням iмовiрностi, 

     
36

2
)BA(P,

36

4
)A(P   

 i тому     
2

1
)A/B(P  .  
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 За допомогою поняття умовної ймовiрностi можна природним 

чином визначити незалежнiсть випадкових подiй.  

 Незалежними подiями будемо вважати подiї А та В, для яких  

)0)A(P(),B(P)A/B(P  . 

 При цьому, згiдно з означенням умовної ймовiрностi, 

)A(P

)BA(P
)B(P


 . 

 Отже, для незалежних подiй )B(P)A(P)BA(P   i цю формулу 

приймемо за означення незалежних випадкових подiй.  

 Означення. Подiї n1 A,...,A  називаються незалежними в 

сукупностi, якщо для будь-яких   

    )nr2(ni...ii1 r21   

)A(P)...A(P)A...A(P
r1r1 iiii  . 

 Далi, для довiльних випадкових подiй  0)B(P,0)A(P   

виконується наступна рiвнiсть   

    )A/B(P)A(P)B/A(P)B(P)BA(P  . 

 Ця рiвнiсть називається формулою множення ймовiрностей. Для 

n  подiй формула множення має наступний вигляд  

 )A...AA(P n21  
)A...AA/A(P)...AA/A(P)A/A(P)A(P 1n21n123121  . 

 Зокрема, для незалежних у сукупностi подiй формула множення 

набуває вигляду   )A...AA(P n21 )A(P)...A(P)A(P)A(P n321 . 

  

 Приклад. Студент прийшов на екзамен, пiдготувавши лише 20 з 

25 питань програми; екзаменатор задав йому три питання. Знайти 

ймовiрнiсть того, що студент знає вiдповiдi на всi цi питання.  

 Нехай 3,2,1i,Аi   - подiї "студент знає вiдповiдь на i -те 

питання"; А - подiя "студент знає вiдповiдь на всi три питання". Тодi 

321 AAAA   i за формулою множення маємо 

115

57

23

18

24

19

25

20
)AA/A(P)A/A(P)A(P)A(P 213121  . 

 

Запитання для самоконтролю 
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1. Сформулюйте означення геометричної ймовiрностi.  

2. Сформулюйте основнi властивостi геометричної ймовiрностi.  

3. Два стрілки, ймовірність влучення у мішень для яких дорівнюють 

відповідно 0,6 та 0,7 роблять по одному пострілу. Знайти імовірності 

того, що: а) обидва влучать у мішень; 

 б) лише один влучить у мішень. 

3. Сформулюйте означення умовної імовірності та незалежних подій. 

4. Наведіть формулу множення ймовірностей. Якого вигляду вона 

набуває для незалежних подій? 

5. Розв'яжить наступнi задачi:  

1) На вiдрiзку одиничної довжини навмання з'являється точка. 

Визначити ймовiрнiсть того, що вiдстань вiд точки до кiнцiв вiдрiзка 

перевищує 
8

1
.  

2) Моменти початку двох подiй навмання розподiленi на вiдрiзку часу 

вiд 12 до 13 годин. Одна подiя триває 10 хв., друга - 15 хв. Знайти 

ймовiрнiсть того, що подiї перетинаються у часi.  
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Лекція 4. Формули повної імовірності та Байєса. Схема 

незалежних випробувань 
 

 В цій лекції виводяться формули повної імовірності та Байєса. 

Запроваджується поняття схеми Бернуллі або схеми незалежних 

випробувань. Виводиться формула обчислення біноміальних 

ймовірностей, знаходиться мода біноміального розподілу. Розглянуто 

ряд прикладів, що ілюструють поняття та формули. 
 

Формули повної ймовiрностi та Байєса 
 

 Означення. Випадковi подiї  ni1,H i   утворюють повну групу 

подiй, якщо:  

1. 
 i

ni
1i HU ; 

2.  ji HH , ji  ; 

3. ni1,0)H(P i  . 

Формула повної ймовiрностi 

 Якщо ni1,H i   - повна група подiй, то для довiльної подiї А. 






ni

1i
ii )H/A(P)H(P)A(P . 

 Дiйсно, згiдно з означенням повної групи подiй, подiю А можна 

представити наступним чином   

       )HA(UA i
ni
1i  

 . 

 Тому, за форулою множення ймовiрностей i третьою аксiомою 

ймовiрностi,    

     








ni

1i
i

ni

1i
ii )H/A(P)H(P)HA(P)A(P , 
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що й доводить формулу.  
  

 Приклад. В магазин надходять телевiзори з Захiдної Європи, 

Пiвнiчно-Схiдної Азiї та Схiдної Європи. Першi мають в середньому 

%2.0  браку, другi - %3.0 , третi - %5.0 . Знайти ймовiрнiсть придбання у 

магазинi бракованого телевiзора, якщо з перших країн надiйшло 300, 

з других - 600, з третiх - 100 телевiзорiв.  

 Нехай подiя А полягає в тому, що навмання куплений телевiзор 

є бракованим; 3,2,1i,H i   полягають в тому, що телевiзор надiйшов 

з першої, другої або третьої групи країн. Очевидно, що подiї 

321 H,H,H  попарно несумiснi та   321 HHH ,  

1.0)H(P,6.0)H(P,3.0)H(P 321  . 

 Далi, 005.0)H/A(P,003.0)H/A(P,002.0)H/A(P 321  . Тому за 

формулою повної ймовiрностi (2.5.1)  

 )H/A(P)H(P)H/A(P)H(P)H/A(P)H(P)A(P 332211  

0029.0005.01.0003.06.0002.03.0  . 
 

Формула Байєса 
 

 Якщо ni1,H i   - повна група подiй i 0)A(P  , то  

ni1,
)H/A(P)H(P

)H/A(P)H(P
)A/H(P

nk
1k kk

ii
i 







. 

 Формула Байєса випливає з формули повної ймовiрностi та 

означення умовної ймовiрностi  










nk
1k kk

iii
i

)H/A(P)H(P

)H/A(P)H(P

)A(P

)AH(P
)A/H(P . 

 Зауваження. Формулам Байєса можна надати таке тлумачення.  

Подiї ni1,H i   називають гiпотезами i вони позначають умови, за 

яких може вiдбутися подiя А. Iмовiрностi цих гiпотез )H(P i  вважають 

вiдомими i називають апрiорними (вiд латинського a priori - до 

випробування). Вiдомi також умовнi ймовiрностi )H/A(P i  подiї А 

при рiзних гiпотезах. Далi здiйснюється експеримент, в результатi 

якого може вiдбутися або не вiдбутися подiя А. Якщо при цьому подiя 

А настала, то ми можемо переоцiнити ймовiрнiсть кожної гiпотези, 
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знайшовши їх за формулми Байєса. Новi ймовiрностi )А/H(P i  

називають апостерiорними ймовiрностями гiпотез (вiд латинського a 

posteriori - пiсля випробування).  
 

 Приклад. Повернемось до попереднього прикладу. Нехай 

куплений у магазинi телевiзор виявився бракованим. Яка ймовiрнiсть 

того, що вiн випущений у Захiднiй Європi?  

 Подiя  А - "куплений телевiзор є бракованим"; 321 Н,Н,Н  - тi ж 

самi, що у попередньому прикладi. Тодi, за формулою Байєса,  





)H/A(P)H(P)H/A(P)H(P)H/A(P)H(P

)H/A(P)H(P
)A/H(Р

332211

11
1  

207.0
005.01.0003.06.0002.03.0

002.03.0





  

 

Схема Бернуллi. Бiномiальний розподiл  
 

 Нехай вiдбуваються послiдовнi випробування, при кожному з 

яких може вiдбутися або не вiдбутися певна подiя А; настання подiї А 

назвемо "успiхом", а протилежну подiю назвемо "невдачею". 

Iмовiрнiсть успiху при кожному випробуваннi одна й та сама i 

дорiвнює )1p0(р  , iмовiрнiсть невдачi - p1q  . Такi 

випробування називають послiдовними незалежними випробуваннями 

або випробуваннями Бернуллi. Прикладами послiдовних випробувань 

можуть бути послiдовнi кидання монети (успiх - випадiння герба; 

2/1qp  ); перевiрка певної партiї товарiв на вiдповiднiсть 

стандартам (успiх - вiдповiдає, невдача - нi); вихiд з ладу елементiв 

електронних приладiв (успiх - працює, невдача - нi); повернення або 

неповернення позики тощо. Позначимо через n  кiлькiсть успiхiв в 

серiї з n  випробувань. Знайдемо ймовiрнiсть того, що kn  , 

позначивши цю ймовiрнiсть )k(pn .  

 Позначимо nk1,Ak   подiю " при k-тому випробуваннi 

сталася подiя А". Зрозумiло, що q)A(P,p)A(P kk  . Для 

обчислення ймовiрностi )k(pn  знайдемо спочатку ймовiрнiсть того, 

що подiя А настане при певних k  випробуваннях, наприклад, при 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor46
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor47
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor47
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_40nh0bq05ts2v01fe0nggbso5s82u01fd0nmgbvp00n0gbp85u02uq_
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першому, другому, ..., k - му, а при iнших не настане. За формулою 

множення ймовiрностей, враховуючи незалежнiсть випробувань, 

отримаємо  
knk

n1kk1n1kk1 qp)A(P)...A(P)A(P)...A(P)A...AA...А(Р 
   

 Але k  випробувань, при яких може статися подiя А, можна 

вибрати k
nC  способами. Тому    

      knkk
pn qpC)k(p  . 

 Означення. Набiр чисел nk0),k(pn   називають 

бiномiальним розподiлом з параметрами p  та n . Звернемо увагу на те, 

що        




nk

0k
n 1)k(p . 

 Дiйсно, за формулою бiнома Ньютона отримуємо  

   









nk

0k

nk

0k

nnknkk
nn 11qpqpC)k(p

 
  

 Приклад. Iмовiрнiсть того, що один з п'яти учасникiв аукцiону 

вiдмовиться вiд участi у торгах дорiвнює 0.2. Аукцiон не вiдбудеться, 

якшо вiдмовиться бiльше двох учасникiв. Знайти ймовiрнiсть того, що 

аукцiон не вiдбудеться.  

 Очевидно, що в данному випадку присутнi умови схеми 

Бернуллi. Будемо вважати "успiхом" участь, "невдачею" - вiдмову 

кожного з учасникiв брати участь у аукцiонi ( 8.0q,2.0p  ). Нехай А 

- це вiдмiна аукцiона, 5k1,Ak  - це вiдмова k  учасникiв 

543 AAAA  . Так як подiї 543 A,A,A  несумiснi, то  

 )5(p)4(p)3(p)A(P)A(P)A(P)A(P 555543  

0579.00003.00064.00512.0

)8.0()2.0(C)8.0()2.0(C)8.0()2.0(C 055
5

144
5

233
5




 

 

Найiмовiрнiше число успiхiв у схемi Бернуллі 
 

 Знайдемо значення k , при яких  )k(pn  набуває максимального 

значення. Для вивчення поведiнки ймовiрностей )k(pn  знайдемо 

вiдношення двох послiдовних значень цих двох iмовiрностей.  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor32
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor32
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor50
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1kn1k
n qp

)!1k(

)kn)(1kn)...(1n(n
)1k(p 




 , 

knk
n qp

!k

)1kn)...(1n(n
)k(p 
 . 

Звiдси    1n,...,2,1,0k,
q)1k(

p)kn(

)k(p

)1k(p

n

n 






. 

Знайдемо, при яких k  це вiдношення бiльше одиницi , рiвне одиницi i 

менше одиницi. Помiчаємо, що 1
)k(p

)1k(p

n

n 


  при q)1k(p)kn(   

або kqnp  .  

 Отже,   qnpk),k(p)1k(p nn   

    qnpk),k(p)1k(p nn   

 Як ми бачимо, величина )k(pn  при зростаннi k  спочатку 

зростає до певного максимуму, а потiм спадає. Знайдемо, при яких k  

досягається максимум.  

1) Нехай qnp   - нецiле число. Тодi число pnp1qnp   - також 

нецiле, i iснує єдине цiле число *k , що задовольняє умовi  

pnpkqnp *   i є найiмовiрнiшим числом успiхiв.  

2) Нехай qnp   - цiле. В цьому випадку )pnp(p)qnp(p nn   i 

iснують два найiмовiрнiшi значення:  1kk,qnpk *
1

*
2

*
1  .  

 Зауваження. Число *k  називається модою розподiлу, тобто мода 

- це значення, яке випадкова величина приймає з максимальною 

ймовiрнiстю.  

Приклад. Гральний кубик пiдкидають 35 разiв. Знайти найiмовiрнiшу 

кiлькiсть появ шiстки.  

 В цьому випадку 6/5q,6/1p,35n  , тому 5qnp    i 

найiмовiрнiших значень два - 5 i 6.  
 

Запитання для самоконтролю 
 

1. Сформулюйте означення повної групи подiй. Наведiть формули 

повної ймовiрностi та Байєса.  
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2. Сформулюйте поняття схеми незалежних випробувань (схеми 

Бернуллі). 

3. Як знаходиться найімовірніше число успіхів у схемі Бернуллі? 

4. Розв'яжiть наступнi задачi:  

1. СМС-повідомлення складається з 10 знаків, ймовірність 

спотворення кожного з них дорівнює 0,2. Знайти: а) найімовірнішу 

кількість створених знаків; б) імовірність того, що буде спотворено 

три знаки; в) імовірність того, що буде  спотворено не менше 

чотирьох знаків. 

2.У трьох урнах лежать бiлi та чорнi кулi. У першiй урнi - 3 бiлих i 1 

чорна, у другiй - 6 бiлих i 7 чорних, у третiй - 9 бiлих i 1 чорна. З 

навмання взятої урни виймають одну кулю. Знайти ймовiрнiсть того, 

що вона бiла.  

3. В умовах попередньої задачi з навмання взятої урни дiстали бiлу 

кулю. Знайти ймовiрнiсть того, що це третя урна.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 36 

 

 

 

 

 

 

 

Лекція 5. Граничні теореми у схемі Бернуллі. Випадкові 

величини та функції розподілу 
 

 Розглянуто граничні теореми для біноміального розподілу, за 

допомогою яких досліджується поведінка біноміальних імовірностей 

при зростанні кількості випробувань. Розібрано ряд прикладів, 

илюструючих запроваджені поняття та формули. Запроваджується 

одне з центральних понять теорії ймовірностей – поняття випадкової 

величини та її функції розподілу. Розглянуті її властивості. 
 

Граничнi теореми для бiномiального розподiлу 
 

 У випадку, коли кiлькiсть випробувань n  стає достатньо 

великою (бiльше 100), обчислення ймовiрностей )k(pn  у 

бiномiальному розподiлi стає практично неможливим. Граничнi 

теореми для бiномiального розподiлу дають наближенi формули, за 

якими можна обчислювати бiномiальнi ймовiрностi )k(pn  при 

великих n .  

Теорема Пуассона  
 

 В цьому роздiлi розглядається наближена формула для 

обчислення бiномiальних iмовiрностей )k(pn , якою користуються 

при досить малих значеннях iмовiрностi успiху в схемi Бернуллi, 

тобто для подiй, що рiдко трапляються.  

 Розглянемо послiдовнiсть серiй випробувань Бернуллi. Нехай в  

n -й серiї вiдбуваються 1n   послiдовних незалежних випробувань, в 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor40
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor41
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor41
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor54
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor55
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor56
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_40nh0bq05ts2v01fe0nggbso5s82u01fd0nmgbvp00n0gbp85u02uq_
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кожному з яких iмовiрнiсть успiху дорiвнює 

)n,0const(n/pn   . Тодi має мiсце така теорема.  

  

 Теорема Пуассона. Якщо )k(pn - iмовiрнiсть k  успiхiв у серiї з 

n  випробувань Бернуллi, в кожному з яких iмовiрнiсть успiху 

дорiвнює n/ , то для ,...2,1,0k      

       


 e

!k
)k(plim

k

n
n

. 

 Доведення. Для ймовiрностi )k(pn  бiномiального розподiлу 

виконано:   
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 Теорему доведено.  
  

 Зауваження.  

 1. На практицi теоремою Пуассона користуються у формi 

наближеної рiвностi   ne
!k

)k(p
k
n

n
 

 , 

де ,...2,1,0k,npn  .  

2. Застосування теореми Пуассона є доцiльним для 01.0p   та 

1000n  i при умовi 10pn  . Похибка наближення бiномiальних 

iмовiрностей не перевищує 2np . А саме, має мiсце нерiвнiсть  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor42
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor39
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor40
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor40
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor42
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor42
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     2
k
n

n npe
!k

)k(p n 


. 

3. Набiр ймовірностей ,...2,1,0k,e
!k

k
n 

  називають розподiл 

Пуассона. Значення цих iмовiрностей приводяться у cпецiальних 

таблицях.  
  

 Приклад. З умов випуску лотереї вiдомо, що виграє 1/20 всiх 

бiлетiв. Скiльки треба купити бiлетiв, щоб iмовiрнiсть виграшу була 

не менше 0,99?  

 Придбання лотерейних бiлетiв можна розглядати як незалежгi 

випробування, в кожному з яких iмовiрнiсть успiху (виграшу) 

дорiвнює 20/1p  . Оскiльки ймовiрнiсть успiху мала, то можна 

застосувати наближення Пуассона до бiномiальної формули: 

ймовiрнiсть того, що з n  придбаних бiлетiв виграє k , дорiвнює: 

  e
!k

)k(p
k
n

n , де .np  При 0k   ця формула дає ймовiрнiсть того, 

що жоден бiлет не виграє:  e)0(pn , тому ймовiрнiсть того, що 

принаймнi один бiлет виграє, дорiвнює  e1 . Отже, треба знайти 

таке  , щоб виконувалась нерiвнiсть  

99.0e1    

 Звiдси знаходимо: 6,4 . Таким чином, 6,4np  , звiдки 

92p/6,4n  .  

Локальна теорема Муавра - Лапласа 

 

 Розглянемо ще одну граничну теорему для бiномiального 

розподiлу. Теорема Пуассона має мiсце для випадку малих значень 

np . У випадку, коли np  велике, мають мiсце теореми Муавра-

Лапласа.  
 

Локальна теорема Муавра-Лапласа 
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 Нехай в кожному з n  незалежних випробувань iмовiрнiсть 

"успiху" однакова i дорiвнює  1p0p  . Тодi для Cx,
npq

npk
x kk 


 , 

де С - деяка стала,  )x()k(pnpqlim k1,0n
n




, 

де 2

x

1,0

2

e
2

1
)х(






  - щiльнiсть стандартного нормального 

розподiлу.  
  

 Зауваження. 1. Щiльнiсть стандартного нормального 

розподiлу - це функцiя, значення якої обчислено i зiбрано у вiдповiдну 

таблицю. Для достатньо великих n  для обчислення )k(pn  можна 

користуватись таблицями щiльностi стандартного нормального 

розподiлу в такому виглядi  












 


npq

npk

npq

1
)k(p 1,0n  . 

2. Похибка апроксимацiї в теоремi спадає як n/C , де С -деяка стала. 

Найкраще наближення становить при 2/1qp  . Використання 

теореми є доцiльним при 100n   та 20npq  .  

 Приклад. Банк обслуговує кредитнi картки 6000 клiєнтiв, для 

кожного з яких iмовiрнiсть перевищити кредит на протязi тижня 

дорівнює 6/1 . Знайти ймовiрнiсть того, що на протязi тижня 

перевищать кредит 900 клiєнтiв.  

 В цьому прикладi 6/5q,6/1p,900k,6000n  , тому 

87,28npq  , 46.3xk  . 

 Звiдси 00034.0)k(pn  . 

 

Iнтегральна теорема Муавра - Лапласа  
 

 При розв'язаннi практичних задач часто виникає необхiднiсть 

обчислювати суми вигляду )k(p2

1

kk
kk n




. Безпосереднє обчислення 

таких сум, навiть при застосуваннi локальної теореми Муавра - 

Лапласа, є дуже громiздким, а iнодi практично неможливим. Крiм 

того, при додаваннi великої кiлькостi наближених значень )k(pn  
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можуть утворюватись значнi похибки. Такi суми доцiльно 

обчислювати за допомогою iнтегральної теореми Муавра-Лапласа.  
 

Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа  

 Нехай n  - кiлькiсть успiхiв в n  незалежних випробуваннях, в 

кожному з яких iмовiрнiсть успiху дорiвнює  1p0p  . Тодi для 

довiльних чисел а i )ba(b   має мiсце спiввiдношення:  

dxe
2

1
b

npq

np
aPlim

b

a

2

x

n

n

2
















 


. 

 Зауваження.  

1. Права частина твердження теореми є рiзницею значень функцiї 

Лапласа в точках а та b :  ),a()b(dxe
2

1 b

a

2

x2





 

де )x(  - функцiя Лапласа. Значення функцiї Лапласа приведено у 

таб. 

2. Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа застосовується в тих самих 

випадках, що i локальна теорема в виглядi наближеної рiвностi.  

 












 














 


npq

npk

npq

npk
kkP 12

2n1   

 

 Приклад. Нехай деяка партiя товарiв мiстить 0,8% браку. 

Знайти ймовiрнiсть того, що серед 5000 навмання вибраних виробiв з 

цiєї партiї число бракованих менше вiд 60 .  

Вибiр окремих виробiв можна розглядати як послiдовнi 

випробування. Iмовiрнiсть вибору бракованого виробу дорiвнює 

008.0p  ; число випробувань 992.0q;5000n  . Нехай n  - число 

бракованих виробiв серед 5000 вибраних. Тодi за попередньою 

рiвнiстю маємо  

  


























992.0008.05000

008.050000

992.0008.05000

008.0500060
600P n  

9992.0)32.6()16.3()32.6()16.3(  . 
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3. Нехай задано довiльне число 0 . Знайдемо за допомогою 

iнтегральної теореми Муавра-Лапласа ймовiрнiсть нерiвностi 




 p
n

n . 

 Очевидно, 

 


































pq

n

npq

np

pq

n
P

n

np
Pp

n
P nnn 








 

З iнтегральної теореми Муавра-Лапласа отримаємо  

























pq

n
2p

n
P n 


. 

A. Ця формула дає можливiсть обчислити ймовiрнiсть того, що 

частота подiї (успiху) вiдхилитися вiд її ймовiрностi не бiльше нiж  , 

при заданих n  i  .  

B. Побудуємо за допомогою отриманої рiвностi iнтервал, в якому 

знаходиться ймовiрнiсть подiї (успiху). Знайдемо таке 0 , щоб для 

10    виконувалась нерiвнiсть  











 p
n

P n . 

 Користуючись таблицею значень функцiї Лапласа, знайдемо 

таке t , щоб  )t(2 L . Тодi маємо t
pq

n
 . 

 Звiдки     
n

pq
t . 

 Отже,    









n

pq
tn/p

n

pq
tn/P nn . 

 Далi, так як 1p0   та p1q  , легко переконатися, що 

4/1pq  . Тодi    









n2

t
n/p

n2

t
n/P nn . 

 Отриману нерiвнiсть називають довiрчим iнтервалом для 

ймовiрностi успiху. Ця нерiвнiсть означає, що з iмовiрнiстю не 
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меншою   ймовiрнiсть успiху лежить у межах вiд 
n2

t
n/n   до 

n2

t
n/n  .  

C. Нехай тепер заданi числа 0  i 10   . Треба знайти найменше 

число випробувань n , для якого     pn/P n . 

 Аналогiчно попередньому, знайдемо таке t , щоб  )t(2 . Тодi  

2

2 pqt
n


 . 

 

Випадковi величини та функцiя розподiлу  
 

 В цьому модулi вивчається одне з основних понять теорiї 

ймовiрностi - поняття випадкової величини. Випадкову величину 

будемо розглядати як змiнну, значення якої залежать вiд випадку. 

Отже, мова йтиме про функцiю, значення якої визначаються 

результатами стохастичного експерименту, тобто залежать вiд 

елементарних подiй   з простору  .  
  

 Означення. Випадковою величиною називають функцiю 

   , визначену на просторi елементарних подiй  .  

 Почнемо з прикладiв.  
  

 Приклади.  

1. Нехай Василь та Петро грають в "орлянку", тобто пiдкидають 

монету. Якщо випадає "герб", то Петро платить Василю одну гривню, 

якщо "решка", тодi Василь платить Петру гривню. Нехай випадкова 

величина -- виграш Петра. Простiр елементарних подiй  Р,Г . 

Тодi   1 , якщо випала "решка" ( Р ), та   1 , якщо випав 

"герб" ( Г ).  

2. Нехай пiдкидається гральний кубик. Назвемо випадковою 

величиною число очок, що випало при киданнi. Тут простiр 

елементарних подiй  61 ,..., , ( i  - випадання гранi в i  очок), а 

  ii  , тобто кожному киданню кубика поставимо у вiдповiднiсть 

число очок.  
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3. Розглянемо послiдовнi випробування в схемi Бернуллi. Простiр 

елементарних подiй - послiдовнiсть невдач та успiхiв в n  

випробуваннях. Тут випадкова величина   n   - є кiлькiстю успiхiв 

в n  випробуваннях; n  може набути будь-якого значення вiд 0 до n .  

 В наведених прикладах випадковi величини приймали цiлi 

значення. Розглянемо iншi приклади.  

4. Стрiлець робить один пострiл по мiшенi. Простiр елементарних 

подiй   - множина всiх точок площинi мiшенi. Для кожної точки 

  введемо випадкову величину    як вiдстань вiд   до певної 

точки мiшенi, наприклад, до центру. В цьому випадку   може 

набувати будь-якого невiд'ємного значення, обмеженого розмiром 

мiшенi.  

 Вiдповiдно до множини значень (вона може бути скiнченною, 

злiченною або незлiченною) випадковi величини бувають рiзних типiв 

- дискретнi, абсолютно неперервнi та змiшаного типу.  

 Найповнiшою характеристикою випадкової величини є її функцiя 

розподiлу.  
 

 Oзначення. Функцiєю розподiлу випадкової величини    

назвемо функцiю    ),(x,x)(:P)x(F    

  

 Приклад. Знайдемо функцiю розподiлу для виграша у грi в 

"орлянку" з рiвними ймовiрностями виграшу та програшу. Якщо 

1x  , то 0)x(F  ; якщо 1x1  , то 2/1)x(F  ; якщо 1x  ; то 

1)x(F  .  

Властивостi функцiї розподiлу 
 

1. Для будь-яких 2121 xx,x,x   

  )()( 1221 xFxFxxP    

 Ця рiвнiсть є очевидним наслiдком третьої аксiоми ймовiрностi 

та рівності         2112 xxxx   . 
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2. Функцiя розподiлу є неспадною, тобто, якщо 21 xx  , то 

)x(F)x(F 21   . Ця властивiсть випливає з попередньої властивостi i 

того, що ймовiрнiсть є невiд'ємним числом.  

3. Функцiя розподiлу неперервна злiва: )x(F)0x(F   , 

де )u(Flim)0x(F
xu  

 . 

4. 0)x(Flimx   . Дiйсно,    0:P)x(Flimx   , 

оскiльки подiя    :  є неможливою.  

5. 1)x(Flimx   . Дiйсно,    1:P)x(Flimx    

оскiльки подiя    :  є вiрогiдною.  

 

 

 

 

Запитання для самоконтролю 

 

1. Серед студентів факультету 60% хлопців. Знайти імовірність того, 

що серед 100 студенів буде від 55 до 65 хлопців? 

2. Поясніть поняття випадкової величини.  

3. На які типи діляться випадкові величини за множиною значень?  

4. Сформулюйте означення та властивості функції розподілу.  

5. Розв'яжiть наступнi задачi:  

1) Пейджингове повiдомлення складається з десяти знакiв. 

Iмовiрнiсть спотворення одного знака дорiвнює 0,6. Знайти 

ймовiрностi того, що: а)повiдомлення буде передано без спотворень; 

б) буде рiвно три сптворення; в) буде не бiльше трьох спотворень.  

2) На факультетi навчається 1095 студентiв. Iмовiрнiсть народження 

кожного студента в даний день 1/365. Знайти найiмовiрнiше число 

студентiв, що народились 1 сiчня.  

3) Комп'ютерна мережа складається з 1000 комп'ютерiв. Вiрус вражає 

комп'ютер з iмовiрнiстю 0,008. Знайти ймовiрнiсть того, що: а)буде 

вражено рiвно 10 комп'ютерiв; б) буде вражено вiд 3 до 20 

комп'ютерiв. Знайти ймовiрнiсть того, що це третя урна. 
 

 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor56
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Лекція 6. Дискретні та абсолютно неперервні випадкові 

величини. Основні спціальні розподіли 
 

 Розглянуто дискретні та абсолютно неперервні випадкові 

величин, вводиться поняття щільності випадкової величини, 

розглянуто властивості функції розподілу та щільності. Наведено ряд 

прикладів найбільш типових розподілів. 
 

Дискретнi випадковi величини  
 

 Означення. Випадкова величина називається дискретною, якщо 

значення, яких вона набуває, утворюють скiнченну або злiченну 

множину.  

 Основною характеристикою дискретної випадкової величини є її 

розподiл.  
  

 Означення. Нехай дискретна випадкова величина   набуває 

значень ,...2,1k,xk  , причому ймовiрностi набуття цих значень 

 ,xPp kk    ,...2,1k  . Тодi значення випадкової величини kx  та 

вiдповiднi ймовiрностi ,...2,1k,pk   назвемо розподiлом дискретної 

випадкової величини.  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor105
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_j0nh0bq05ts2u01f40nl0brg5s82u0805s82ua1fb0nk0bto5t02uq_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_e0ni0bq05u42uk1fg0nigbsg5tk2u0805s82ug1ff0ng0bp05t82us_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor108


 46 

 Розподiл дискретної випадкової величини зручно задавати у 

виглядi таблицi:  













...p...pp

...x...xx

n21

n21
 

 Зрозумiло, що ймовiрностi kp мають задoвольняти умовi: 

       1p
1k

k 


. 

 Функцiя розподiлу дискретної випадкової величини визначається 

наступним чином:    .p)x(F
1k

k


   

 З означення функцiї розподiлу випливає, що її графiк має вигляд 

"сходiв" ( див. рис. 2 ).  

 Розглянемо приклади найважливiших дискретних розподiлiв.  

1. Бiномiальний розподiл. Нехай   n   -кiлькiсть успiхiв в n  

випробуваннях у схемi Бернуллi з iмовiрнiстю успiху p ;   приймає 

значення n,...1,0k,xk  ; knkk
nk qpCp  . Набiр iмовiрностей )k(pn  

може бути розподiлом випадкової величини:  


n

0x
n 1)k(p . 

 
Рис. 2 

   

2. Геометричний розподiл. Нехай    - кiлькiсть випробувань до 

появи першого успiху в схемi Бернуллi. У цьому випадку кiлькiсть 

випробувань не обмежена i простiр елементарних подiй  

 ,...HH,HY,Y . 

 Оскiльки випробування незалежнi, то pq)HY...n...H(P n . 

 Отже,    ...2,1,0k,pqk)(:Pp k
k    

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor59
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http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor44
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 Розподiл такої випадкової величини називають геометричним 

розподiлом. Оскiльки з формули суми нескiнченноспадної 

геометричної прогресiї випливає, що     









0k 0k

kk 1
q1

p
qppq , 

то геометричний розподiл є дiйсно ймовiрнiсним розподiлом. 

 Геометричний розподiл зустрiчається, наприклад, в такiй 

ситуацiї. Нехай деякий пiдприємець послiдовно звертається до рiзних 

банкiв для одержання кредиту. Кожен банк або дає кредит з 

імовірністю р, або не дає з iмовiрнiстю q . Тодi кiлькiсть звернень 

пiдприємця до банкiв до першого отримання кредиту є випадкова 

величина з геометричним розподiлом .  
 

Вiдсутнiсть пiслядiї для геометричного розподiлу  
 

 Нехай випадкова величина   має геометричний розподiл. Тодi, 

для довiльних Nm,n   

 
 

 







nP

n,mnP
n/mnP




  

 
 

 mPpq
pq

q

kP

mnP m

nk
k

mn

nk





 














. 

 Ця рiвнiсть означає, що умовна ймовiрнiсть того, що до появи 

першого успiху буде зроблено mn   випробувань, при умовi, що їх 

вже зроблено n , дорiвнює ймовiрностi того, що до появи успiху буде 

зроблено m  випробувань.  

 В розглянутiй вище iнтерпретацiї з отриманням кредиту 

отримана рiвнiсть означає, що умовна ймовiрнiсть того, що кiлькiсть 

звернень дорiвнюватиме mn  , якщо вiдомо, що була вже 1n   

вiдмова, спiвпадає з безумовною ймовiрнiстю того, що кiлькiсть 

звернень дорiвнюватиме рівно m .  

 Зауважимо, що серед дискретних розподiлiв цю властивiсть має 

лише геометричний розподiл.   

3. Розподiл Пуассона. Випадкова величина    має розподiл 

Пуассона з параметром 0 , якщо вона набуває значень 0, 1, 2… з 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor55
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http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor63
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http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor45
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iмовiрностями       ,...1,0k,
!k

e
kP,kp

k




  

 Легко переконатись, що це ймовiрнiсний розподiл. Дiйсно, для  

довiльного 0),k(p,0k    i  

     1ee
!k

e
!k

e
),k(p

0k

k

0k 0k

k

  

















 
 . 

 

Абсолютно неперервнi випадковi величини 
 

 Означення. Випадкова величина називається абсолютно 

неперервною, якщо iснує така невiд'ємна iнтегровна функцiя  )u(p , 

),(u   що функцiю розподiлу можна представити у виглядi  

  


x

,x,du)u(p)x(F  . 

 Функцiю )u(p  називають щiльнiстю розподiлу.  

 

Властивостi щiльностi розподiлу 

1. За означенням   ,u,0)u(p .  

2. Оскiльки 1)(F  , то 1du)u(p 



 . 

3. Якщо x - точка неперервностi щiльностi, то )x(F)х(p   . 

4. З означення функцiї розподiлу випливає, що   
b

a

du)u(pbaP  . 

5. Iмовiрнiсть того, що абсолютно неперервна величина приймає 

якесь одне фiксоване значення, дорiвнює 0. Дiйсно,  

    0du)u(plimCCPlimCP
C

C0c0c





 . 

 Розглянемо приклади розподiлiв найбiльш важливих абсолютно 

неперервних випадкових величин.  

1. Рiвномiрний розподiл. Рiвномiрним розподiлом на вiдрiзку  b,a  

називають розподiл зi щiльнiстю 
 

 











b,au,0

b,au,
ab

1

)u(p . 

 Оскiльки 0)u(p   i  







b

a

1du
ab

1
du)u(p  , 
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то )u(p  - дiйсно є щiльнiстю.  

 
Рис. 3 

 Функцiя розподiлу рiвномiрно розподiленої випадкової 

величини дорiвнює:   
























bx,1

b,ax,
ab

ax

;ax,0

)x(F . 

 Графiки щiльностi та функцiї розподiлу зображенi на рис.3 

Прикладом рiвномiрно розподiленої випадкової величини може бути 

випадкова похибка, яка виникає при округленнi результатiв 

рiзноманiтних розрахункiв. 

2. Показниковий розподiл. Показниковим розподiлом з параметром 

0  називають розподiл зi щільністю  

     











0u,0

0u,e
)u(p

u




. 

 Оскiльки  

    0)u(p   i 1duedu)u(p
0

u 








   , 

то )u(p  - дiйсно є щiльнiстю.  

 Функцiя розподiлу показникової випадкової величини дорiвнює:  










 0x,e1

;0x,0
)x(F

x . 

Графiки щiльностi та функцiї розподiлу зображенi на рис.4  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_q0nngbrg5t82u01f70nmgbq05t82us1f20nk0bq900no0brg5ss2uu_
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 Прикладом випадкової величини, яка має показниковий 

розподiл можна вважати час iснування невеликих приватних 

пiдприємств. 

 
Рис. 4 

  3. Нормальний (гауссiв) розподiл. Нормальним розподiлом з 

параметрами а та 2  (позначається  2,aN~  ) називають розподiл зi 

щiльнiстю:   

    

 

 



,u,e
2

1
)u(p

2

2

2

au





 

 Детальнiший розгляд нормального розподiлу можна знайти у 

лекції 13.  

 Зауваження. Окрiм дискретних та абсолютно неперервних 

випадкових величин зустрiчаються випадковi величини, якi 

приймають одночасно дискретнi значення та значення з деякої 

неперервної множини. Пояснимо це поняття на прикладi.  
 

 Приклад. Нехай   - це час роботи в роках до замiни касового 

апарату, щiльнiсть якої задається формулою  

     













1u,0

1u,
u

2

)u(p 3
 . 

 Вiдомо, що через 4 роки касовий апарат замiнюють, навiть якщо 

вiн не зламався. Очевидно, що для всiх 4u   щiльнiсть   дорiвнює 

)u(p  i задає розподiл абсолютно неперервної компоненти. Пiсля 

того, як апарат вiдпрацював 4 роки,   приймає значення 4 з певною 
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ймовiрнiстю i стає по сутi дискретною величиною. Знайдемо 

ймовiрнiсть, з якою випадкова величина приймає значення 4.  

   


4
3 16

1
du

u

2
4P  . 

 

Запитання для самоконтролю 

 

1. Пояснiть поняття розподiлу дискретної випадкової величини.  

2. Пояснiть поняття абсолютно неперервної випадкової величини.  

3. Дайте означення щiльностi розподiлу випадкової величини. 

Наведiть її властивостi.  

4. Розв'яжiть наступнi задачi:  

1) Розподіл кількості   цегли на складі є наступним:   1.00P  ; 

  1.05000P  ;   2.01000P  ;   4.020000P  ;   2.030000P  . 

 Знайти функцiю розподiлу, побудувати її графiк та знайти 

ймовiрнiсть  250006000P  .  

2. Випадкова величина   має таку щiльнiсть розподiлу:  

 
















3u,0

;3,0u,Au

;0u,0

)u(p  

 Знайти сталу А, функцiю розподiлу )x(F , побудувати її графiк 

та знайти ймовiрнiсть )42(P   . 

3. Випадкова величина   має таку щiльнiсть розподiлу:  










)2,0(u,0

;2u0),1u2/1(A
)u(p  

 Знайти сталу А, функцiю розподiлу )x(F , побудувати її графiк 

та знайти ймовiрнiсть )11(P   .  
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Лекція 7. Випадкові вектори, їх розподіли та зв’язки між 

випадковими величинами 
 

 В цій лекції запроваджено поняття коваріації та коефіцієнта 

кореляції, як основних числові характеристики, що характеризують 

залежність між випадковими величинами. Наводяться їх 

найважливіші властивості. Запроваджено основні числові 

характеристики випадкових векторів 
 

Функцiя розподiлу випадкового вектора  
 

 Нехай   та   - двi випадковi величини, заданi на одному 

просторi елементарних подiй. Тодi кожнiй елементарнiй подiї   

можна поставити у вiдповiднiсть двовимiрний випадковий вектор 

     , . Для довiльних x та y розглянемо випадкову подiю  

         y,x:   . 

 Означення. Функцiєю розподiлу випадкового вектора, або 

сумiсною функцiєю розподiлу двох випадкових величин   ,  

(позначається )y,x(F ) називається така ймовiрнiсть  

  y)(,x:P)y,x(F    

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor165
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor55
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor1
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor79
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor79
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_u0nh0bq05ts2u01f40nl0brg5s82u0805ts2us1f40mpgbvp004kg_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor80
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor170
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для ),(y),,(x  .  

 Функцiї розподiлу випадкового вектора притаманнi наступнi 

властивостi:  

1) Функцiя )y,x(F  - неспадна функцiя кожного зi своїх аргументiв.  

2) Функцiя )y,x(F  - неперервна злiва по кожному зi своїх 

аргументiв.  

3) 0)y,x(Flim)y,x(Flim ,y,x    . Властивостi 1-3 цiлком 

аналогiчнi властивостям 2-4 одновимiрної функцiї розподiлу.  

4) );y(F)y,x(Flim ,x    ).x(F)y,x(Flim ,y    Дiйсно, 

 
 

  y,)(:P

y)(,x)(:Plim)y,x(Flim y,x



 




 

5) 1)y,x(Flim ,yx   . Ця властивiсть також цiлком аналогiчна 

властивостi 5 функцiї розподiлу випадкової величини. 

6) Iмовiрнiсть попадання випадкової точки площини з координатами 

  ,  в прямокутник зi сторонами, що паралельнi осям координат, 

може бути обчислена за допомогою функцiї розподiлу за формулою  

  )c,b(F)d,a(F)d,b(F)c,a(Fd)(c,b)(а:P ,,,,  

 Ця властивiсть є очевидним узагальненням властивостi 1 функцiї 

розподiлу випадкової величини .  

 

Дискретнi випадковi вектори 
 

 Нехай   та   - двi дискретнi випадковi величини, якi мають 

розподiли  








...ppp

...xxх

n21

n21




 та  









...qqq

...yyy

n21

n21




. 

 Тодi можна розглянути подiї    1j,1i,y)(,x)(: ji   ,  

iмовiрнiсть яких будемо позначати так:  

   1j,1i,y,x)(:Pp iiij   . 

 

 Означення. Набiр значень випадкових величин ii y,x  разом iз 

iмовiрностями 1j,1i,pij   називають розподiлом дискретного 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor80
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor172
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor82
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor82
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_e0ni0bq05u42uk1fg0nigbsg5tk2u0805s82ug1ff0ng0bp05t82us_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_70no0brg5ss2uu1fe0ni0bco5tcg0bp05t02v21fa0no0bp85u82uq_
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випадкового вектора, або сумiсним розподiлом двох дискретних 

випадкових величин.  

 Розподiлу випадкового вектора, очевидно, притаманнi наступнi 

властивостi:  

1) 1j,1i,0pij  ;  

2)    1pij1j1i ; 

3) Для кожного фiксованого і маємо:  

        1i,px:Py,x:Pp ii
1i 1j

jiij   
 

  

 Аналогiчно для фіксованого j :  1j,qp j
1i

ij  


. 

 

 Приклад. Нехай у деякому невеликому мiстi живе 1000 

дорослих мешканцiв та iснує двi банкiвськi установи, з яких першою 

користується 300 дорослих мешканцiв, другою - 400 i 100 

користується обома. Нехай деяка родина складається з чоловiка та 

жiнки. Нехай   - кiлькiсть рахункiв, вiдкритих чоловiком,   - 

дружиною. Тодi ми маємо двовимiрний випадковий вектор   , , 

кожна компонента якого може приймати значення 0,1,2. Знайдемо 

розподiл цього вектора, вважаючи вiдкриття рахункiв чоловiком та 

дружиною незалежними подiями. Оскiльки 400 осiб не користуються 

банками, то     .
25

4

5

2

5

2

1000

400

1000

400
0,0P    

 Так як 500 осiб користуються одним банком, то  

  .
5

1

5

1

5

2

1000

500

1000

400
1,0P    

 Так як 100 осiб користуються двома банками, то  

  .
25

1

10

1

5

2

1000

100

1000

400
2,0P    

 Аналогiчно обчислюються iншi ймовiрностi. Занесемо цi 

результати у таблицю. Перший рядок та стовпець - це значення 

випадкових величин, решта, крiм останнього стовпця та останнього 

рядка - ijp , останнiй стовпець - jq  дорiвнює сумi по рядках, останнiй 

рядок -  ip  дорiвнює сумi по стовпцях  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_70no0brg5ss2uu1fe0ni0bco5tcg0bp05t02v21fa0no0bp85u82uq_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_n0nmgbp85ss2u01fb0nigbpg5tk2r6805ts2us1f40mpgbfp004kg_
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 \  0 1 1 iq  

0 0.16 0.2 0.04 0.4 

1 0.2 0.25 0.05 0.5 

2 0.04 0.05 0.01 0.1 

jp  0.4 0.5 0.1  

 

Абсолютно неперервнi випадковi вектори  
 

 Нехай   та   - двi абсолютно неперервнi випадковi величини, якi 

мають щiльностi )х(p  та )x(p  вiдповiдно.  

 

 Означення. Назвемо щiльнiстю випадкового вектора, або 

сумiсною щiльнiстю двох випадкових величин iнтегровну невiд'ємну 

функцiю ),(y),,(x),y,x(p   таку, що  


 yv,xu:)v,u(

dudv)v,u(p)y,x(F  . 

 З означення зрозумiло, що щiльнiсть у точках її неперервностi 

можна обчислити так:  
yx

)y,x(F
)y,x(p

2







 . 

 З означень функцiї розподiлу випадкового вектора та щiльностi 

випадкового вектора випливають наступнi властивостi щiльностi:  

1) ),(y),,(x,0)y,x(p  ; 

2)   






1dudv)v,u(p ; 

3)          d,c,b,a:P   
b
a

d
c

dudv)v,u(p ; 

4) Для довiльної областi        dudvv,upD,:P:RD
D

2
  ; 

5) Щiльностi розподiлу випадкових величин   та   дорiвнюють:  

  



,u,dv)v,u(p)u(p  ; 

  



,v,du)v,u(p)v(p  . 

 

 Приклад. Для виплат банк може використовувати власнi 

ресурси. Якщо не вистачає власних, то використовуються кредитнi 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor180
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_40ng0bo85u42us1fb0nv0bsg5tk2us805tk2ua1ff0nigbs05sk2v0_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor182
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor183
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ресурси. Власнi та кредитнi ресурси - випадковi величини   та   

вiдповiдно. Сумiсна щiльнiсть   та   задається наступним чином:  

 
 









T,0y,x,0

T,0y,x),ух(С
)y,x(p . 

Знайти сталу С та ймовiрнiсть того, що банк може виплатити суму Т. 

Оскiльки      






T
0

T
0

dudv)vu(Cdudv)v,u(p1   

 






























T
0

3
332

,CT
2

T

2

T
CduuT

2

T
C  

то 
3T

1
C  . Далi, шукана ймовiрнiсть є 

    
 T,0v,u,Tvu

dudv)vu(CTР     
T

0
uT

03
dudvvu

T

1
 

 
 













 


T
0

2
2

3 3

1
du

2

uT
uTu

T

1
. 

 Приклад. Випадковий вектор   ,  називається рiвномiрно 

розподiленим в областi 2RD  , якщо щiльнiсть розподiлу для нього 

дорiвнює     









D)y,x(,0

D)y,x(,С
)y,x(p . 

 Знайдемо величину сталої С. Позначимо через )D(S  площу 

облаcтi D  i, згiдно з властивiстю щiльностi 2, дiстанемо  

    




 D

)D(CSCdxdydxdy)y,x(p1  . 

 Звiдси   
)D(S

1
C  . 

 Далi, якщо DG , то за властивiстю (4) щiльностi  

   
G )D(S

)G(S
)G(CSCdxdyG),(Р  . 

 Тобто ймовiрнiсть влучення точки в область DG  дорiвнює 

вiдношенню площ областей G  та D . 
 

Розподiли вищої розмiрностi 
 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor89
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 Розглянутi вище сумiснi розподiли пар дискретних або 

неперервних випадкових величин цiлком природньо узагальнюються 

у випадках багатьох випадкових величин.  
 

 Означення. Розподiлом дискретного - вимiрного вектора 

 n1 ,...,   називається набiр iмовiрностей 

  
n1 ini1 x)(,...,x:P   , 

та значень 
n1 ii x,...,x  для 1i,...,1i n1  . 

 Аналогiчно вводяться – п вимiрна функцiя розподiлу:  

   nn11n1,..., x,...,xPx,...,xF
n1

   

та, у випадку абсолютно неперервних випадкових величин, п - 

вимiрна щiльнiсть  
n1 ,..., n1 u,...,u :  

   
 
1 n

n1n1

x
n1

x
n1,...,n1,..., du,...,du)u,...,u(f...x,...,xF  . 

 Для вищої розмiрностi функцiя розподiлу та щiльнiсть мають 

властивостi аналогiчнi властивостям розподiлу пари випадкових 

величин. Тому приводити їх окремо недоцiльно.  
 

Незалежнi випадковi величини 
 

 Означення. Дискретнi випадковi величини n1 ,...,  називаються 

незалежними випадковими величнами, якщо для будь-яких 
Rx,...,x n1   

     nn11nn11 xP...xPx,...,xP   . 

 Означення. Абсолютно неперервнi випадковi величини n1 ,...,  

називаються незалежними випадковими величинами, якщо для будь-

яких  Ru,...,u n1   

)u(f...)u(f)u,...,u(f n1n1,..., n1n1   . 

 Зрозумiло, що i сумiсна функцiя розподiлу незалежних 

випадкових величин дорiвнює добутку функцiй розподiлу компонент  

)u(f...)u(f)u,...,u(f n1n1,..., n1n1   . 

 

Запитання для самоконтролю 
 

1. Пояснiть поняття випадкового вектора.  

2. На якi типи можна подiлити випадковi вектори за множиною 

значень?  

3. Сформулюйте означення функцiї розподiлу випадкового вектора.  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor188
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor188
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_40ng0bo85u42us1fb0nv0bsg5tk2us805tk2ua1ff0nigbs05sk2v0_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_20nmgbp85ss2u01fb0nigbpg5tk2r6805s82ug1ff0ng0bp05t82us_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_40ng0bo85u42us1fb0nv0bsg5tk2us805tk2ua1ff0nigbs05sk2v0_
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4. Пояснiть поняття розподiлу дискретного випадкового вектора.  

5. Пояснiть поняття абсолютно неперервної випадкової вектора.  

6. Дайте означення незалежних випадкових величин. Деталiзуйте його 

для дискретних та абсолютно неперервних величин.  

7. Розв'яжiть наступнi задачi:  

1. Високооктановий бензин родiляється на чотири групи за 

вiдхиленням октанового числа вiд стандарту на 0,1; 0,2; 0,3; 0,5 

вiдсотки (випадкова величина  ) та за вiдхиленням густини вiд 

стандарту при температурi  200С теж на чотири групи зi значеннями 

0,5; 1,0; 2,0; 2,5 (випадкова величина  ). Сумiсний розподiл величин 

  та   задається таблицею:  

 \  0,5 1,0 2,0 2,5 

0,1 0,01 0,03 0,04 0,02 

0,2 0,02 0,24 0,1 0,04 

0,3 0,04 0,15 0,08 0,03 

0,5 0,04 0,06 0,08 0,02 

 

а) Знайти закони розподiлу кожної компоненти; б) Знайти закон 

розподiлу компоненти  , при умовi, що 1.0 ; в) Встановити, чи 

залежнi величини   та  .  

2. Торгiвельний маклер зв'язаний з шiстьма фiрмами, з яких в даний 

момент часу три можуть бути постачальниками, а три споживачами 

певного продукту. Нi одна з фiрм не має якоїсь переваги над iншими. 

Маклер телефонує послiдовно у фiрми i шукає першого можливого 

постачальника, а потiм шукає першого можливого споживача товару. 

 Нехай   - кiлькiсть дзвiнкiв до у пошуках постачальника,  - у 

пошуках споживача. Знайти розподiл випадкового вектора   , .  

3. Менеджер по прийому на роботу провiв спiвбесiду з десятьма 

кандидатами на посаду менеджера по рекламi, в результатi якої 

четверо отримали вище п'ятидесяти балiв; троє вiд тридцяти до 

п'ятидесяти; решта меньше тридцяти. Директор фiрми навмання 

вибрав три результати тестування.  

 Нехай   - кiлькiсть результатiв бiльших нiж п'ятдесят балiв,   - 

кiлькiсть результатiв вiд тридцяти до п'ятидесяти. Знайти: а) закон 
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розподiлу випадкового вектору   , ; б) закони розподiлу кожної 

компоненти; в) iмовiрнiсть подiї  2,2   ;  

4. Випадковий вектор   ,  має рiвномiрний розподiл на 

прямокутнику  
  2y1;2x1:y,xD  . 

 Знайти: а) вираз для щiльностi розподiлу вектора   , ; б) вираз 

для функцiї розподiлу вектора   , ; в) iмовiрнiсть подiї  G),(  , 

де  

 5,2y5,1,5,1x5,0:)y,x(G  . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Лекція 8. Математичне сподівання випадкової велисини 
 

 В цій лекції запроваджуються основні числові характеристики 

випадкових величин, такі як математичне сподівання та дисперсія. 

Наводяться їх найважливіші властивості, розібрано багато прикладів 

обчислення математичного сподівання та дисперсії. Розглянуто 

нерівність Чебишова, її застосування та закони великих чисел. 
 

Математичне сподiвання  
 

 Почнемо з прикладу, який пояснює суть математичного 

сподiвання.  
 

 Приклад. Для розиграшу лотереї було випущено N  бiлетiв, з 

яких 1m  бiлетiв з виграшем 1x  грн., 2m  бiлетiв з виграшем 2x  грн., ..., 

nm  бiлетiв з виграшем nx  грн. Яка цiна бiлета, якщо сума грошей, 

виручених вiд продажу бiлетiв, дорiвнює сумi виграшiв ?  

 Якщо позначити шукану цiну бiлета через а, то за умовою  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor198
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nn2211 xm...xmxmNa  , 

звiдси    
N

xm...xmxm
a nn2211 
 , 

тобто цiна одного бiлета дорiвнює "середньому виграшу". Останню 

формулу можна записати iнакше. Покладемо 
N

m
p i

i   очевидно, що ip  

- це ймовiрнiсть того, що на вибранний навмання бiлет припаде 

виграш в ix  грн. Тодi цю формулу можна записати таким чином: 




N

1i
ii pxa . 

 Для цього виразу введено спецiальне позначення M  i назву - 

математичне сподiвання.  
 

 Означення. Математичним сподiванням дискретної випадкової 

величини з розподiлом  








...ppp

...xxх

n21

n21




 

називається число:       
1k

kk pxM , 

якщо  
1k

kk px .  

 

 Означення. Математичним сподiванням абсолютно 

неперервної величини   називають число: 



dx)x(xpM  , 

де )x(p  - щiльнiсть випадкової величини  , якщо iнтеграл в правiй 

частинi абсолютно збiжний.  

 Математичне сподiвання називають ще "середнiм значенням" 

випадкової величини.  

 Розглянемо приклади обчислення математичного сподiвання .  
 

 Приклади 1. Гра в "орлянку". Розглянемо гру в "орлянку" за 

умови, що     2/11P1P 11   . Тодi математичне сподiвання 

виграшу дорiвнює 02/1)1(2/11M  . 

2. Бiномiальний розподiл. Нехай   має бiномiальний розподiл з 

параметрами n  i p :   knkk
nn qpC)k(p  . 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor94
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 Тодi математичне сподiвання дорiвнює:  

  







n

0k

kn1kk
n

n

0k

knkk
n )p1(pC

n

k
np)p1(pkCM  

 



 











n

1k

kn1k
n

1k

kn1k )p1(p
)!kn()!1k(

)!1n(
np)p1(p

)!kn(!k

!n

n

k
np  

np)p1p(np)p1(pCnp)p1(pCnp 1n
1n

0k

1knkk
n

n

1k

kn1k1k
1n    










 . 

 Отже, npM  .  

3. Геометричний розподiл. Нехай   має геометричний розподiл з 

параметром р:      ...2,1,0k,pqkP k   

 Тодi математичне сподiвання дорiвнює:  

p

q

)q1(

qp

q1

1
qpqqpkpqppkqM

2
0k

k

0k

1k

0k

k 




























  













 . 

 Отже, p/qM  .  

4. Розподiл Пуассона. Нехай   має розподiл Пуассона з параметром 

 :       ...2,1,0k,
!k

e
kP

k




  

 Тодi математичне сподiвання дорiвнює:  










    


  













 ee
!k

e
)!1k(

ee
!k

kM
0k

k

1k

1k

0k

k

. 

 Отже,  M . Розглянемо абсолютно неперервнi розподiли.  

5. Рiвномiрний розподiл Нехай   - випадкова величина, яка має 

рiвномiрний розподiл на вiдрiзку  b,a . Тодi  













b
a

22

2

ab

)ab(2

ab
dx

ab

x
M . 

 Отже, 
2

ab
M


 .  

6. Показниковий розподiл. Нехай   - випадкова величина, яка має 

показниковий розподiл з параметром 0 . Тодi  





 1e

dueuedueuM

0

u
u

0 00

uu  




 
 . 
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 Отже, 



1

M  .  

7. Нормальний розподiл. Нехай   - випадкова величина, яка має 

нормальний розподiл з параметрами а та 2 . Тодi aM  . 

 Детальнiше див. лекцію 13.  

 Зауваження. Розглянемо обчислення математичного сподiвання 

випадкової величини, розподiл якої являє собою сумiш дискретного 

та неперервного розподiлiв. Звернемось до прикладу 4 з лекцію 6. 

Математичне сподiвання часу роботи касового апарату може бути 

обчислено наступним чином:  

 
4

3
1

16

4
du

u

1
24P4du

u

2
uM

4
1

4
12

   . 

 

Властивостi математичного сподiвання  
 

 Нехай для випадкових величин   та   iснують математичнi 

сподiвання М  та М .  

1. Якщо   1СР  , то СМ  . Дiйсно,   С1ССРСМ   . 

2. Якщо 0 , то 0М  . Дiйсно, якщо всi значення дискретної 

випадкової величини 1k,хk   - невiд'ємнi, то   0k kk 0pxМ .  

3.    MMM  , де   та   - деякi сталi.  

4. Якщо   , то  MM  . Дiйсно, оскiльки 0 , то, за 

властивiстю 2,   0M  , а, за властивiстю 3,    MMM  .  

5.  MM  . Дiйсно, за властивiстю модуля:  

 MpxpxpxM
0k

kk
0k

kk
0k

kk   


. 

 

 Приклад. Обчислимо за допомогою третьої властивостi 

математичне сподiвання у бiномiальному розподiлi. Нехай n  - число 

успiхiв у схемi Бернуллi. Нехай k  - випадкова величина, яка набуває 

значення 1, якщо у k - му випробуваннi випав успiх з iмовiрнiстю p , 

та - 0, якщо випала невдача з iмовiрнiстю q . Тодi  

      .... n1n    

 Очевидно, що pq0p1M i  . Отже, npMMM n1n   . 
 

Математичне сподiвання функцiї вiд випадкової величини 
 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_j0nm0bo05u82ua1fc0ng0bsg5t02ve1fd0nii01fh0nngbrg5sg2r6_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_j0nm0bo05u82ua1fc0ng0bsg5t02ve1fd0nii01fh0nngbrg5sg2r6_


 63 

 В багатьох задачах виникає потреба розглядати не саму 

випадкову величину  , а iншу величину  , значення якої залежать вiд 

значень величини  , тобто величина   є функцiєю вiд  ))(f(   .  

 Така задача виникає, наприклад, в такiй ситуацiї. Нехай   - 

рiчний прибуток громадянина, а  f  розмiр податкiв, якi вiн сплачує.  

 Якщо   є дискретною випадковою величиною з розподiлом  










...p...pp

...x...xx

n21

n21
, 

то випадкова величина )(f    має розподiл 










...p...pp

...)x(f...)x(f)x(f

n21

n21
. 

 Математичне сподiвання   дорiвнює в цьому випадку 


1k

kk p)x(fM  i   




dx)x(pxfM  , у випадку абсолютно 

неперервної величини.  
 

 Приклад. Нехай   рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [0,1] 

випадкова величина, нехай 2  . Тодi   
1

0

2

3

1
duuM . 

 Нехай ),(   дискретний випадковий вектор з розподiлом 

  1j,1i,y)(,x)(:Pp iiij   , а ),(g   деяка функцiя двох 

змiнних. Тодi можна розглянути випадкову величину ),(g   , а її 

математичне сподiвання обчислити так:  
 1i 1j

ijji p)x,x(gM . 

 Для абсолютно непервного вектора вiдповiдна формула має 

вигляд:     




dudv)v,u(pv,ugM  , 

де )v,u(p  - вiдповiдна сумiсна щiльнiсть.  

 Математичне сподiвання добутку незалежних випадкових 

величин  

 Нехай  ,  далi - незалежнi випадковi величини. Тодi 

математичне сподiвання їх добутку дорiвнює:  MMM  . 
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 Дiйсно, розглянемо випадок абсолютно неперервних величин. В 

цьому випадку )v(p)u(p)v,u(p   . Отже,  

    
















dudv)v(p)u(vpududv)v,u(vpuM   

 MMdv)v(updu)u(up  








. 

Аналогiчно ця рiвнiсть доводиться для дискретних випадкових 

величин.  
 

Запитання для самоконтролю 
 

1. Що таке математичне сподівання випадкової величини? Як воно 

обчислюється у випадках дискретно та абсолютно неперервно 

розподілених випадкових величин? 

2. Назвіть основні властивості математичного сподівання. 

3. Знайдіть математичне сподівання випадкових величин, заданих у 

задачах 4.1, 4.2, 4.3 запитань для самоконтролю до лекції 8. 
 

 

 

 

Лекція 9. Дисперсія та моменти вищих порядків випадкової 

величини. Нерівність Чебишова та закони великих чисел 
 

 Запроваджуються дисперсія та моменти вищих порядків 

випадкових величин наводяться основні властивості та приклади 

обчислення дисперсії. Розглянуто нерівність Чебишева, її 

застосування та закони великих чисел. 
 

Дисперсiя  
 

 Означення. Дисперсiя D  характеризує вiдхилення випадкової 

величини   вiд її середнього значення i дорiвнює 2)M(MD   . 

 Якщо розкрити квадрат пiд знаком математичного сподiвання, 

то отримаємо   ))M(M2(M)M(MD 222   

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor204
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22222 )M(M)M()M(2M    

 З iншого боку, безпосередньо за означенням, отримуємо для 

дискретної випадкової величини  
1k

k
2

k p)Mx(D    

I     




dx)x(p)Mx(D 2
 , 

для абсолютно непервної величини. Розглянемо приклади обчислення 

дисперсiї.  

1. Бiномiальний розподiл. Нехай   має бiномiальний розподiл з 

параметрами n  та p . Тодi  

 



n

0k

2knkk
n

22 )np()p1(pCk)M(MD   

 






n

0k

2knk )np(np)p1(p
)!kn(!k

!n
)1k(k  

 








n

2k

2kn2k2 )np(np)p1(p
)!kn()!2k(

)!2n(
p)1n(n  

 







2n

0k

22knkk
2n

2 )np(np)p1(pCp)1n(n  

npq)np(np)np(npp)1n(n 222  . 

 Отже, npqD  . 

2. Геометричний розподiл. Нехай   має геометричний розподiл з 

параметром p . Тодi  
0k

22222 )p/q(pqk)M(MD   

  




0k

2k

0k

2k2 )p/q(pkqq)1k(kpq  


















 2

3

2
22 )p/q(p/q

)q1(

pq
2)p/q(p/q

q1

1
pq  

.
p

q

p

)pq(q
p/qpq

22

22 


  

 Отже, .
p

q
D

2
  
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3. Розподiл Пуассона. Нехай   має розподiл Пуассона з параметром 

0 . Тодi    




0k

2
k

222 e
!k

k)M(MD 


   

  
















0k

222
k

2

2k

2

0k

k2k
2

!k
ee

!k
k

!2k
e 





  . 

 Отже, .D    

4. Рiвномiрний розподiл. Нехай   має рiвномiрний на [a,b] розподiл. 

Тодi   






 





b

a

22
22

2

ba
du

ab

u
)M(MD   

 
.

12

ab

4

bab2a

)ab(3

ab
22233 








  

 Отже, 
 

.
12

ab
D

2


   

5. Показниковий розподiл. Нехай   має показниковий розподiл з 

параметром  . Тодi  




0

2u222 /1dueu)M(MD    

 








 2

0

u

0

2u

0

u2 /1duue/2/1duueeu    

./1/1/2/1M/2 2222    

 Отже, D ./1 2  

6. Нормальний розподiл. Нехай   має нормальний розподiл з 

параметрами 2,а  . Тодi 2D   . 

 Детальнiше про знаходження дисперсiї нормального розподiлу 

див. лекцію. 
 

Властивостi дисперсiї 
 

1. Очевидно, що 0D  .  

2. Якщо C  (С - деяка стала), то 0D  . Дiйсно,  

0)CC(M)MCC(MDC 22  . 

3.  DC)C(D 2 . Дiйсно,  

   DC)]M(C[M)]C(MC[M)C(D 222  . 
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4. Якщо   та   - незалежнi випадковi величини, то  DD)(D  . 

 Дiйсно, скористаємось правилом обчислення математичних 

сподiвань незалежних випадкових величин  

 22 ))M()M((M))(M(M)(D   

,DD)M(M)]M)(M[(M2)M(M 22    

так як    0)M)(M(M   .  

 Ця властивiсть очевидним чином узагальнюється на випадок 

багатьох випадкових величин:  

 Нехай n1 ,...,  - незалежнi випадковi величини. Тодi  

     











n

1k
k

n

1k
k )(DD  . 

 Приклад. Обчислимо за допомогою четвертої властивостi 

дисперсiю випадкової величини, яка має бiномiальний розподiл. 

Аналогiчно мiркуванням прикладу з обчисленням математичного 

сподiвання з роздiлу 8.2 представимо кiлькiсть успiхiв в схемi 

Бернуллi n  у виглядi суми величин 1k,k  , якi набувають значеннь 

1, якщо випав "успiх" з iмовiрнiстю р, та - 0, якщо випала "невдача" з 

імовірністю q . Тодi                   n1n ...  . 

 Було показано, що pM k  . Тому  

   pqpp)M(MD 22
k

2
kk   . 

 Отже,    npqD...DD n1n   . 

 

 Означення. Величину D  називають середнiм квадратичним 

вiдхиленням.  
 

 Означення. Випадкова величина називається центрованою 

випадковою величиною, якщо її математичне сподiвання дорiвнює 0.  

 Отже, випадкова величина  M  є центрованою.  

 

 Означення. Випадкова величина називається нормованою 

випадковою величиною, якщо її дисперсiядорiвнює одиницi.  

 Для того щоб пронормувати випадкову величину треба її 

подiлити на середнє квадратичне вiдхилення. Отже, випадкова 
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величина 




D
 є нормованою. В свою чергу випадкова величина  






D

a
0


  є центрованою та нормованою.  

Нерiвнiсть Чебишова 
 

 Нерiвнiсть Чебишова встановлює залежнiсть мiж дисперсiєю 

випадкової величини та вiдхиленням випадкової величини вiд її 

середнього значення.  

 Нехай iснує D . Тодi для будь-якого 0є    

.
є

D
}єM{P

2


   

 Доведемо нерiвнiсть для випадку абсолютно неперервної 

величини.   








du)u(p)Mu(du)u(p)Mu()M(M 2
Mє

22




   

 


 


Mє

2 du)u(p)Mu(  
 22 є)Mu(:u

2 du)u(p)Mu(


  

 
 22 є)Mu(:u

22222 }єM{Pє}є)M{(Pєdu)u(pє


   

 Звiдси i отримуємо нерiвнiсть Чебишова .  
  

 Зауваження. Нерiвнiсть Чебишова виконується i для 

дискретних випадкових величин.  
 

 Приклад. Нехай у великiй партiї товару 40 % пiдробок. Яку 

кiлькiсть одиниць товару треба взяти, щоб з iмовiрнiстю, не меншою 

0,95, частина пiдробок становила вiд 38 % до 42 %?  

 Якщо вiдiбрано п одиниць товару,то ми можемо вважати, що 

маємо п повторних випробувань Бернуллi з р=0,4. Нехай п  - кiлькiсть 

одиниць бракованої продукцiї. Тодi n4.0npM n  ; n24.0npqD n  . 

Отже, нам треба знайти таке п, щоб виконувалась нерiвнiсть:  

05.002.04.0
n

P n 











. 

 Перепишемо цю нерiвнiсть в такому виглядi:  
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  05.0n02.0MP nn   . 

 Далi, за нерiвнiстю Чебишова,  

 
n

600

n0004.0

n24.0

)n02.0(

D
n02.0MP

22

n
nn 


 . 

 Отже, п слiд вибрати так, щоб  05.0
n

600
 . 

 Отримуємо 12000n  . Тому обсяг партiї товару повинен 

складати 12000 одиниць.  
 

Моменти випадкових величин  
 

 Означення. Моментом к-го порядку  Nk  випадкової 

величини   називається математичне сподiвання к-го ступеня 

випадкової величини:                   Nk,Mv k
k   . 

 Наприклад, математичне сподiвання - це перший момент: 

Mv1  . 

 При достатньо загальних припущеннях вiдносно випадкової 

величини її функцiя розподiлу однозначно визначається за допомогою 

всiх її моментiв. Наприклад, для нормальної випадкової величини 

математичне сподiвання та дисперсiя дорiвнюють: 

       1va  , 2
12

2 vv  . 

 Отже, оскiльки щiльнiсть та функцiя розподiлу однозначно 

визначаються через а та 2 , то вони однозначно визначаються через 

два перших моменти.  

 Далi до кiнця роздiлу будемо вважати, що iнтеграли та ряди 

збiгаються абсолютно.  

 Для дискретної випадкової величини k -й момент дорiвнює:  


1i

i
k
ik pxv . 

 Для абсолютно неперервної випадкової величини k -й момент 

дорiвнює:     




dx)x(pxv k
k  . 

 Означення. Центральним моментом k -го порядку  Nk  

випадкової величини   називається математичне сподiвання k -го 
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степеня вiдхилення випадкової величини вiд її математичного 

сподiвання:                      Nk,)M(M k
k   . 

 Наприклад, дисперсiя - це другий центральний момент:  

 D1  . 

 Зауважимо, що будь-який центральний момент n  виражається 

через моменти nk,mk  . Наприклад,  

 )vv3v3(M)v(M)M(M 3
1

2
1

2
1

33
1

3
3   

3
1213 v2vv3v  . 

 Для дискретної випадкової величини центральний к-й момент 

дорiвнює:                           
1i

i
k

ik pMx  . 

 Для абсолютно неперервної випадкової величини центральний 

k -й момент дорiвнює:  




dx)x(p)Mx( k
k  . 

 

Запитання для самоконтролю 

 

1. Сформулюйте означення дисперсiї випадкової величини. Як 

дисперсiя обчислюється у випадках дискретних та абсолютно 

неперервних випадкових величин?  

2. Сформулюйте основнi властивостi дисперсiї.  

3. Сформулюйте нерiвнiсть Чебишова.  

4. Дайте означення моментiв випадкових величин. Деталiзуйте його 

для дискретних та абсолютно неперервних величин.  

5. Розв'яжiть наступнi задачi:  

1) Знайдіть дисперсію випадкових величин у задачах 4.1, 4.2, 4.3 

(лекція 6).  

2) Випадкова величина   розподiлена рiвномiрно в iнтервалi ]2,0[  . 

Знайти щiльнiсть, функцiю розподiлу та математичне сподiвання та 

дисперсiю випадкової величини  cos .  

3) Добова потреба в електроенергiї в деякому населеному пунктi е 

випадкова величина, математичне сподiвання та дисперсiя якої 

дорiвнюють вiдповiдно 2000 квт-год. та 20000. Знайти за допомогою 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor102
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нерiвностi Чебишова ймовiрнiсть того, що найближчої доби потреба в 

електроенергiї складатиме 1500-2000 квт-год.  

4) Локальна комп'ютерна мережа складається з десяти незалежно 

працюючих комп'ютерiв. Iмовiрнiсть "зависання" кожного коп'ютера 

на протязi 12 год. роботи дорiвнює 0,05. За допомогою нерiвностi 

Чебишова оцiнити ймовiрнiсть того, що вiдхилення кiлькостi 

непрацюючих комп'ютерiв вiд середнього значення кiлькостi за 

модулем: а) не перевищує двох; б) не меньше двох.  

5) Дискретна випадкова величина задана розподiлом:  










1.02.06.01.0p

3210x

i

i
. 

 Знайти моменти та центральнi моменти першого, другого, 

третього та четвертого порядкiв.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Лекція 10. Числові характеристики систем випадкових величин. 

Коваріація та коефіцієнт кореляції 
 

 В цій лекції запроваджено поняття коваріації та коефіцієнта 

кореляції, як основних числові характеристики, що характеризують 

залежність між випадковими величинами. Наводяться їх 

найважливіші властивості. Запроваджено основні числові 

характеристики випадкових векторів. 
 

Коварiацiя двох випадкових величин 

 

 Нехай   та   - двi випадковi величини, заданi на одному 

просторi елементарних подiй О, для яких iснують  D,D,M,M .  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor231
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 Означення. Коварiацiєю двох випадкових величин   та   

називається число:    )]M(M[M),(Cov   . 

 Якщо розкрити дужки та обчислити математичне сподiвання 

функцiї вiд випадкового вектора, то бачимо, що  

   MMMMM),(Cov  

   MM(MMMMM2)M  . 

 

Властивостi коварiацiї двох випадкових величин 
 

 Безпосередньо з властивостей математичного сподiвання, 

отримуємо 

1) ),(Сov),(Cov   .  

2)  D),(Cov  .  

3) RC,C),,(Сov)C,C(Cov 2121   .  

4) R,),,(Cov),(Cov 212121   . 

5) Нехай   та   - незалежнi величини. Тодi 0),(Cov  . Це дiйсно 

так, оскiльки для незалежних випадкових величин  MM)(M  .  

 

Коефiцiєнт кореляцiї та його властивостi 
 

 Оскiльки коварiацiя двох випадкових величин може приймати 

значення вiд   до  , то використання її як мiри залежностi не є 

завжди зручним, що викликає запровадження коефiцiєнту кореляцiї.  

 Означення. Коефiцiєнт кореляцiї двох випадкових величин   

та   дорівнює   





DD

),cov(
),(  .  

 Коефiцiєнту кореляцiї притаманнi такi властивостi:  

1) Якщо випадковi величини   та   незалежнi, то 0),(  . Це 

випливає безпосередньо з означення коефiцiенту кореляцiї.  

2) 1),(1   . Дiйсно, оскiльки математичне сподiвання 

невiд'ємної випадкової величини завжди невiд'ємне, то при будь-

якому дiйсному t  виконується нерiвнiсть 

    0]MMt[M 2   , звiдки, розкриваючи дужки, дiстанемо:  

     0]MMt[M 2   ;         .(*)0D),cov(t2Dt 2    

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor106
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 У лiвiй частинi цiєї нерiвностi стоїть квадратний тричлен 

відносно t , вiн може бути невiд'ємним при всiх дiйсних t  тодi i тiльки 

тодi, коли його дискримiнант не є додатнiм, тобто  

     .0DD)],[cov( 2    

 Звiдcи (**),DD)],[cov( 2    що доводить потрiбне 

твердження.  

3) Коефiцiєнт кореляцiї мiж випадковими величинами   та   

дорiвнює +1 або -1 тодi i тiльки тодi, коли   та   зв'язанi лiнiйною 

залежнiстю: ca   ; при цьому   









0a,1

,0a,1
)a(sign),(  . 

 Доведемо це. Нехай 1),(  ; це означає, що в нерiвностi (*) 

стоїть знак рiвностi, тобто дискримiнант квадратного тричлена в лiвiй 

частинi (**) є нуль. Тодi цей тричлен має двократний дiйсний корень:  

 




D

,cov
at  , 

тобто       .0)M(MaM
2
   

 Цю рiвнiсть можна записати так:   0)a(MaM
2
   або  

0)a(D  . 

 Але дисперсiя може дорiвнювати нулю тiльки для випадкової 

величини, яка з iмовiрнiстю одиниця набуває певного сталого 

значення c. Звiдси: ca  , отже, ca    з iмовiрнiстю одиниця. 

При цьому з відповідної рiвностi випливає, що числа а i ),(сov   

мають однаковi знаки, тому )a(sign),(  .  

 Навпаки, нехай   i   зв'язанi лiнiйною залежнiстю ca   . 

Покажемо, що 1),(  , тобто в нерiвностi (**) стоїть знак рiвностi. 

Це можна перевiрити безпосереднiм обчисленням: оскiльки ca   , 

то caMM   , звiдки )M(aM    i  

     Da)M(aM)]M)(M[(M),(сov 22
 . 

 Крiм того, за властивостями дисперсiї,  

 Da)a(D)ca(DD 2 , 

звiдки дiстаємо     DD)],(сov[ 2  . 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_90ni0bq05u42uu1f50no0bs85mc2vu80154g0btg5skg0bog5sk2um_


 74 

 Отже, 1),(  .  

 

 Зауваження. Якщо коефiцiєнт кореляцiї 0),(  , то кажуть, 

що мiж випадковими величинами є кореляцiйний зв'язок; при цьому 

чим ближче коефiцiент кореляцiї до одиницi, тим "щiльнiшим" є 

лiнiйний зв'язок мiж   та  . У випадку, коли 0),(  , випадковi 

величини називають некорельованими.  

 Проте слiд мати на увазi, що коли ),(   близький до нуля, то з 

цього не випливає, що зв'язок мiж   i   дуже "слабкий". Крiм того, 

коефiцiєнт кореляцiї може дорiвнювати нулю навiть для випадкових 

величин зв'язаних функцiональною залежнiстю. Наведемо приклад 

таких величин.  
 

 Приклад. Нехай   рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [-1,1], 

2  , тодi  


1

1

0xdx2/1M  i тому  

   )(M)]M([M)M)(M[(M),(сov   

 


1

1

2 0dxxx2/1 , 

отже, 0),( 2  , хоча   та 2 зв'язанi функцiональною залежнiстю.  

 Таким чином, з незалежностi випадкових величин випливає їх 

некорельованiсть, але з некорельованостi, взагалi кажучи, не випливає 

їх незалежнiсть.  

 Приклад. Державний банк вiдправляє грошовi банкноти на 

замiну внаслiдок дефектiв двох типiв: 1) механiчне пошкодження 

банкнот в тому числi: розриви, порiзи, зношенiсть тощо; 2) 

невiдповiднiсть зовнiшнього вигляду: колiр, плями, позначки тощо. 

Щомiсяця банк вiдбраковує внаслiдок дефектiв першого типу 3% 

банкнот, другого - 4,5%. Загалом вiдбраковується 5% банкнот. Знайти 

коефiцiєнт кореляцiї мiж дефектами першого та другого типiв.  

 Введемо двi випадковi величини:   набуває значення 1, якщо 

банкнота вибракована внаслiдок дефекту першого типу i 0, якщо 
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дефекту немає, i аналогiчно визначається   для дефекту другого типу. 

Отже,   

    

 Тому  97.003.0)03.0(03.0)M(MD;03.0M 222   ; 

955.0045.0D;045.0M   . 

 Оскiльки зiпсованi банкноти складають всього 5%, то  

 }1{P}1{P}1;1{P}1{P   

025.005.0045.003.0}1;1{P   . 

 Тому 025.0)(M   i 669.0
0955.0045.097.003.0

045.003.0025.0
),( 




 . 

 

Числовi характеристики випадкових векторiв 
 

 Означення. Математичним сподiванням випадкового вектора 

),...,( n1    називають вектор iз математичних сподiвань його 

координат  

)M,...,M(M n1   . 

 Означення. Коварiацiйною матрицею випадкового вектора 

),...,( n1    називають матрицю B, елементами якої є коварiацiї: 

n,...,1j;n,...,1i),,cov(b jiij   :   





















nn2n1n

n22221

n11211

b...bb

............

b...bb

b...bb

. 

 Вiзначимо властивостi коварiацiйної матрицi:  

1) Коварiацiйна матриця симетрична:  n,...,1j;n,...,1i,bb jiij  .  

2) На її дiагоналi стоять дисперсiї координат випадкового вектора 

),...,( n1   : n,...,1i,Db iii   . Визначник коварiацiйної матрицi Bdet  

називають узагальненою дисперсiєю.  
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 Означення. Кореляцiйною матрицею випадкового вектора 

),...,( n1    називають матрицю R, елементами якої є коеффiцiєнти 

кореляції    n,...,1j;n,...,1i),,(r jiij   :  





















1...rr

............

r...1r

r...r1

2n1n

n221

n112

 

 Дiагональнi елементи дорiвнюють 1, оскiльки 1, ii  . Так само, 

як i коварiацiйна, кореляцiйна матриця є симетричною, а якщо 

координати вектора незалежнi, то R - одинична матриця:  





















1...00

............

0...10

0...01

. 

 

Запитання для самоконтролю 
 

1. Сформулюйте означення коврiацiї двох випадкових величин.  

2. Сформулюйте основнi властивостi коварiацiї.  

3. Сформулюйте означення коефiцiєнта кореляцiї. Чому коефiцiєнт 

кореляцiї є зручнiшим для вимiрювання залежностi мiж випадковими 

величинами?  

4. Сформулюйте основнi властивостi коефiцтєнта кореляцiї.  

5. Розв'яжiть наступнi задачi:  

1) Для випадкових величин   та   з задачi 1 з лекції 9 знайдiть 

коефiцiєнт кореляцiї.  

2) Знайти коефiцiєнт кореляцiї мiж випадковими величинами   та  , 

сумiсна щiльнiсть яких визначається формулою     

 


 


,0

1vu0),vu(2
)v,u(, . 
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Лекція 11. Нормальний розподіл: одно- та двовимірний 

випадки 
 

 Цю лекцію присвячено розгляду найважливіших властивостей 

нормального розподілу, як одновимірного так і двовимірного. Дано 

тлумачення основних параметрів нормального розподілу. Дано 

поняття про граничні теореми теорії ймовірностей та, зокрема, про 

центральну граничну теорему. 
 

Одновимiрний нормальний розподiл 
 

 Випадкова величина   має нормальний розподiл з параметрами 

а та 2  (позначається  2,aN~  , якщо її щiльнiсть дорiвнiє:  

 




,ue
2

1
)u(

,
2

)au(

,a

2

2

2


 
 , 
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 Графiк щiльностi нормального розподiлу зображений на рис. 5  

 
Рис. 5 

 Параметр а показує, на скiльки зсунутий вздовж осi ОХ (рис. 6), 

а параметр 2  - на скiльки стиснутий вздовж осi ОY  графiк щiльностi 

нормального розподiлу (рис. 7).  

 

Рис. 6  

 
Рис. 7 

 З'ясуємо теоретико-ймовiрнiсне тлумачення параметрiв а та 2 .  

Знайдемо математичне сподiвання  . Маємо  

 
















due
2

a
due)au(

2

1
duue

1
M

2

2

2

2

2

2

2

)au(

2

)au(

2

)au(





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adue
2

1
dtte

2

1 2

2

2

2

2

)au(

2

t
















 

тому що перший iнтеграл в останнiй рiвностi дорiвнює 0, як iнтеграл 

вiд непарної функцiї, другий дорiвнює 1, як iнтеграл вiд щiльностi 

нормального розподiлу. Отже, а - це математичне сподiвання.  

 Знайдемо дисперсiю  .  

       







dueau
2

1
aMMMD

2

2

2

)au(

222 


  




















 dte
2

1

2

te
et

2

1 2

2
2

2

2

2

2

t

2
22

t

dt
2

t

2tau
dtdu














 

22

t

2 dte
2

1 2

2




  






, 

оскiльки останнiй iнтеграл, як iнтеграл вiд щiльностi, дорiвнює 1. 

Отже, 2  - це дисперсiя, а   - середнє квадратичне вiдхилення. 

 Оскiльки щiльнiсть нормального розподiлу повнiстю 

визначається через параметри а та 2 , то нормальний розподiл 

повнiстю визначається своїм математичним сподiванням та 

дисперсiєю.  

Запровадимо ще деякi поняття, пов'язанi з нормальним розподiлом.  

Легко переконатись, що множення нормальної випадкової величини 

на сталу та додавання до неї сталої залишає випадкову величину 

нормальною.  
 

 Означення. Центрована та нормована нормальна випадкова 

величина називається стандартною. Отже, якщо   має розподiл 

),a(N 2 , то випадкова величина 






 aM 



  є стандартною.  

 Зрозумiло, що вона має розподiл )1,0(N  та її щiльнiсть дорівнює 

),(u,e
2

1
)u( 2

u

1,0

2





  
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 Функцiя розподiлу стандартної нормальної випадкової величини 

дорiвнює:  

 




,x,due
2

1
)x(Ф

x
2

u

1,0

2


. 

 Цей iнтеграл не виражається через елементарнi функцiї. Його 

значення можна знайти у спецiальних таблицях.  

 Функцiя розподiлу ),a(N~ 2  зв'язана з функцiєю розподiлу 

стандартної величини таким спiввiдношенням  








 







ax
Ф}/)ax(/)a{(P}x{P)x(Ф 1,0,a 2 . 

 Iнодi для знаходження iнтегралу вiд нормальної щiльностi 

користуються таблицями значень функцiї Лапласа:  

0x,due
2

1
)x(Ф

x

0

2

u

L

2





, 

0x),x(Ф)x(Ф LL  , 

яка так пов'язана з функцiєю розподiлу стандартної величини:  

2/1)x(Ф)x(Ф L1,0  . 

 В багатьох задачах, зв'язаних з використанням нормального 

розподiлу, шукається ймовiрнiсть набуття значення з певного 

вiдрiзку. Знайдемо ймовiрнiсть влучення нормальної випадкової 

величини   з параметрами а та 2 у вiдрiзок [b,c]:  








 








 


















ab
Ф

ac
Ф}

acaab
{P}cb{P 1,01,0  








 








 




ab
Ф

ac
Ф LL . 

 Теоретично нормальна щiльнiсть вiдмiнна вiд нуля на всiй 

числовiй осi, але практично за межами iнтервалу ]3a,3a[    дуже 

близька до нуля. Справдi:    

     9973.03Ф2}3a3a{P L   . 

 Отже, ймовiрнiсть влучити за межi цього вiдрiзку дорiвнює 

всього 0,0027.  
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 Наведену рiвнiсть iнодi називають Правилом трьох сигм. Згiдно 

з цим правилом практично вiрогiдно, що нормально розподiлена 

випадкова величина може вiдхилятися вiд свого математичного 

сподiвання не бiльше, нiж на потроєне середнє квадратичне 

вiдхилення.  

Двовимiрний нормальний розподiл 
 

 Двовимiрний випадковий вектор ),(   з параметрами  

 ,,,a,a 2
2

2
121  має нормальний розподiл, якщо його щiльнiсть 

задається формулою:   




21
2

,
12

1
)v,u(p


  




































 











 




2

2

2

2

2

1

1

2

1

1
2

avavau
2

au
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 При цьому будемо вважати, що 1,0,0 2
2

2
1   . З 

геометричної точки зору графiк функцiї щiльностi представляє собою 

"гору" з досить крутими схилами, вершина якої знаходиться в точцi 

 21 a,a . Лiнiями рiвня цiєї функцiї будуть елiпси  
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якi у випадку 0  та 21    переходять в кола.  

 З'ясуємо теоретико-ймовiрнiсний змiст параметрiв, якi входять у 

вираз для щiльностi.  

 Перевiримо, що   ,v,u),v,u(p ,  дiйсно є щiльнiстю, 

тобто       








1dudv)v,u(p , . 

 Для цього розглянемо iнтеграл  
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 Так як  
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як iнтеграл вiд щiльностi одновимiрної нормальної випадкової 

величини )1,v(N 2
1   . Отже, iнтеграл по обох змiнних дорiвнює 

одиницi.  

 Оскiльки, згiдно з властивiстю 5 щiльностi випадкового вектора, 

iнтеграл вiд двовимiрної щiльностi по однiй змiннiй дає щiльнiсть 

другої, то нами було доведено, що друга компонента нормального 

вектора   має розподiл ),a(N 2
2  , отже, 2

22 D,aM   , звiдки 

випливає, що 2
11 D,aM   . 

 Отже, 21 a,a  - математичнi сподiвання, а 2
2

2
1 ,  - дисперсiї 

нормально розподiлених компонент.  

 З'ясуємо змiст параметру  . Стандартизуємо величини   та  :  
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 Тодi їх сумiсна щiльнiсть має такий вигляд:  
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 Згiдно з означенням коефiцiєнту кореляцiї , маємо  
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 Отже,   - це коефiцiєнт кореляцiї мiж випадковими величинами 

  та  . 

 Розглянемо випадок, коли 0  (тобто компоненти нормального 

вектора є некорельованими). Тодi їх сумiсна щiльнiсть має вигляд:  
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)v(p)u(p)v()u( 2
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11 ,a,a 

  . 

 Отже, компоненти незалежнi. Вiдмiтимо, що в загальному 

випадку з некорельованостi випадкових величин не випливає їх 

незалежнiсть. Але некорельованi компоненти нормального вектора є 

незалежними випадковими величинами. 
 

Поняття про центральну граничну теорему 
 

 В теорiї ймовiрностей та її застосуваннях часто доводиться мати 

справу iз випадковими величинами, якi є сумою великої кiлькостi 

iнших випадкових величин. Це пов'язано з тим, що випадковi явища 

навколо нас часто по сутi є наслiдками впливу багатьох 

маловпливових незалежних факторiв. Обчислення точних розподiлiв 

таких величин справа складна i не завжди може бути доведеною до 

кiнця. Але за певних умов, у випадку, коли кiлькiсть доданкiв прямує 

до нескiнченностi, а самi доданки прямують до нуля, закон розподiлу 

суми може стабiлiзуватися i приймати деяке граничне значення. При 

цьому на практицi вважають, що сума наближено має саме цей 

граничний розподiл, який часто має досить простий вигляд i є 
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зручним для використання. Теореми, в яких дослiджується гранична 

поведiнка сум багатьох випадкових величин при необмеженному 

зростаннi їх кiлькостi, носять назву граничних теорем теорiї 

ймовiрностей. Нами вже було розглянуто у Модулi 5 деякi граничнi 

теореми для схеми Бернуллi.  

 Повернемось до iнтегральної теореми Муавра-Лапласа, згiдно з 

якою для кiлькостi успiхiв в п незалежних випробуваннях Бернуллi п  

з iмовiрнiстю успiху )1p0(p   виконується:  
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 Iншими словами, функцiї розподiлу випадкових величин 

npq

npn 
 прямують при зростаннi п до функцiй розподiлу стандартного 

нормального закону. Цьому спiввiдношенню можна надати iншої 

форми. Введемо випадковi величини k , якi приймають значення 1, 

якщо у k -му випробуваннi випав успiх та 0, якщо - невдача. Тодi 

n21n ...   . 
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 Тодi iнтегральну теорему Муавра-Лапласа можна 

сформулювати так:  

 Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа. Якщо кожна з 

незалежних випадкових величин n21 ,...,,   може набувати лише двох 

значень 1 i 0 з iмовiрностями р та )1p0,1qp(q   то при 

нескiнченному зростаннi n  функцiя розподiлу випадкової величини  
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прямує до функцiї розподiлу стандартного нормального закону.  
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 Це твердження носить назву центральної граничної теореми для 

послiдовностi незалежних випробувань. Ця теорема має мiсце i за 

бiльш широких умов. Наведемо один з її варiантiв.  

 

 Теорема Лiндеберга – Левi. Якщо взаємно незалежнi випадковi 

величини ,...,...,, n21   однаково розподiленi i мають математичне 

сподiвання а i дисперсiю 2 , то при нескiнченному зростаннi п 

функцiя розподiлу випадкової величини  
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прямує до функцiї розподiлу стандартного нормального закону.  

 Якщо доданки не мають однакового закону розподiлу, то до них 

можна застосовувати теорему Ляпунова.  
 

 Теорема Ляпунова. Нехай взаємно незалежнi випадковi 

величини ,...,...,, n21   мають скiнчений третiй абсолютний момент. 
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 Якщо при n  0B/C nn  , то при нескiнченному зростаннi п 

функцiя розподiлу випадкової величини 
n

n
nk
1k k

B

A 
 

 прямує до 

функцiї розподiлу стандартного нормального закону.  

 Центральна гранична теорема пояснює ще раз велике 

поширення нормального закону розподiлу: якщо випадкова величина 

формується пiд впливом багатьох незалежних факторiв, кожен з яких 

здiйснює на неї незначний вплив, то розподiл цiєї величини мало 

вiдрiзняється вiд нормального.  
 

Запитання для самоконтролю 
 

1. Чому нормальний розподiл посiдає центральне мiсце у питаннях 

теорiї ймовiрностей?  

2. Наведiть вигляд щiльностi нормального розподiлу.  
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3. Сформулюйте теоретико-ймовiрнiсне тлумачення параметрiв а та 
2 .  

4. Наведiть вигляд щiльностi двовимiрного нормального розподiлу.  

5. Розв'яжiть наступнi задачi:  

1) Тривалiсть телефонної розмови у деякiй брокерськiй фiрмi має 

нормальний розподiл з параметрами 12а   хвилин та 5,42   хвилин. 

Знайти ймовiрнiсть того, що розмова потребує бiльше 10 хвилин.  

2. Коробки з шоколадом на кондитерськiй фабрицi мають середню 

вагу 1.06 кг. Знайдiть який вiдсоток коробок має вагу меньшу нiж 1 

кг, якщо вага має нормальний розподiл з параметром 01,02  .  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Лекція 12. Ймовірносні методи у задачах оптимізації 
 

 В цій лекції дано застосування ймовірнісних методів до 

розв’язаня задач прийняття оптимальних рішень, таких як: побудова 

прямої лінійної регресії, як теоретичної, так і вибіркової; задача про 

оптимальну стратегію у лотереї; задачу про прибуток продавця. 
 

Лiнiйна регресiя 
 

 Нехай   та   - двi випадковi величини, мiж якими iснує 

фукцiональна залежнiсть. Будемо вважати, що коефiцiєнт кореляцiї 
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мiж цими величинами 0 , тобто можно говорити при певний 

лiнiйний зв'язок мiж цими величинами. Знайдемо цю залежнiсть. Така 

задача є дуже поширеною i виникає, наприклад, при розглядi 

випадкової величини   як певного ресурсу пiдприємства, а величини 

  як його прибутку.  

 Розглянемо лiнiйну функцiю bаˆ   .  

 

 Означення. Випадкова величина *** bа    називається 

найкращою в середньому квадратичному лiнiйною оцiнкою випадкової 

величини   за значеннями випадкової величини  , якщо  

    2**2

b,a

2

b,a
]ba[MbaMminˆMmin   . 

 При цьому пряма ** bxay   називається прямою регресiї   на 

 . Знайдемо вiдповiднi коефiцiєнти *a  та *b . Будемо вважати, що 

визначено 22 D,D,M,M    . Маємо  

 22 ]baMM)M(aM[M]ba[M   

 )baMM()M(Ma)]M)(M[(aМ2)M(M 22222 

 2222 )baMM(a),cov(a2    

 2222 )baMM(aa2    

22222 )baMM()1()a(    . 

 Звiдси випливає, що умову мiнiмальностi останнього виразу 

буде виконано, якщо          








,0baMМ

,0а



 
 

звiдки     








aMMb,a **  . 

 Величину 2]ˆ[M    називають похибкою оцiнки . Очевидно, 

що її мiнiмальне значення, тобто дисперсiя похибки, дорiвнює  
222 )1(  . 

 Коефiцiєнт *a  називають коефiцiєнтом регресiї   на  .  

Рiвняння прямої регресiї часто записують у такому виглядi:  

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_r0nngbs05vs2uo1f0402v01f50nhgbs05sk2v21dj0mvi0099402vc_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor268
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_90ni0bq05u42uu1f50no0bs85mc2vu80154g0btg5skg0bog5sk2um_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor269
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)Mx(My 








 . 

Вибiркова лiнiйна регресiя  
 

 Розглянемо застосування результатiв попереднього роздiлу до 

такої задачi. Нехай на площинi розташовано п точок, заданих своїми 

координатами   .n,...,1i,y,x ii   Знайдемо коефiцiєнти рiвняння прямої  

baxy  , 

яка розташована на площинi так, що сума квадратiв вiдстанєй вiд неї 

до заданих точок є мiнiмальною. Таку пряму називають прямою 

вибiркової регресiї. З геометричних мiркувань зрозумiло, що шукана 

сума є мiнiмальною, якщо буде мiнiмальною така сума  

 


n

1k

2
kk )baxy( . 

 Розглянемо дискретний випадковий вектор   , , який має 

розподiл           n,...,1k,n/1)}y,x(),{(Pp kkk   . 

 Тодi, очевидно, що   


n

1k

2
kk

2 )baxy(
n

1
)ba(M  . 

 Задачу знаходження величин а та b , що мiнiмiзують цей вираз 

розглянуто в попередньому роздiлi Але легко переконатись, що  




n

1k
k

n

1k
k y

n

1
M,x

n

1
M  , 

2
n

1k
k

22
n

1k
k

2 )My(
n

1
,)Mx(

n

1
 


  , 










n

MMxyn
1k kk 




. 

 Задача про лотерею. Нехай деяка особа вирiшила купувати 

лотерейнi бiлети до придбання першого виграшного бiлета. Нехай 

купiвля кожного бiлета не залежить вiд купiвлi iнших i придбання 

виграшного бiлету має ймовірність р, однакову для всiх бiлетiв, а 

придбання невиграшного - p1q  .  

 Очевидно, що кiлькiсть бiлетiв v  до придбання виграшного є 

випадковою величиною, яка має геометричний розподiл (див. модуль 

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor270
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor271
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor271
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_g0ni0bq05u42uk1fg0nigbsg5tk2ug1f9402u41f80nngbo05sg2uk_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor272
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_10nhgbp85to2uo1f50np0bs05t02ve1fd0nk0bq900no0brg5ss2uu_
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7). Цiна кожного бiлета дорівнює c , а в результатi придбання 

виграшного бiлета особа отримує виграш c .  

 Складемо спiввiдношення, яке пов'язує величини c , c ,р i при 

якому участь в лотереї може принести прибуток, тобто витрати на 

придбання бiлетiв меншi нiж виграш c . Якщо придбано 1v   бiлет, 

то витрати складають  c)1v( . Тодi, за умов придбання виграшного 

бiлета, особа отримує прибуток    c)1v(c)v(g , який має бути 

додатним. )v(g  - це прибуток, який можна отримати за одну лотерею. 

Очевидно, що його можна розглядати, як випадкову величину, 

значення якої є досить мiнливими. Тому доцiльно розглянути 

середнiй прибуток за достатню кiлькiсть лотерей, який за законом 

великих чисел наближається до математичного сподiвання прибутку. 

Отже, умова отримання додатнього середнього прибутку має вигляд  

0)v(Mg  . 

 Згiдно з формулою для математичного сподiвання 

геометричного розподiлу маємо  

p

cpc
p/cc)1p/q(cc]c)1v(c[M)v(Mg 




 . 

 Оскiльки 0p  , то умова отримання додатнього середнього 

прибутку може бути замiнена на таку  0cpc   . 

 

 Задача про продавця газет. Продавец щоденно одержує N  

газет i бажає вибрати їх кiлькiсть так, щоб максимiзувати очiкуваний 

щоденний прибуток. Нехай а - прибуток вiд продажу однiєї газети, b  - 

збиток вiд непроданої газети, а с - збиток в тому випадку, коли 

покупець хоче придбати газету, але запас газет вже вичерпано.  

 Якщо продавец має N  газет i до нього в цей день приходить К 

покупцiв, то його прибуток задається такою таблицею:  

Стаття Прибуток NK   Прибуток NK   

Проданi газети аК aN  

Непроданi газети )KN(b   0 

Незадоволений попит 0 )NK(c   

http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_90njgbo05t82us1fd402u41f50nlgbq05t82ug1fl402ve1f80nog_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/d862e82eafb758368525663c004f385c/406a7f3a7da12cc6c2256cc900446c57?OpenDocument#_90njgbo05t82us1fd402u41f50nlgbq05t82ug1fl402ve1f80nog_
http://udec.ntu-kpi.kiev.ua/lspace/tv/schedule.nsf/sc1/406A7F3A7DA12CC6C2256CC900446C57?OpenDocument#anchor273
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 Отже, чистий прибуток продавця складає 










)NK(,cKN)ca(

)NK(,bNK)ba(
)K(gN  

 Якщо значення К було вiдомо, то прибуток можна було б 

максимiзувати, поклавши KN  . Але попит К є мiнливим i його треба 

розглядати, як випадкову величину, максимiзуючи по N  очiкуваний 

(середнiй) прибуток, тобто математичне сподiвання величини )K(g N . 

Покладемо  )K(MgG NN  . 

 Тодi змiна очiкуваного прибутку при додаваннi ще однiєї газети 

дорівнює    )]K(g)K(g[MGG N1NN1N  

    )]NK(I)cba(b[M  , 

де             









)NK(,1

),NK(,0
)NK(I . 

 Таким чином, прирiст очiкуваного прибутку дорiвнює  

},NK{P)cba(b)NR(MI)cba(bGG N1N   

в силу визначення )NK(I  .  

 Для маленьких значень N  ця величина додатня, але, починаючи 

з деякого значення N , вона стає вiд'ємною i перше значення N , для 

якого це має мiсце, i є оптимальним. Отже *N - це корiнь рiвняння  

1NN ** GG


 , 

або рівняння   
cba

b
}NK{P *


 . 

 Зрозумiло, що *N  можна визначити так  

}
cba

b
}NK{P:Nmin{N*


 . 

 Для остаточного розв'язку задачи треба знати }NK{P  , як 

функцiю N . Цю ймовiрнiсть можна оцiнити безпосередньо, 

спостерiгаючи на протязi певного часу за випадками, в яких 

можливий попит перевищував N .  

 

Запитання для самоконтролю 

 

1. Що таке лінійна регресія? 
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2. Як визначаються коефіцієнти лінійної регресії? 

3. Як пов’язані лінійна регресія та метод найменших квадратів? 

4. Розв’яжіть наступні задачі: 

1) Побудувати пряму вибіркової регресії для точок М1(1,2,6), 

М2(2,3,9), М3(3,5,7), М4(3,5,7), М5(5,8,3). 

2) Визначити мінімальне відношення величини до ціни лотерейного 

білета, при якому має сенс послідовне придбання білетів такої 

лотереї. 

3) Знайти оптимальну кількість троянд, яку повинен мати продавець 

квітів, якщо прибуток його від однієї троянди складає 10 гривень, 

збиток від непроданої – 8 гривень, збиток від незадоволеного попиту 

– по 5 гривень за троянду, вважаючи, що функція розподілу 

випадкового попиту на троянди є 005,0е1   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Лекція 13. Основи математичної статистики, точкові та 

інтервальні оцінки параметрів  
 

 Розглянуто базаві питання математичної статистики: генеральна 

та вибіркова сукупність, розподіл вибірки, вибіркові характеристики. 

Також, запроваджені поняття точкових та інтервальних оцінок 

параметрів розподілів випадкових величин. 

 

 Генеральна та вибіркова сукупності. Математична статистика 

розробляє методи реєстрації, опису та аналізу статистичнихз даних. 

Завдання статистики – при об’єктивних даних встановити закони їх 

розподілу, оцінювати характеристики, перевіряти статистичні 

гіпотези. 
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 Генеральною сукупністю називають множину об’єктів  

однакової природи, яка повинна бути перевірина на кількісну чи 

якісну ознаку. 

 Вибірковою сукупністю, або вибіркою, називають підмножину 

генеральної сукупності. 

 Елемент вибірки називають варіантою і позначають ix . 

Кількість елементів вибірки називають її об’ємом. Зростаюча 

послідовність варіант утворює варіаційний ряд.  
 

Розподіл вибірки. Вибіркові характеристики 
 

 Нехай одержано вибірку з генеральної сукупності n21 x,...,x,x  

об’єм п, з невідомою функцією розподілу )x(F  (теоретична функція 

розподілу). Позначимо 2)x(D,a)x(M  . 

 Задача полягає в тому, щоб визначити з певною мірою 

надійності )x(F , )x(M , )x(D . 

 Вибірковою (статистичною або емпіричною) функцією 

розподілу називається відношення:  
n

)x(
)x(F n

n


 . 

де n  - число ix , ni :xx   - випадкова величина, тобто )x(Fn  - теж 

випадкова величина – наближення теоретичної функції розподілу: 

Rx);x(F)x(Fn  . 

 Математичне сподівання і дисперсію вибірки називають 

відповідно вибірковим середнім x  і вибірковою дисперсією 2S ; x  - 

середнє арифметичне вибіркових значень  


n

1i
iinx

n

1
x . 

 Вибіркова дисперсія дорівнює  

 


n

1i

2
ii

2 )xx(n
n

1
S  




n

1i

2
i

2
i xnx

n

1
. 

 Теорема. При n  і будь-якому Rx  мають місце 

співвідношення        ;ах);x(F)x(Fn   22S   

за умови, що а і 2S  - скінченні. 
 

Способи обчислень вибіркових характеристик 
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 Розглянемо варіаційний ряд, приписують однаковим варіантам 

той самий номер, пр якому ix  повторюється iп  разів. 

 Таблиця вигляд  

1x  2x  … kx  

1n  2n  … kn  

 називається статистичним рядом,  


n

1i
i nn . 

 Ламана з вершинами )n,x( ii  називається полігоном частот 

вибірки. 

 При невеликому п  




n

1i
iinx

n

1
x ;  



n

1i

2
ii

2 )xx(n
n

1
S  




n

1i

2
i

2
i xnx

n

1
. 

 Якщо число варіант дуже велике, то для спрощення обчислень 

застосовують групування емпіричних даних у такий спосіб. Нехай всі 

варіанти n21 x,...,x,x  належать інтервалу )b,a( . Розіб’ємо інтервал на k  

однакових частин. 

 Покладемо in  число всіх вибіркових значень, що входять в і-й 

інтервал, iy  - середина і-го інтервал, тоді  


k

1i
iiny

n

1
yx ; 

.)yy(n
n

1
S

k

1i

2
ii

2
 


 

 Наближення щільності розподілу )x(f  на і-ому інтервалі 

визначається співвідношенням 
k

ab
h,W

nh

n
)x(f i

i 
 . 

 Побудуємо для кожного інтервалу і прямокутник висотою iW . 

Одержана фігура з таких прямокутників називається  гістограмою 

частот (рис. 1). 
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Рис. 1 

 Сума площ прямокутників дорівнює 1. верхня межа є 

наближенням кривої теоретичного розподілу. 
 

 Приклад 1. записати вибірку 55 спостережень у вигляді 

статисного ряду. Скласти груповану вибірку з довжиною інтервалу 2. 

побудувати графік емпіричних функцій розподілу та гістограму 

частот.  

 Вибірка: 

19,18.10,13,15,16,19,18.11,13,16,19,18,19,18,18,14,16,19,18,14,15, 

19,19,12,18,12,13,15,16,18,14,14,16,17,17,17,16,17,20,20,21,21,17, 

20,20,21,17,22,17,22,20,23,24. 

 Розв’язання. Розмах вибірки 72/14,2h,141024W   - 

інтервалів групування. 

 Статистичний ряд: 

ix  10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

in  1 1 2 3 4 3 6 7 8 7 6 3 2 1 1 

  55пi . 

 Групована вибірка: 

Границя 

інтервалу  
(10;12) (12;14) (14;16) (16;18) (18;20) (20;22) (22;24) 

Середина 

інтервалу iу  
11 13 15 17 19 21 23 

Частота in  3 6 8 14 14 7 3 

  Побудуємо графік )x(Fn  статистичного ряду. 

 Якщо ,24x;10х 551   то 0)x(Fn   при 10x   та 1)x(Fn   при 

24x  . 
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
 xx

i
n

i
n

n
)x(F . 









































x24при1

24x22при997,0

22x20при963,0

20x18при816,0

18x16при562,0

16x14при308,0

14x12при163,0

12x10при054,0

10хпри0

)x(F  

  На півінтегралі  24;10  емпіричну функцію будуємо з 

використанням статистичного ряду.  
 

 Приклад 2. Для вибірки обчислити вибіркове середнє значення 

та вибіркову дисперсію. 

 Розв’язання. Статистичний ряд вибірки: 

ix  10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

in  1 1 1 3 4 3 6 7 7 9 6 4 1 1 1 

 Вибіркова дисперсія        


n

1i
iinx

n

1
x , 

  


n

1i

2

ii
2 xxn

n

1
S 2

n

1i
i

2
i xnx

n

1 



 . 
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42,17
55

958
)2423228420171

12611996455639121110(
55

1
)124123122421

620919718717616315414313112111110(
55

1
x







.312)15761529

1484444164009361732472896256322541963169

114411211100(
55

1
)124123122421620919

71871761615143131121111100(
55

1
nx

n

1

222222

22222222
n

1i
i

2
i










544,842,17312S 22  . 
  

Оцінка невідомих параметрів розподілу 

 

 Нехай С – деякий параметр теоретичного розподілу. 

 Оцінкою цього параметра називають деяку функцію 

)х,...,х( п1   від значень, що спостерігаються, яка мало відмінна в 

певному розумінні від С. 
 

 Означення: оцінку )х,...,х( п1   називають незсуненою 

оцінкою параметра С, якщо при довільному Nn C)(M  . 

 Тобто похибка від зміни С на   не має систематичного 

характеру. 

 Оцінкою математичного сподівання а є вибіркова середня х  - 

оцінка незсунена    ха  . 

)x(M)x(M   - на основі теореми Чебишова. 

 Оцінкою для дисперсії 2)x(D    є вибіркова дисперсія 

 


n

1i

2
i

2
i

2 ,xnx
n

1
S  

2S  є зсуненою оцінкою для 2 , бо 22 )S(M  . 

 








n

1i

2
ii

22 )xx(n
1n

1
S

1n

n
S  є незсуненою оцінкою 2 , бо 
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)S(M
1n

n
)S(M 22

1


 . 

 

Надійні інтервали 
 

 Розглянуті в п.2.4 оцінки характеризуються одним числом, їх 

називають точковими оцінками. Вони можуть мати великі похибки 

при малих п. Об’єктивнішою і надійнішою є інтервальна оцінка 

параметрів, яка характеризується трьома числами: початком і кінцем 

інтервалу, що покриває оцінку  , та ймовірністю з якою це 

виконується. 

 Ймовірність називається надійністю  . Застосовують   на 

одному з рівнів 0,95; 0,99; 0,999. 
 

 Означення: надійністю оцінки параметра   за його 

статистичною оцінкою   називається 

    








 dx)x(fPP . 

 Інтервал    ;  називається надійним інтервалом. 

 

Надійні інтервали для математичного сподівання 
 

 Будемо вважати, що     axP . 

 У випадку нормального закону    












 Ф2axP , 

причому    
n

)x(;a)x(M


  . 

 Тоді                
2

)t(Ф;
n

t);t(Ф2Ф2axP









 








 . 

 З таблиці функції Лапласа знаходимо t . 

 Надійний інтервал для математичного сподівання а є такий 











n

t
x;

n

t
x


. 



 98 

 Якщо теоретична дисперсія 2  невідома, її хамінюють 

відповідною оцінкою 2
1S . Тоді надійний інтервал для математичного 

сподівання при рівні   














1n

tS
x;

1n

tS
x 11 . 

 Якщо 30n  , а генеральну сукупність розподілено нормально з 

параметрами a   та  , то при надійному рівні   гарантійний інтервал 
















1n

tS
x;

1n

tS
x

11 
, 

де )n,(t   визначаємо з таблиці розподілу Стьюдента. 

 

Оцінка   та S   для нормального закону 
 

 Знайдемо надійний інтервал, який покриває   з надійністю   за 

умови, що випадкова величина розподілена нормально 

  )SS(P , 

  ))q1(S)q1(S(P . 

 Введемо безрозмірну величину 1n
S




 , що має розподіл 

« i ». За таблицею  n,q  , знаходимо q  і будуємо надійний інтервал  

))q1(S)q1(S(   . 

 Приклад 3. Знайти надійні інтервали для середнього та 

дисперсії, вважаючи, що вибірка розподілена нормально з надійністю 

95,0 , якщо 16n,95.0S;91.0S;57,12х 1
2  . 

 Розв’язання. З таблиць 48.27)15(;131.2)15(t 2
025.0975.0   ; 

131.2
16

95.0
57.12a131.2

16

95.0
57.12  , 

тобто                                   08.13a06.12   

26.6

91.015

40.27

91.015 2 



 . 

 Звідки 186.2498.0 2  . 

 

Запитання для самоконтролю 

1. Які завдання математичної статистики? 
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2. Що таке генеральна та вибіркова сукупність? 

3. Як знаходяться вибіркова функція розподілу, математичне 

сподівання та дисперсія вибірки? 

4. Що таке статистична оцінка параметру, коли вона називається 

незсуненою? 

5. Що таке надійний інтервал, надійність оцінки? 

6. Запишіть формули для надійних інтервалів при оцінюванні 

математичного сподівання (у випадках відомої та невідомої 

дисперсії) та дисперсії нормального розподіленої випадкової 

величини. 
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Лекція 14. Статистичні гіпотези та їх перевірка 

 

 Розглянуті поняття статистичної гіпотези, помилок першого 

та другого роду при її  

прийнятті або відкладанні. На прикладі критерію 2  показано 

процедуру перевірки статистичної гіпотези. Розглянуто також 

вибіркову лінійну регресію у найпростішому випадку. 
 

 Нехай проведено п незалежних випробувань, в кожному з яких 

випадкова величина набуває одне з k  значень k21 x,...,x,x . 

 Статистичною називають гіпотезу про вигляд емпіричного 

закону та його параметри. Гіпотезу, яку перевіряють, називають 

нульовою 0H , а протилежну до неї – альтернативною iH .  

 Приймаючи або відкидаючи 0H , можна зробити помилку 

першого роду (відкинути правильну гіпотезу) або другого роду 

(прийняти неправильну). Ймовірність зробити помилку першого роду 

називається рівнем значущості. Його задають заздалегідь 

( 001,0;01,0;05,0 ) залежно від життєвої необхідності. 

 Для перевірки гіпотези 0H , де випадкова величина х 

розподілена за деяким законом, найчастіше використовують критерії 

згоди 2  Пірсона. 

 На основі випробувань складемо статистичний ряд розподілу 

випадкової величини х: 

1х  2х  … 
kх  

1n  2n  … 
kn  

  nnk . 

 Приймемо гіпотезу 









k

k

2

2

1

1
0

p

х
...

р

х

р

х
розподілурядмаєxH . 

 Мірою розходження R  між гіпотетичним розподілом 0H  і 

статичним розподілом беремо величину 
 







n

1i i

2
ii2

np

npn
R  . 
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 Розподіл 2  залежить від параметра r  - числа степенів вільності 

1mkr  , де k - число під інтервалів, на які розбито інтервал зміни 

випадкової величини або число значень iх , m  - число параметрів 

теоретичного розподілу, визначених за цією вибіркою.  

 Одиницю віднімаємо, оскільки на статичний ряд впливає зв'язок  

  nпk . 

 Входом до таблиці розподілу 2  є рівень значущості   та r . З 

таблиці розподілу знаходимо 2
kp  і порівнюємо з 2R  . 

 Якщо 2
kp

2R   , то 0H  не відкидаємо. 

 

 Приклад 4. Проведемо 100n   випробувань. Результати появи 

випадкової величини х задано статичним рядом 

iх  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

in  3 3 6 10 20 20 14 10 8 3 3 

 ПуассоназакономзаарозподіленxH0   

при рівні значущості 15,0 . 

 Розв’язання. Закон Пуассона   e
!i

P
i

i . 

 Параметр   закону Пуассона візьмемо таким, що дорівнює 

вибірковому середньому x  (рівень значущості 15.0 ). 

5)310

3988107146205204103621303(
100

1
x




 

 Тоді 5
i

i e
!i

5
P  . 

 Обчислимо ймовірність появи iх  за законом Пуассона. 

iх  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

in  0,0067 0,337 0,0842 0,1404 0,1755 0,1755 0,1462 0,1044 0,0653 0,0363 0,018 
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 

 

;7904.10
81.1

)81.13(

63.3

)63.33(

53.6

)53.68(

44.10

)44.1010(

62.14

62.1414

55.17

)55.1720(

04.14

)04.1410(

42.8

)42.86(

373.3

)373.03(

67.0

)67.03(

np

npn

2

22222

222210

0i i

2
ii2











































    )x;11k(91111r  . 

 За таблицею для 7904.10;15.0;9r 2    . 

 Умова 2
kp

2    виконується. 

 Отже, гіпотеза про розподіл випадкових величин за законом 

Пуассона не суперечить вибірковим даним. 
 

 Приклад 5. Проведено 55п   спостережень над випадковою 

величиною х.  

 Результати випробувань зведені в групований статистичний ряд.  

Інтервали  (10;12) (12;14) (14;16) (16;18) (18;20) (20;22) (22;24) 

in  2 4 8 12 16 10 3 

  

 Перевірити гіпотезу про нормальний розподіл Х за критерієм 

Пірсона 2  зі значущістю 10,0 . 

 Розв’язання. Ширина інтервалу групування 2h  ; об’єм вибірки 

55. Складемо статистичний ряд 

iy  11 13 15 17 19 21 23 

in  2 4 8 12 16 10 3 

  

 Оцінки середнього і середньоквадратичного відхилення 

84,17)323102116191217815413211(
55

1
x  ; 

 

;526.884.17

323102116191217815413211
55

1
S

2

22222222




 

92.2S  . 

 Складемо таблицю, де )z(f 1  - ординати щільності нормального 

розподілу )1;0(N . 
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iy  in  

S

xy
z

i

i


  )z(f c  )z(f

S

nh
np ci   

np

)npп( 2
ii 

 

11 2 2,34 0,0258 0,972      1 0,0016 

13 4 1,66 0,1006 3,790      1  

15 8 0,97 0,2492 9,388      1  

17 12 0,29 0,3825 14,409    2 0,403 

19 16 0,40 0,3625 13,874    3 0,326 

21 10 1,08 0,2227 8,389      4 0,138 

23 3 1,77 0,0833 3,198      4  

 

919.02   

 Оскільки при виборі визначаються оцінки двох параметрів, то 

1124r  . 

 За таблицею  2
kp

22
kp 919,0;71,2)1(   . 

 Тобто гіпотеза про нормальний розподіл не суперечить 

результатам випробувань. 
 

Основні поняття елементів теорії кореляціїю пряма регресія 
 

 Дві випадкові величини можуть бути зв’язані або не зв’язані 

одна з одною деякою залежністю. 

 Статистичну залежність, при  якій зміна однієї випадкової 

величини впливає на розподіл другої, якщо при цьому змінюється 

середнє значення другої, називають кореляцією. 

 Якщо Х та Y незалежні випадкові величини, то коефіцієнт 

кореляції 0)y;x(  ; якщо 1)y;x(  , то х, у зв’язані лінійно; якщо 

1)y;x(0   , то х, у залежні. Причому чим ближче )y;x(  до 

одиниці, тим функціональна залежність ближче до вигляду baxY  . 

Тому цілком природним є питання про наближене зображення зв’язку 

між Y та Х лінійною функцією. 
 

 Означення. Пряма baxу   називається прямою регресії у на х, 

якщо а  та b  вибрані так, щоб середнє квадратичне відхилення bax   

від Y було мінімальним  min)baxy(M 2  . 

 Аналогічно визначається пряма регресії х на у. 
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 Рівняння прямої регресії Y на Х має вигляд 

)).x(Mx(
x

y
)y(My 




  

 Аналогічно Х на Y   )).y(Mx(
y

x
)y(Mx 




  

 Обидві прямі збігаються, якщо 1)y;x(  . 

 

Запитання для самоконтролю 

1. Що таке статистична гіпотеза, чим відрізняються нульова та 

альтернативна гіпотеза? 

2. У чому полягають помилки першого та другого рядів? 

3. Опишіть алгоритм перевірки статистичних гіпотез за 

допомогою критерія згоди 2 . 

4. Яким чином за двовимірною вибіркою оцінити параметри 

лінійної регресії? 
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