
1.2 Матриці 

 

 

Матриця, основні типи матриць. 

 

Матрицею називають множину nm ⋅  елементів, розташованих у 

вигляді прямокутної таблиці із m  рядків і n  стовпців. 

Прямокутна матриця розміром ( )nm×  -  це таблиця із  m  рядків і n  

стовпців 
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Існує більш компактне позначення матриці: 

( )
mnijaA =    або   

mnijaA = . 

Положення кожного матричного елемента в таблиці визначається його 

двома індексами: перший індекс – номер рядка, другий індекс – номер 

стовпця, на перетині яких знаходиться даний елемент. 

 Матриця не має числового або літерного значення. Це просто зручний 

спосіб розташування елементів певної природи. У випадку, коли число рядків 

дорівнює числу стовпців матриці ( nm = )  матриця називається квадратною. 

Розмір або порядок квадратної матриці характеризується одним числом  n .  

 Елементи mnaaa …,, 2211  , розташовані  на діагоналі, яка називається 

головною, а елементи ( ) nmm aaa 1211, …−   розташовані на діагоналі, яка 

називається побічною. 

 Прямокутну матрицю, яка складається із одного стовпця, називають 

стовпцевою і позначають 
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 Прямокутну матрицю, яка складається із одного рядка називають 

рядковою і позначають 

[ ]nn zzzzzzZ …… ,,,, 2121 == . 

 Квадратну матрицю, у якої всі елементи, що розташовані поза головної 

діагоналі, дорівнюють нулеві, називають діагональною і позначають 
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ikδ   ikδ  називають символом Кронекера. 

 Діагональна матриця, всі елементи якої дорівнюють 1, називається 

одиничною і позначається 
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 Матриця, у якої всі елементи за абсолютною величиною дорівнюють 

відповідним елементам матриці A , але мають протилежні знаки, називається 

протилежною і позначається A− . 

 Матриця, у якої всі елементи дорівнюють нулеві називається нуль-

матрицею і позначається О.  

 Дві матриці називаються рівними, якщо вони мають один порядок і всі 

їх відповідні елементи рівні. 

 

 

 Дії над матрицями. Ранг матриці. 

 

 Транспонування матриці A  полягає в переході від матриці A  до нової 

матриці A′ , рядками якої є стовпці матриці  A . Матриця A′  називається 
транспонованою матрицею по відношенню до матриці A .  

 Приклад.  
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 Заувавження1. Для матриці рядка транспонованою матрицею буде  

матриця стовпець, а для матриці стовпця транспонованою буде матриця 

рядок. 

 Зауваження 2.  Якщо яку-небудь матрицю транспонувати два рази, то 

одержимо початкову матрицю:  

( ) AA =′′ . 

 Приклад. 
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 Матриця називається симетричною, якщо вона співпадає зі своєю 

транспонованою. 

 Визначник, складений із елементів квадратної матриці A  , називається 

визначником цієї матриці і позначається A  або  Adet . 



 Приклад. 
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Якщо  0det =A , то матриця A  називається особливою  або виродженою, 

якщо 0det ≠A , то матрицю A  називають неособливою або невиродженою.  

 Розглянемо дії над матрицями одного порядку ( )nm , ілюструючи їх 

прикладами. Дії над матрицями покажемо на прикладі двох матриць порядку 

(2,3), хоч їх можна виконувати над матрицями любого порядку. 

 Нехай дано матриці 
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Тоді сумою матриць BA+  буде матриця того ж порядку ( )nm  
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 Добутком матриці A  на число k  називається матриця, у якої кожний 

елемент матриці  A   множиться на число  k   : 
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 Зауваження. Зверніть увагу на відміну множення матриці на число від 

множення визначника на число. 

 Приклад. Дано матриці 
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Знайти матрицю BA 42 + . 

 Розв’язання. 
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Матриця  BA 42 +  має вигляд 
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Вказані операції над матрицями мають такі властивості: 

а) ABBA +=+  



Приклад 
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Значить  ABBA +=+ .    

б) ( ) ( ) CBACBA ++=++ . 

Приклад. Дано матриці  A  і B  (див. властивість а)) і матрицяC  
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а значить  ( ) ( ) CBACBA ++=++ . 

 в) AA +=+ 00 , де через 0 позначена нульова матриця. Якщо ,0=+ BA  

то AВ −= , тобто B  буде протилежною матрицею по відношенню до 

A .Наприклад, для матриці 
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протилежною буде матриця 
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 Добутком матриці  B  на матрицю  A  називається матриця C , 

елемент ijc  якої дорівнює сумі добутків елементів  i -го рядка 

матриці  B  на відповідні елементи j -го стовпця матриці  A : 

njinjijiij abababc +++= …2211 . 

 Можна множити матрицю  B  на матрицю  A  лише в тому випадку, коли 

число стовпців матриці  B   дорівнює числу рядків матриці  A . 

 В результаті множення матриць одержуємо прямокутну матрицю, у якої 

число рядків дорівнює числу рядків першого множника, а число стовпців -  

числу стовпців другого множника. 



 Наприклад, для матриць 
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можна обчислити AB , але  BA  не існує (так як число стовпців матриці B  не 

дорівнює числу рядків матриці A ) 
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 Для квадратних матриць  A  іB  одного порядку існує AB   і  BA , але не 

завжди  BAAB = . 

 Приклад. Знайти добутки  AB  і   BA  матриць 
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Отже, в даному прикладі BAAB ≠ . 

 Мають місце також такі властивості: 

а)  AAE = . Наприклад 
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б) ;00 =⋅A  

в) ( ) ( )AA λµµλ = ; 

г) ( ) AAA µλµλ +=+ ; 

д) ( ) BABA λλλ ++ . 

Якщо для матриць A   і  B   виконується рівність BAAB = , то матриці  A   

і  B    називаються переставними або комутативними. Легко пересвідчиться, 



що одинична матриця перестановна з любою квадратною матрицею того ж 

порядку: AEEA = . 

 Операція транспонування добутку матриць виражається формулою 

( ) ABAB ′′=′ . 

 Приклад. 
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добуток 
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 Розглянемо матрицю A    порядку ( )mn  : 
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  Визначник k -го порядку, який складений із елементів матриці A , 

що знаходяться на перетині виділених k  рядків і k  стовпців, 

називається визначником породженим матрицею. Якщо  nm < , то 

порядок  породженого визначника не може бути більшим m . 

Рангом матриці  A   називається найбільший  із порядків 

визначників, що не дорівнюють нулеві, породжених даною 

матрицею. Ранг матриці   A   будемо позначати ( )Ar .  

 Наприклад, ранг матриці 
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 При обчислюванні рангу матриці виконують елементарні перетворення. 

Елементарними перетвореннями матриці називають такі операції: 

а) множення елементів якого-небудь рядка(стовпця)на число, що не 

дорівнює нулеві; 

б) перестановка місцями двох рядків (стовпців) матриці; 

в) додавання до елементів якого-небудь рядка (стовпця) елементів 

другого рядка (стовпця), помножених на  одне і ж число. 

Виходячи із властивостей визначників можна стверджувати, що 

елементарні перетворення впливають лише на знак визначника і не можуть 

перетворити визначник, який не дорівнює нулеві в нуль. Отже, елементарні 

перетворення матриці не змінюють її ранг. 

Приклад. Визначити ранг матриці 

















−−−

−

−

=

9663

6442

3221

A . 

Скористаємось елементарними перетвореннями:  додамо до елементів 2-

го стовпця відповідно елементи 1-го стовпця, помноживши їх на  (-2),  

одержимо: 
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Дали додамо до елементів 3-го стовпця відповідні елементи 1-го стовпця, 

помноживши їх на 2 , а до елементів 4-го стовпця додамо відповідні елементи 

1-го стовпця, помноживши їх на (-3): 
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До елементів другого рядка додамо відповідні елементи першого рядка, 

помноживши їх на (-2), а до елементів 3-го рядка додамо відповідні елементи 

1-го рядка, помноживши їх на (-3). Одержимо 
















→

















− 0000

0000

0001

0003

0002

0001

. 

 Тут стрілкою позначається перехід від даної матриці до нової після 

декількох елементарних перетворень. 

 Отже, ранг останньої матриці дорівнює одиниці, так як всі визначники 

другого і третього порядків , що породжені цією матрицею, дорівнюють 

нулеві. 

 Значить, ( ) 1=Ar . 

 

 Обернена матриця. 

 

 Для любого дійсного числа 0≠a  існує число  
a

a
11 =− , яке називають 

оберненим, таке, що 111 =⋅= −− aaaa . 

 Розглянемо матрицю, яка має аналогічну властивість: 

EBAAB == . 

 Якщо така матриця існує, то її  називають оберненою і позначають 
1−= AB . Очевидно обернену матрицю може мати тільки квадратна матриця, 

так як добутки AB   і  BA  можуть існувати тоді, коли A   і B   квадратні 

матриці одного порядку. 

 Існування оберненої матриці зумовлюється такою теоремою: 

 Теорема. Для любої квадратної невиродженої матриці  ( )0det ≠AA  

існує єдина  обернена матриця 1−= AB . 

 Для того, щоб для квадратної матриці A   побудувати обернену матрицю 
1−A , необхідно користуватись таким алгоритмом: 

а) обчислити визначник матриці ( )AA det : пересвідчитись, що він не 

дорівнює нулеві  ( )0det ≠A ; 

б) скласти матрицю із алгебраїчних доповнень до елементів даної 

матриці; 

в) транспонувати одержану матрицю; 

г) транспоновану матрицю поділити на визначник матриці AA det, . 

 Якщо 0det ≠A , то формула для обчислення оберненої матриці має 

вигляд: 

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
A

…

…………………

…

…

21

22212

12111

1

det

1
=− . 



 Зауваження. Обернену матрицю можна одержати другим способом, 

користуючись тільки елементарними перетвореннями матриці. 

 Приклад. Знайти матрицю, обернену матриці 
















−=

045

124

321

A  

 Розв’язання. 

Обчислюємо визначник матриці A : 

1263524
45

24
3

05

14
2

04

12
1

045

124

321

det =⋅+⋅−=+
−

−
−

=−=A . 

 Обчислюємо алгебраїчні доповнення до елементів матриці A : 

.6
24

21
;13

14

31
;8

12

32

;6
45

21
;15

05

31
;12

04

32

;6
45

24
;5

05

14
;4

04

12

333231

232221

131211

−===
−

−=−=
−

=

=−=−===−=

==−=
−

−==
−

=

AAA

AAA

AAA

 

 Складаємо матрицю із алгебраїчних доповнень до елементів даної 

матриці 

















−−

−

−

=

6138

61512

654
~
A . 

 Транспонуємо одержану матрицю 

















−

−−

−

=′

666

13155

8124
~
A . 

Далі обчислюємо обернену матрицю 

























−

−−

−

=
















−

−−

−

=−

2

1

2

1

2

1

12

13

4

5

12

5

3

2
1

3

1

666

13155

8124

12

11A . 

 

 

 

 



Питання та вправи для самоперевірки 

 

Питання 

 

1. Яка матриця називається матрицею-рядком, а яка  -  матрицею-стовпцем? 

2. Яка матриця називається одиничною? 

3. Запишіть яку-небудь діагональну матрицю 4-го порядку. 

4. Як по даній матриці одержати транспоновану матрицю? 

5. Як побудувати матрицю, протилежну даній?  

6. Що називається алгебраїчною сумою двох матриць? Які властивості має 

ця операція? 

7.  Що називається добутком матриці на число? Які властивості має ця 

операція? 

8. Як складаються визначники, породжені даною матрицею? 

9. Що називається рангом матриці? 

10.  Як знайти добуток двох матриць? За яких умов  існує добуток двох 

матриць? Приведіть приклади. 

11.  Яка матриця називається невиродженою? 

12. Дайте визначення оберненої матриці. За яких умов існує матриця 

обернена даній? 

13.  В чому полягає алгоритм побудови матриці оберненій даній? 

14. Які операції називаються елементарними перетвореннями матриці? 

15. На що не впливають елементарні перетворення матриці? 

 

Вправи 

1. Дано матриці  



















=







=

112

101

021

121

,
1212

3041
BA ; 

а)  вияснити, чи існують добутки  BAAB, ; 

б) обчислити   BAAB,   (якщо вони існують). 

2. Дано матриці 
















−

−=

514

232

102

A   і  
















−

−

=

310

120

013

B ; 

а) )∗  обчислити BAAB − ; 

б) знайти  BA ′′; ; 

в) знайти ранги матриць A   і  B :   ( ) ( )BrAr , ; 

г) чи існують 11, −− BA ; 

д) знайти   11, −− BA , якщо вони існують. 

3. Обчислити матрицю, обернену матриці  A  



а)  
















−

−

=

513

124

213

A ;          б)  






 −
=

54

11
A ;     в)   



















=

1202

2021

3123

0112

A . 

4. Знайти ранг матриці  B :  ( )Br   

а) 



















=

4

3

2

1

B  ;      б)   ( )4321=B  ;     в)   















−=

232

101

342

B ;     г)  

















−

=

51

14

32

B ;     д)  







−

=
8113

7542
B ;         є)  



















=

3232

2323

5555

4321

B . 

 

Відповіді. 

1. а) добуток AB   існує, а добуток BA  не існує; 

б) 







=

577

41311
AB . 

2. а) 
















−

−

−

=−

1326

036

422

BAAB ; 

*) 
















−−

−

=

14312

926

316

AB ; 
















−

−−

=

13614

950

138

BA ; 

б) 















−

−

=′

521

130

422

A ; 















−

−

=′

310

121

003

B . 

3. а) 
















−

−−

−

=−

2610

112117

5311

36

11
A ; 

б) 







−

=−

14

15

9

11A ; 



в) 



















−

−

−

−

=−

1024

7770

1753

4762

7

11A . 

4. а) 1)( =Br ;  б) 1)( =Br ;  в) 3)( =Br ;  г) 2)( =Br ;  д) 2)( =Br ; 2)( =Br . 

 


