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КОНСПЕКТ ЛЕКЦІЙ

Прикладна теорія графів

(АЛГОРИТМИ і ПРОГРАМИ РОЗВ'ЯЗКУ ЗАВДАНЬ НА ГРАФІ І МЕРЕЖАХ)
Розвиток теорії графів в основному зобов'язане великій кількості всіляких додатків. Мабуть, з усіх математичних об'єктів графи є одним з чільних місць в якості формальних моделей реальних систем. Тільки перерахування робіт, в яких графи грають істотну роль в аналізі і синтезі систем, займе не один десяток сторінок. Тому викладені деякі завдання на графах і мережах (програми їх вирішення містяться в лекції) і їх застосування в різних областях науки і техніки. При цьому розглянуті як природні прикладне завдання (граф-модель системи мережевої структури), так і завдання, в яких граф з'являється штучним чином.
Графи знайшли застосування практично у всіх галузях наукових знань: фізиці, біології, хімії, математики, історії, лінгвістики, соціальних науках, техніці і т. П. Найбільшою популярністю теоретико-графові моделі користуються при дослідженні
комунікаційних мереж, систем інформатики, хімічних і генетичних структур,
електричних ланцюгів і інших систем.
                      Теоретико-множинний опис графа

   Граф можна визначити як модель, носієм якої є V- непорожня скінчена множина елементів, які називають вершинами 
[image: image606.png]


, а відношення – бінарне відношення суміжності між вершинами, що представлене підмножиною E (
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)  називають ребрами. Тоді граф можна представити як пару множин
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   Якщо з’єднувальні лінії мають напрямок, то вони називаються дугами і граф 
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 є орієнтованим, якщо з’єднувальні лінії не мають напрямку, то вони називаються ребрами і граф 
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 – неорієнтований . Дугу між вершинами 
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) позначають 
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. Пара вершин може бути з’єднана більш ніж одним ребром (дугою).
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Рис 1. Приклад графа

   Кожному ребру відповідає дві пари вершин 
[image: image13.wmf]{

}

,

ij

vv

 і 
[image: image14.wmf]{

}

,

ji

vv

 для неорієнтованого графа і для дуги пара 
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, де дуга виходить з вершини 
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 і заходить у вершину 
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.Якщо
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,то кажуть,що вершини суміжні. Два ребра називають суміжними, якщо вони мають спільну вершину. Вершина 
[image: image19.wmf]i
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 і ребро e  називають інцидентними ,якщо
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 є кінцем  ребра e. Зазначимо , що суміжність є зв'язком між однорідними елементами графа, тоді як інцидентність є  зв'язком між різноднорідними елементами .Для задання ребра достатньо вказати двоелементну множину вершин, яка з ним ототожнюється. Тобто 
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   Дві вершини графа називаються суміжними, якщо вони з’єднані ребром (дугою). Суміжні вершини називають граничними для відповідного ребра (дуги), а ребро (дуга) – інцидентною до відповідних вершин. 

Вершина, для якої не існує інцидентних до неї ребер називається ізольованою.  Вершина, для якої існує лише тільки одне інцидентне до неї ребро називається висячою.
Якщо певній парі вершин інцидентно декілька ребер, то ребра називаються кратними (рис. 2-а). Якщо ребро інцидентне до однієї вершини (
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 , які з'єднують вершину саму з собою  називаються  петлями (рис. 2-б).
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Рис 2.Приклад з’єднання  вершин а) кратні ребра; б) петля
   Приклад 1. Нехай задана множина вершин 
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, що з’єднана неорієнтованими  ребрами 
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 EMBED Equation.3  [image: image27.wmf]{
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. Простий граф записується як пара множин 
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. Графічне представлення на рис.3-а.

   Приклад 2. Нехай задана множина вершин 
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, що з’єднана орієнтованими  ребрами 
[image: image30.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]{

}

{

}

{

}

{

}

112223325431534643751

8329521011

,,,,,,,,{,},{,},{,},

{,},{,},{,}

evvevvevvevvevvevvevv

E

evvevvevv

=======

ìü

ïï

=

íý

===

ïï

îþ

. 
Орієнтований граф записується як пара множин 
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. Графічне представлення на Рис.3-б.

                     Графічне представлення графа
   Графічне  представлення графа – це схема, на якій вершини представляються кружечками, а ребра (дуги) – з’єднувальними лініями (напрямок відношення вказується стрілочкою).  Графічне представлення вище описаного простого графа з прикладу 1 наведено на рисунку 3.а..  Графічне представлення вище описаного орієнтованого графа з прикладу 2 наведено на рисунку 3.б. Графічне представлення неорієнтованого псевдографа  наведено на рисунку 4-а. Графічне представлення орієнтованого мультиграфа  наведено на рисунку 4-б
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Рис. 3. Представлення графів різного типу а) неорієнтованого графа; б) орієнтованого графа
   Оскільки обидві множини V i E cкінченні, то одним зі способів задання графа 
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є задання кожної з множин V i E за допомогою переліку їх елементів.

   Для задання графа виписуються усі ребра (дуги) і навпроти них вершини, що є інцидентними до них. Пара вершин може бути з’єднана більше ніж одним ребром.

Наведемо означення різних типів графів.

Простий граф-ребра неорієнтовані, кратних ребер і петель немає.

Мультиграф-ребра неорієнтовані, кратні ребра дозволені і петель немає.

Псевдограф-ребра неорієнтовані, кратні ребра і петлі дозволені  .
Орієнтований граф-ребра орієнтовані, кратних ребер  немає , петлі дозволені.

Орієнтований мультиграф-ребра орієнтовані, кратні ребера , петлі дозволені  .

                        
[image: image35]
                 Рис. 4. Графічне представлення графів  а) неорієнтованого псевдографа  ; 

б) орієнтованого мультиграфа .

   Степінь вершини у неорієнтованому графі це кількість ребер, інцидентних цій вершині, причому петлю враховують двічи. Степінь вешини v  позначається deg(v). Якщо deg(v)=0,то вершину  v називають ізольованою. Якщо deg(v)=1,то вершину  v називають висячою; 

   Теорема . Нехай 
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- неорієнтований граф, який має m  ребер. Тоді
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   Регулярним називають простий  граф всі вершини якого мають однаковий степінь.

У випадку орієнтованого мультіграфа 
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, якщо 
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, то вершину 
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 називають ініциальною, або початковою, а вершину 
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 називають термінальною, або кінцевою вершиною дуги e=
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. Петля має початок і кінець в одній точці. Для орієнтованого графа змінюється означення степені вершини. В орієнтованому мультиграфі півстепенем входу  вершини 
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 називають кількість дуг, які мають вершину 
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 кінцевою, позначають 
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виходу  вершини 
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 називають кількість дуг, для  яких  вершина 
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 початкова, позначають 
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      Теорема . Нехай 
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 -орієнтований граф, який має m  дуг. Тоді
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   Простий граф 
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 називають підграфом простого графа 
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, якщо
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. Підграф називають каркасним, якщо 
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. Якщо з графа видалити частину ребер (дуг), то отриманий граф називається частковим графом.

Операції над графами

   Доповнювальним до графа G називають граф 
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, у якого та сама множина вершин і дві вершини в 
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 з'єднані ребром тоді й лише тоді, коли вони не з'єднані ребром в G.

Нехай 
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- графи. Об'єднанням  
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 називається граф 
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   Перерізом  
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 називається граф 
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 називається граф 
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 називається граф 
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називається граф 
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 тоді і тільки тоді, коли 
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   Композицією 
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 тоді і тільки тоді, коли виконується одна з умов:

1)   
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   Повний простий граф з n вершинами (позначають 
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)- це граф, у якого будь - яка пара вершин з'єднана точно одним ребром. На рисунку 5 приведені приклади повних графів 
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  ( а)                        (б)                          (в)                         (г)                                (д)

                Рис. 5. Повні графи  а) 
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   Підмножину 
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 вершин графа G називають клікою, якщо будь-які дві вершини з 
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суміжні, тобто породжений підграф 
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 є повним. Кліку називають максимальною, якщо вона не є підмножиною жодної іншої кліки з більшою кількістю вершин. Найпотужнішу максимальну кліку називають найбільшою. Кількість вершин у найбільший кліці графа називають щільністю, або кліковим числом, і позначають 
[image: image96.wmf]()

G

j

.

   Граф 
[image: image97.wmf](

)

,

GVE

=

 називають дводольним, якщо V можно розбити на дві підмножини : 
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 так, що кожне ребро з’єднує вершину з 
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   Дводольний граф називають повним, якщо кожна вершина з 
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  з’єднана ребром з кожною вершиною з 
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 то повний  дводольний граф позначають через 
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На рисунку 6-а наведено графічне представлення на повного дводольного графа 
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 називають зіркою. Графічне представлення  зірки на на рис. 6-б
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                               Рис. 6. Повні дводольні графи а)
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   Циклом  
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 називають граф з множиною вершин 
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 і множиною ребер
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. Графічне представлення  цикла на на рис. 7-а

   Колесом  
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 називають граф, який одержують з циклу  
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 додаванням ще однієї вершини, яку з'єднують з усіма n вершинами в 
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 новими ребрами. Графічне представлення  колеса на на рис. 7-б
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   Простий граф, вершини якого зображають всі 
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 бітових рядків довжини n , називавють 
n-вимірним кубом і позначають 
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. Дві вершини в 
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 з’єднані ребром тоді і тільки тоді,коли бітові рядки відрізняються точно в одному біті. Графи 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image121.wmf]2
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зображенні на рис.8-а,б,в відповідно. Граф 
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 отримують з двох графів 
[image: image125.wmf]n

Q

 з’єднанням ребрами їхніх однаково позначених вершин. Після цього до бітових рядків у вершинах першого з графів 
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 зліва дописують 0, другого –дописують 1.  

   n-вимірний куб , або n-куб
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, визначається через добуток графів за слідуючим правилам:
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- граф без петель, який складається з однієї вершини, 
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                                 Рис. 8.Приклади n-вимірних кубів а)
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Аналітичний опис графа за допомогою матриць

   Аналітично граф можна задати за допомогою матричного опису. Основними матрицями, що задають граф є матриця суміжності та матриця інцидентності.

Матриця суміжності

   Нехай 
[image: image133.wmf](
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- простий граф. Припустим, що вершини графа занумеровані:
[image: image134.wmf]11
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   Матрицею суміжності простого графа G називають квадратну матрицю A з елементами 
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   Для орієнтованого графа елемент матриці 
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 набуває ненульового значення, коли дуга виходить з вершини 
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 і заходить у вершину 
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.

   Якщо вершини зв’язані лише одним ребром, то матриця складається з 0 і 1.

   Приклад матриці суміжності простого  графа, наведеного на рис.2. а):
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   Матрицею суміжності орієнтованого графа G називають квадратну матрицю A з елементами 
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   Приклад  матриці суміжності орієнтованого графа прикладу 2  наведеного на рис.2. б
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   В матриці суміжності орієтованого мультиграфа елемент  
[image: image162.wmf]ij
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дорівнює кількості дуг, для яких 
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 початкова вершина, а  
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- кінцева.

   У матриці суміжності псевдографа  G елемент  
[image: image165.wmf]ij
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 дорівнює кількості ребер, що з'єднують 
[image: image166.wmf]i

v

 та  
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. Петлю у вершині  
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 зображають значенням діагонального елемента   
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   Якщо граф неорієнтований, то матриця суміжності є симетричною. У графа, який не містить петель, на головній діагоналі стоять нулі. 
   Якщо кожному ребру графа поставити у відповідність деякий ваговий коефіцієнт, то матриця суміжності з відповідних вагових коефіцієнтів у якої на головній діагоналі стоїть символ 
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 називається матрицею вагів.

Матриця інцидентності

   Нехай 
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.  Матрицею інцидентності простого графа називають булеву 
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Рядками матриці інцидентності є вершини графа, а стовпчиками – його ребра.

У випадку  псевдографа для петлі відповідний елемент матриці дорівнює  2.

Матрицею інцидентності  орієнтованого мультиграфа   називають  
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   Приклад матриці інцидентності орієнтованого мультиграфа   наведеного на рис.4. б:
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                                   Основні поняття теорії графів
   Якщо з графа видалити частину ребер (дуг), то отриманий граф називається частковим графом.

   Неорієнтований граф називається зв’язним, якщо будь-яка вершина є досяжною з іншої вершини, в протилежному випадку граф називається  незв’язним. Незв’язний граф розкладається на декілька частин, кожна з яких є зв’язним графом. Ці часткові графи називаються компонентами зв’язності.
   Граф для ребер якого справедливо, що з 
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 випливає,  що 
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  називається симетричним. Якщо з твердження 
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   Шляхом (ланцюгом, маршрутом) довжини r із вершини 
[image: image184.wmf]1
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 до вершини 
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 в неорієнтовному (орієнтовному) графі називають  послідовність ребер (дуг), що кінець одного ребра (дуги) є початком наступного ребра (дуги) , або шлях – це послідовність суміжних ребер вигляду
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. Шлях довжини r має r ребер, причому ребро враховується стільки разів, сільки воно входить в шлях. Шлях, для якого жодне ребро (дуга) не повторюється, називається простим. Шлях, який з'єднує вершини 
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 та 
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, позначають  через 
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 і називають 
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- шляхом.

   Якщо кінцева вершина шляху співпадає з початковою , то такий шлях називається контуром або циклом.  Ребро називається циклічним, якщо воно входить хоча б в один цикл графа. В протилежному випадку ребро називається ациклічним.

   Віддаллю між вершинами  
[image: image191.wmf]1
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 та 
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 називають довжину найкоротшого шляху 
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   Теорема. Для того, щоб граф був  двудольним, необхідно і достатньо, щоб він не містив простих циклів непарної довжини.

   Орієнтований граф називають сильно зв'язаним, якщо існує орієнтований шлях від 
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 для будь-яких різних вершин графа. Довільний максимальний за включенням (сильно) зв'язаний підграф даного графа називається його (сильною) зв'язаною компонентою.

   Теорема.. Довільний граф є об'єднання неперетинаючихся (сильних) зв'язаних компонент.

Розклад графа на (сильні) зв'язані компоненти визначається однозначно.

   Теорема. Нехай в графі (неорієнтовному чи орієнтовному) А-мариця суміжності.Тоді кількість різних шляхів довжини r від вершини 
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 до вершини 
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 дорівнює  
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   Наслідок . В графі 
[image: image202.wmf]G

 потужності n тоді і тільки тоді існує цикл з вершиною 
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 не дорівнює нулю.

    Наслідок . В графі 
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 потужності n тоді і тільки тоді існує 
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 не дорівнює нулю.

      Приклад 3. Визначимо за допомогою матриці суміжності існування (1,3) - маршруту в графі 
[image: image211.wmf]G

,
Зображеному рис.9.
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                                            Рис.9. Представлення графу до прикладу 3.

В матриці         
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  (1,3) – елемент дорівнює нулю, тобто (1,3) – маршрутів довжини 1 немає.

 В матриці     
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  (1,3) – елемент також дорівнює нулю.

  В матриці         
[image: image215.wmf]32
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  (1,3) – елемент  дорівнює одиниці, тобто існує один (1,3) – маршрут довжини 3. З рисунка видно, що цей шлях визначається набором вершин (1,4,2,3). В матриці    
[image: image216.wmf]3
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 – елемент (4,2)  дорівнює 3, тобто існує три (4,2)- маршрута довжини три: (4,1,4,2), (4,2,4,2), (4,2,3,2).
      Утворимо з матриці  
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 матрицю  
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Матриця С називається матрицею зв'язаності, якщо 
[image: image220.wmf]G

 - простий граф,  і матрицею досяжності, якщо 
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- орграф. В графі 
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 тоді і тільки тоді існує 
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В загальному випадку матриця зв'язаності є матрицею відношення еквівалентності, яке відповідає розбиттю множини вершин графа на компоненти зв'язаності.

   Визначимо матрицю контрдосяжності 
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   Неважко помітити, що якщо С – матриця досяжності, то  
[image: image228.wmf]T
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Матриці досяжності і контрдосяжності 
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 використовують для знаходження сильних компонент графа. Розглянемо матрицю 
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, де операція * означає поелементний добуток матриць 
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 матриці 
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 дорівнює 1  коли i = j або 
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 і 
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взаємно досяжні. Таким чином, матриця 
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 є матрицею відношення еквівалентності Е:
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      Приклад 4. Матриці досяжності і контрдосяжності 
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   графа 
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зображеному рис.10 мають вигляд:
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[image: image245]
                                                    Рис.10. Граф (G) до прикладу 4.
   Числом вершинної зв’язності 
[image: image246.wmf]()
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 простого графа називають найменшу кількість вершин, вилучення яких призводить до незв’язного або одновершиного  графа.
   Числом реберної зв’язності 
[image: image247.wmf]()
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  простого графа називають найменшу кількість ребер , вилучення яких призводить до незв’язного графа.

                           Відстань в графах

   Довжиною шляху  називають кількість дуг , з яких він складається. Нехай 
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 – дві його різні вершини. Віддаллю 
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між вершинами називають довжину найкоротшого шляху. Якщо 
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, називається матрицею віддалей.
   Для фіксованої вершини 
[image: image254.wmf]a

 величина 
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 називається ексцентриситетом вершини 
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. Максимальний серед усіх ексцентриситетів вершин називається діаметром графа G 

 і позначається через 
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. Вершина 
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 називається периферійною, якщо
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   Приклад 5. Знайти діаметр графа зображеного на рисунку 11. Матриця віддалей  має вигляд
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Звідси e(1) = 3, e(2) = 2, e(3) = 3, e(4) = 2, e(5) = 2 і, отже, d(G) = 3. Вершини 1 і 3 є периферійними.

   Мінімальний з ексцентриситетів графа G називається його радіусом і позначається через 
[image: image261.wmf]():()min{()}
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. Вершина 
[image: image262.wmf]a

 називається центральною, якщо 
[image: image263.wmf]()()
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. Множина усіх центральних вершин графа називається його центром.

     Радіус графа, зображеного на рис.11, дорівнює 2, а його центр є множина {2,4,5}.

В повному графі всі вершини суміжні, і тому
[image: image264.wmf]()()1
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[image: image265]
                           Рис.11. Граф з радіусом 2

   Задача знаходження центральних вершин виникає в практичній діяльності людей. Нехай , наприклад, граф є мережа шляхів, тобто, вершини відповідають населеним пунктам, а ребра – дорогам між ними.  Треба оптимально розмістити клініки, пункти обслуговування і таке інше.

В подібних випадках оптимізація полягає в мінімізації віддалі від місця обслуговування до найбільше віддаленого населеного пункту. Отже, місцями розташування повинні бути центральні вершини графа. Реальні задачі відрізняються від цієї  тим, що  доводитися враховувати інші обставини - відстані між населеними пунктами, вартість, час проїзду  Для обліку цих параметрів використовуються зважені графи.

   Нехай  
[image: image266.wmf],
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 - деякі множини позначок. Розподілом позначок графа  
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 називається пара функцій 
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 ( розподіл позначок дуг). Четвірка 
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 називається зваженим або міченим графом. Для вершини 
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 називається вагою вершина 
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, для дуги 
[image: image274.wmf]eE

Î

 елемент 
[image: image275.wmf]()

ge

 називається вагою дуги 
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. Графічне представлення зваженого графа  на рис.11.

   Нехай 
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- зважений граф, в якому вага кожної дуги 
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Вагою маршруту  
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  називається число  
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. Зваженною відстанню (
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 між вершинами a i b називається мінімальна з ваг 
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. Зваженою центральною вершиною графа  
[image: image291.wmf]G

 називається вершина a,

для якої  
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. Зважений ексцентриситетом 
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 центральної  вершини a називається зваженим радіусом графа  
[image: image294.wmf]G

 і позначається 
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                                                        Рис.12.Зважений граф. 

    В зваженому графі 
[image: image297.wmf]G

(рис.12) центральна вершина «Київ», 
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   Теорема. Між кожною парою різних вершин зв’язного простого граф існує простий шлях.   
   Вершину графа називають точкою з’єднання, якщо у разі вилучення її граф, що отримаємо буде мати більше компонент.

   Ребро графа називають мостом,  якщо його  вилучення збільшує кількість компонент.

     Зв’язністю графа називається мінімальне число ребер, після видалення яких граф стає незв’язним. Справедливим є наступне твердження: якщо із зв’язного графа видалити циклічне ребро, то отриманий граф також буде зв’язним, якщо видалити ациклічне ребро – граф розпадеться на дві компоненти зв’язності.

   Простий шлях (цикл, ланцюг, контур) до якого входять всі ребра (дуги) графа називається ейлеревим шляхом (циклом, ланцюгом, контуром).
   Зв’язний граф, в якому існує ейлерів цикл, називається ейлеревим графом. . Зв’язний мультиграф  є ейлеревим, тоді і лише тоді, коли степені всіх його вершин парні (теорема Ейлера).

   Зв’язний мультиграф має ейлеревий шлях, але не має ейлерового циклу тоді і лише тоді, коли він має точно дві вершини непарного степеня. 

   Шлях 
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 у зв‘язному графі 
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 називають гамільтоновим шляхом, якщо 
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Цикл 
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 називають гамільтоновим циклом, якщо 
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 – гамільтонів шлях.

   Іншими словами, гамільтонів цикл і гамільтонів шлях проходять через кожну вершину графа точно один раз (можливо за виключенням першої і останньої вершин). Необхідно зазначити, що в загальному випадку гамільтонів цикл і шлях не містять усіх ребер графа.

   Говоритимемо, що набір реберно непересічних ланцюгів|цеп| покриває граф 
[image: image307.wmf]G

, якщо кожне ребро графа 
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 входить в один з цих ланцюгів|цеп| .

. Теорема. Якщо зв'язний граф містить k вершин|утрим| непарного степеня |міра|, то мінімальне число тих, що покривають його реберно непересічних ланцюгів|цеп| до|рівнює  k/2.

   Теорема.  (Г. Дірак). Якщо 
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 зв‘язний простий граф з n
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3 вершинами і для кожної вершини виконується нерівність 
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, то граф має гамільтонів цикл.
   Графи 
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   Нехай ребро е інцидентне вершинам 
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. Підрозбиття ребра 
[image: image323.wmf]e

 полягає у видаленні е та додаванні двох нових ребер 
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 інцидентне вершинам 
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   Графи 
[image: image333.wmf]1
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 називають гомеоморфними, якщо їх можна отримати з ізоморфних графів скінченною кількістю операцій підрозбиття ребер.

   Означення. Плоским називають граф, зображений на площині так, жодне ребро не має точок самоперетину, жодні два його ребра геометрично ніде не перетинаються, окрім інцидентних їм вершин. Граф, ізоморфний плоскому графу, називають планарним.
   Плоский граф розбиває площину на області, одна з яких необмежена. Ці області називаються гранями плоского графа; необмежену область називають зовнішньою гранню.

   Теорема.  (Ейлера про плоскі графи). Нехай зв‘язний плоский граф 
[image: image335.wmf](
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 має n вершин, m ребер та r граней. Тоді n+r=m+2. 

   Теорема.  Граф K5  та K3,3 непланарні.

   Теорема.  (Куратовського). Граф планарний тоді й лише тоді, коли він не містить підграфів, які гомеоморфні графам K5  або K3,3.

   Нехай 
[image: image336.wmf]G

- плоский неорієнтований граф з n вершинами, m ребрами та r гранями відповідно.

   Означення. Плоский граф 
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 з кількістю 
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  граней називають дуальним до графу 
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   1. 
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   2.  Кожна грань r графу  
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 містить рівно одну вершину 
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 графу 
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   3.  Кожне ребро е графу  
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 перетинається рівно з одним ребром 
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 графу 
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   Для кожного плоского графу 
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 існує єдиний, з точністю до ізоморфізму, дуальний граф 
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. Проте у ізоморфних графів 
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   Теорема. Графи  
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 ізоморфні тоді і тільки тоді, коли граф 
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   Розфарбуванням простого графа 
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 називають таке приписування кольорів (або натуральних чисел) його вершинам, що ніякі дві суміжні вершини не набувають однакового кольору. Найменшу можливу кількість кольорів у розфарбуванні називають хроматичним числом і позначають
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   Теорема.  Якщо найбільший зі степенів вершин графа 
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 дорівнює р, то цей граф можна розфарбувати у р+1 колір.

   Теорема.  (Р. Хейвуд). Будь-який планарний граф 
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 можна розфарбувати у п‘ять кольорів, тобто  
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   Зв’язний простий граф, в якому нема циклів, називається деревом. Незв’язний граф, компонентами зв’язності якого є дерева називається лісом.

   Властивості дерев:

Для того, щоб зв’язний простий граф був деревом, необхідно і достатньо, щоб число вершин було більшим від числа ребер на одиницю.

 Для того, щоб зв’язний простий граф був деревом, необхідно і достатньо, щоб будь-які його дві вершини можна було з’єднати одним маршрутом.

Граф буде утворювати дерево тоді і тільки тоді, коли внесення до нього нового ребра приводить до появи рівно одного циклу.

   Нехай 
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 графа G називається остовом або каркасом графа G , якщо 
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- ліс, який на довільній зв’язній компоненті графа G утворює 

дерево. Таким чином, якщо G- зв’язний простий граф, то остов 
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 є деревом, яке називають остовне дерево графа G.

   Теорема. Кількість ребер довільного простого графа G, яке треба видалити для отримання остову дорівнює   m-n+c, де m – число ребер, n- число вершин, c- число компонентів зв’язності графа G.

   Число 
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 називається цикломатичним числом або циклічним рангом графа G. 

Число 
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 називається коциклічним рангом або корангом. Таким чином, 
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 є число ребер, які входять в довільний каркас графа G, і 
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   Нехай 
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 - простий граф, який має m – число ребер, n- число вершин, c- число компонентів зв’язності, Т-каркас графа. Т має 
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, які назвемо гілками остова Т. Залишившиєся  
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 , які не входять в Т , назвемо хордами остова Т. Якщо до лісу Т добавити довільну хорду 
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, то в отриманому графі  знайдеться рівно один цикл, який позначимо 
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 називається фундаментальним циклом 

графа G відносно хорди 
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 всіх фундаментальних циклів відносно хорд остова Т називається фундаментальною множиною циклів графа G відносно  остова Т. Потужність фундаментальної множини циклів дорівнює цикломатичному числу 
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   Позначимо через 
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Тоді фундаментальному циклом 
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Фундаментальну множину циклів задамо за допомогою матриці фундаментальних циклів, рядками якої є вектори 
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   Так як кожний фундаментальний цикл 
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   Таким чином,  
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   Приклад 6. Знайдемо матрицю фундаментальних циклів графа G ,зображеного на рисунку 13.
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                                                            Рис. 13. Граф (G) до прикладу 6 і 7.
Тому що 
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=8-6+1=3,то для отримання остова видалемо з графу три ребра. Відповідно ребра позначимо 1,2,3. Ребрам , які входять в остов, поставимо у відповідність номера 4,5,6,7,8.

   Отже фундаментальний цикл 
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 відповідає хорді 1, складається з ребер 1,4,6, цикл 
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- з ребер 2,6,7, цикл 
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- з ребер 3,6,7,8. Тому матриця фундаментальних циклів графа G має вигляд
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   Нехай 
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- розбиття множини V. Перерізом графа G (по розбиттю 
[image: image406.wmf]M

) називається множина всіх ребер, з'єднуючих вершини з 
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 з вершинами з
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В зв'язаному графі довільний переріз непустий.  Непустий переріз К простого графа G називається простим перерізом або коциклом, якщо довільна непуста власна підмножина
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 не є перерізом ні по якому розбиттю.

   Теорема. В зв'язаному простому графі остовне дерево має  щонайменше  одне спільне ребро з довільним із перерізів графа.

   Нехай 
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Видалемо з остова Т довільну гілку  
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, отримаємо ліс з (с+1) компонентою зв'язності, тобто кожне ребро  
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 є перерізом остова Т по деякому розбиттю 
[image: image414.wmf]12

{,}

MM

. В графі G можуть знайтись ще деякі ребра 
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(хорди Т), які з'єднують вершини з 
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 утворює простий переріз, який називається фундаментальним перерізом  графа G  відносно гілки 
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 всіх фундаментальних перерізів  графа G   називається фундаментальною множиною коциклів графа G відносно  остова Т. Потужність фундаментальної множини коциклів не залежить від вибору  остова Т і дорівнює корангу 
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Фундаментальна множина коциклів задається матрицею фундаментальних перерізів К, рядками якої є вектори 
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   Оскільки кожний фундаментальний переріз 
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, матриця К має вигляд
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   Таким чином,  
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   Приклад 7. Знайдемо матрицю фундаментальних перерізів графа G, зображеного на рисунку 13.

Оскільки 
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=5, маємо п'ять фундаментальних перерізів. Ребру 4 відповідає коцикл 
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. Матриця фундаментальних перерізів має вигляд
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Приклади застосування теорії графів

«Транспортна задача» в якій вершинами графа є пункти призначення, а ребрам відповідають транспортні маршрути. За допомогою графа зручно вирішувати задачі постачання, визначення оптимальних потоків вантажу, визначення пунктів виробництва та споживання..

«Технологічна задача» в якій вершини представляють елементи виробництва (заводи, цехи і т.і.), а дуги – потоки ресурсів за допомогою яких визначається оптимальне завантаження виробництва і потоків, що його забезпечують.

Схеми обміну, що представляють моделі взаємозаліків, бартеру і таке інше. Вершини представляють учасників схеми обміну, а дуги – потоки матеріальних та фінансових ресурсів. Задача полягає у визначенні оптимального ланцюгу обміну, наприклад, з точки зору організації і узгодження інтересів учасників схеми з врахуванням обмежень.

Управління проектами. З точки зору теорії графів, проект можна розглядати як сукупність операцій і залежностей між ними. Моделі та методи, які використовують теорію графів для задач управління проектами отримали назву календарно-сітьового планування і управління (КСПУ).В межах КСПУ розв’язуються задачі визначення послідовності виконання операцій і розподілу ресурсів між ними.

Моделі колективів і груп. Такі моделі розглядають у соціології, де у якості вершин графа виступають люди або їх групи, а ребрами є відношення між ними. За допомогою графових 

моделей вирішуються задачі узгодженості дій між групами, їх соціальне порівняння за певними показниками.

Моделі організаційних структур, де вершини – це елементи організаційної структури, а ребра або дуги – зв’язки (інформаційні, управляючі, технологічні та ін.) між ними.

 Неорієнтований граф скінченої впорядкованої множини, складений з максимальних ланцюгів, називається діаграмою Хассе. Інакше, діаграма Хассе є такий граф впорядкованої множини 
[image: image442.wmf]£>
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у якому видалені петлі і транзитивно замикаючі дуги.
Приклад 8. Відношення «бути підмножиною» на безлічі всіх підмножин безлічі  М = {а,b,c}, може бути представлено як орієнтованим графом (рис.14-а) впорядкованої множини 
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так і діаграмою Хассе (рис. 14-б) .     
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                                                         (а)                                                    (б)             

                                                 Рис.14 Граф (G)  та діаграма Хассе до прикладу 8.
[image: image573.wmf]b

Приклад 9. Хай М = {1,2,3,4,5,6} – лінійно впорядкована множина. В цьому випадку орграф (рис. 15-а)
[image: image444.wmf]£>
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 і діаграма Хассе (рис.15-б) слідуючі :

                                   Рис.15. Граф (G)  та діаграма Хассе до прикладу 9.

Побудова каркасу мінімальної ваги

Каркасом або остовом графа 
[image: image445.wmf]G

 називають підграф, що з’єднує всі вершини заданого графа лише одним ребром. Найкоротшим або оптимальним найчастіше називають каркас з най меншою сумою вагових коефіцієнтів ребер. Оптимальний каркас ще називають найкоротшою зв’язуючою мережею для даного графа.

Розглянемо зв‘язний граф у якому кожному ребру приписаний ваговий коефіцієнт. Необхідно знайти каркас з мінімальною сумарною вагою його ребер. Така задача має важливі практичні застосування, наприклад, декілька пунктів необхідно з‘єднати лініями зв‘язку. Відома ціна одиниці довжини лінії між парами таких пунктів. Виникає питання: які пункти необхідно з‘єднати, щоб отримати мережу обслуговування всіх пунктів зв‘язку і при цьому мережа мала б найменшу вартість.

Такий каркас у заданого графа може бути не єдиний.  Наприклад для графа (рис.16)


[image: image446]
Рис. 16.Представлення вхідного графа

можна побудувати два каркаса з мінімальною вагою (рис.17)

[image: image447]
Рис. 17 Каркаси до графа рис.16

Для заданого графа 
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 розглянемо деяку підмножину 
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 таку, що 
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 і нехай ребро 
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 має найменший ваговий коефіцієнт, причому одна вершина ребра належить множині 
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, а друга – 
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. Для побудови остового дерева необхідно вибрати 
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 ребро.

Розглянемо два методи побудови каркаса з мінімальною вагою, які мають широке практичне застосування.

Алгоритм Прима

Побудову каркаса починають з пустої 
[image: image455.wmf]0
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. Послідовно додаємо до множини 
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 ребро з найменшою вагою, що зв’язує вершини з 
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 та 
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. Даний алгоритм можна представити наступним чином (рис.18):

1. Покладемо 
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2. Цикл поки 
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            2.1  відшукуємо  ребро 
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 з мінімальною вагою, де 
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           2.2  додаємо 
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 до множини 
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           2.3  видаляємо 
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 з множини 
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3. Виводимо результат.

Алгоритм Прима має складність 
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for i:=1 to n

V[i]

for i:=1 to m

for j:=1 to m

W[I,j]=0

i:=1 to n

W[V[i].i,V[i].j]:=V[i].weight

l:=m

1

Type rebro=record

 weigth: real;

 i, j: integer

end;

Var V: array of rebro

n –ребра

m -вершини

Вводимо масив ребер

Формуємо порожню матрицю

Формуємо матрицю вагів

                                                            Рис. 18. Схема алгоритму Прима
Алгоритм Краскала

На відміну від алгоритму Прима, цей алгоритм не вимагає проходу всіх вершин для знаходження ребра з мінімальною вагою, а застосовує „жадібний підхід” і працює з вершинами, а не з ребрами. Опишемо алгоритм:

Складаємо список ребер в порядку зростання вагових коефіцієнтів.

Цикл поки число відмічених вершин 
[image: image471.wmf]1

V

<-

           

вибираємо із списку ребро 

перевіряємо, якщо ребро зв’язує ще не зв’язані вершини

додаємо його до остова

інакше пропускаємо

Виводимо результат

Складність алгоритму Краскала становить 
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Рис 19. Алгоритм Краскала
Відшукання найкоротшого шляху на графі

Для знаходження кількості можливих шляхів 
[image: image474.wmf]{
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на графі та визначення найкоротшого та найдовшого шляху застосовують дерева. Розглянемо цю задачу на прикладі. Нехай є зображення місцевості у вигляді орієнтованого графа (рис. 20) 
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Рис 20.Граф представлення місцевості

Починаючи з вершини 1, будемо послідовно перетворювати граф можливих шляхів у дерево. При виконанні цього процесу кожна вершина буде отримувати самостійне значення стільки разів, скільки в неї у початковому графі входило ребер. Результат побудови дерева на основі заданого графа представлений на рисунку 21

 [image: image476.png]



Рис. 21 Представлення графу в вигляді дерева
Найкоротший шлях буде закінчуватись у найменшому ярусі висячої вершини дерева, а найдовший – у найбільшому ярусі. Кількість шляхів буде дорівнювати кількості висячих вершин дерева (у даному прикладі 14), довжина найкоротшого шляху (1,5,9) буде рівною 2, довжина найбільшого шляху буде становити 7.

1. Задані графи G1 i G2. Знайти G1[image: image478.png]


G2, G1[image: image480.png]


G2, G1[image: image482.png]


G2, G1×G2. Для графа G1[image: image484.png]


G2 знайти матриці суміжності, інцидентності, сильних компонентів, маршрутів довжини 2 та всі маршрути довжини 2, що виходять 1.
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Рис.1 Граф G1
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Рис.2 Граф G2
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Рис.3 Граф [image: image489.png]Gl uGz
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Рис.4 Граф [image: image492.png]G1 nG2




Для того щоб визначити добуток потрібно перемножити матриці суміжності графів
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Рис.5 Граф [image: image496.png]G1 xG2
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Рис.6 Граф [image: image505.png]Gl @Gz
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Матриця суміжності [image: image508.png]Gl uGz
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Матриця інцидентності [image: image512.png]Gl uGz




Побудуємо матрицю досягнення даного орграфа, за визначенням вона має бути 4*4, так як ми можем потрапити з будь-якої вершини до будь-якої вершини то ця матриця буде складатися тільки з одиниць.
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Матриця досягнення [image: image515.png]Gl uGz




Відповідно якщо всі елементи матриці досягнення одиниці, то і всі елементи матриці сильних компонентів також однииці, тобто цей граф сильно звязаний 
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Матриця сильних компонентів [image: image518.png]Gl uGz




Використаємо матричний метод знаходження маршрутів у графах, для цього перемножимо матриці суміжності
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Матриця маршрутів довжини 2

Існує 1 шлях довжиною 2  з 1 вершини до 1

Існує 1 шлях довжиною 2  з 1 вершини до 2

Існує 1 шлях довжиною 2  з 1 вершини до 3

Існують 2 шляхи довжиною 2  з 1 вершини до 4 
2. Знайти матриці фундаментальних циклів, фундаментальних перерізів, радіус та діаметр, мінімально множину покриваючих ланцюгів графа G. Чи буде зображений граф ейлеревим? Чи є представлений граф планарним?
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n=8, m=11, e=1. V=m-n+1=4

Остовний граф:
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Матриця фундаментальних циклів:

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0

	2
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0

	3
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	4
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0


Матриця фундаментальних перерізів:

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	5
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	6
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	7
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	8
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	9
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	10
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0

	11
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1


Штрафні санкції:
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Ексцентриситет: 
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	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h
	E

	a
	0
	2
	5
	9
	14
	20
	16
	14
	20

	b
	2
	0
	3
	7
	12
	18
	14
	12
	18

	c
	5
	3
	0
	4
	9
	15
	11
	9
	15

	d
	9
	7
	4
	0
	5
	11
	12
	10
	12

	e
	14
	12
	9
	5
	0
	6
	13
	15
	15

	f
	20
	18
	15
	11
	6
	0
	7
	15
	20

	g
	16
	14
	11
	12
	13
	7
	0
	8
	16

	h
	14
	12
	11
	10
	15
	15
	8
	0
	15


d(G)=20;
r(G)=12;
НПУ=1– неперетинаючі покриваючі ланцюги;

Граф планарний, не є ейлеревим.

Алгоритм Дейкстри:
Мінімальний шлях:
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Найкоротший шлях від а до b становить 2, до c — 5, до d — 9, до e — 14, до f — 20, до g — 16, до h — 14 одиниць. 
14: A⇒B⇒C⇒H

3. За заданими ребрами побудувати зважений граф. Для заданого графа побудувати мінімальний каркас. Представити граф у вигляді дерева на якому знайти найкоротший шлях з початкової вершини у кінцеву, а також шлях з найменшим та найбільшим обходом вершин.

u(1,2)=7; u(1,3)=5; u(1,7)=7; u(2,3)=4; u(2,7)=3; u(2,8)=6; u(3,4)=5; u(3,7)=4; u(4,5)=5; u(4,8)=3; u(5,6)=4; u(6,7)=1; u(6,8)=2;

Зважений граф:
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Мінімальний каркас –––:
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Багатополюсний граф:
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Дерево:
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Алгоритм Флойда
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i=1(крок),  Таблиця W0
	
	1
	2
	3
	4
	5
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	8

	[image: image580.wmf]5

v

1
	0
	7
	5
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	7
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	2
	∞
	0
	4
	∞
	∞
	∞
	3
	6

	3
	∞
	∞
	0
	5
	∞
	∞
	4
	∞

	4
	∞
	∞
	∞
	0
	5
	∞
	∞
	3

	5
	∞
	∞
	∞
	∞
	0
	4
	∞
	∞

	6
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	0
	1
	2

	7
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	0
	∞

	8
	1
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	0


Таблиця R0
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	2
	2
	0
	2
	2
	2
	2
	2
	2

	3
	3
	3
	0
	3
	3
	3
	3
	3

	4
	4
	4
	4
	0
	4
	4
	4
	4

	5
	5
	5
	5
	5
	0
	5
	5
	5

	6
	6
	6
	6
	6
	6
	0
	6
	6

	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	0
	7

	8
	8
	8
	8
	8
	8
	8
	8
	0
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i=2(крок),  Таблиця W1
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	7
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	0
	4
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	0
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	∞
	∞
	0
	∞

	8
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	8
	6
	∞
	∞
	∞
	∞
	0


Таблиця R1

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	2
	2
	0
	2
	2
	2
	2
	2
	2

	3
	3
	3
	0
	3
	3
	3
	3
	3

	4
	4
	4
	4
	0
	4
	4
	4
	4

	5
	5
	5
	5
	5
	0
	5
	5
	5

	6
	6
	6
	6
	6
	6
	0
	6
	6

	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	0
	7

	8
	8
	1
	1
	8
	8
	8
	8
	0


Повторимо усі попередні процедури з новоутвореною матрицею і будемо повторювати циклічно далі, доки не завершиться алгоритм.
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i=8(крок),  Таблиця W8
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	7
	8

	1
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	10
	15
	19
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	13
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	14
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	10
	14
	4
	8

	4
	∞
	∞
	∞
	0
	5
	9
	10
	3

	5
	∞
	∞
	∞
	∞
	0
	4
	5
	6

	6
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	0
	1
	2

	7
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	0
	∞
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Таблиця R8
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	0
	1
	1
	3
	4
	5
	1
	2

	2
	2
	0
	2
	3
	4
	5
	2
	2

	3
	3
	3
	0
	3
	3
	5
	3
	4

	4
	4
	4
	4
	0
	4
	5
	6
	4

	5
	5
	5
	5
	5
	0
	5
	6
	6

	6
	6
	6
	6
	6
	6
	0
	6
	6

	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	0
	7

	8
	8
	1
	1
	3
	4
	5
	1
	8


Результат Таблиця W9
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	0
	7
	5
	10
	15
	19
	7
	13

	2
	7
	0
	4
	9
	14
	18
	3
	6

	3
	9
	16
	0
	5
	10
	14
	4
	8

	4
	4
	11
	9
	0
	5
	9
	10
	3

	5
	7
	14
	12
	17
	0
	4
	5
	6

	6
	3
	10
	8
	13
	18
	0
	1
	2

	7
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	0
	∞

	8
	1
	8
	6
	11
	16
	20
	8
	0


Таблиця R9
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	0
	1
	1
	3
	4
	5
	1
	2

	2
	8
	0
	2
	3
	4
	5
	2
	2

	3
	8
	8
	0
	3
	3
	5
	3
	4

	4
	8
	8
	8
	0
	4
	5
	6
	4

	5
	8
	8
	8
	8
	0
	5
	6
	6

	6
	8
	8
	8
	8
	8
	0
	6
	6

	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	0
	7

	8
	8
	1
	1
	3
	4
	5
	1
	8


Програмна реалізація на мові С++ №1:

#include <iostream>

using namespace std;

const int maxV=1000;

int i, j, n;

int GR[maxV][maxV];

//Алгоритм Флойда

void FU(int D[][maxV], int V)

{

int k;

for (i=0; i<V; i++) D[i][i]=0;

for (k=0; k<V; k++)

for (i=0; i<V; i++)

for (j=0; j<V; j++)

if (D[i][k] && D[k][j] && i!=j)

if (D[i][k]+D[k][j]<D[i][j] || D[i][j]==0)

D[i][j]=D[i][k]+D[k][j];

for (i=0; i<V; i++)

{

for (j=0; j<V; j++) cout<<D[i][j]<<"\t";

cout<<endl;

}

}

//Главаная функция

int main()

{

setlocale(LC_ALL, "Rus");

cout<<"Количество вершин в графе > "; cin>>n;

cout<<"Введите матрицу весов ребер:\n";

for (i=0; i<n; i++)

for (j=0; j<n; j++)

{

cout<<"GR["<<i+1<<"]["<<j+1<<"] > ";

cin>>GR[i][j];

}

cout<<"Матрица кратчайших путей:"<<endl;

FU(GR, n);

}
 Результат 1. Екранний знімок результату виконання програми:
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Програмна реалізація на мові С++№ 2:
#include "stdafx.h"
#include <iostream>
using namespace std;

int min(int a, int b) {


return a < b ? a : b;

}

int main() {


const int INF = 9999;


const int SIZE = 8;


int d[SIZE][SIZE] = { { 0, 7,   5, INF,  INF,   INF,
7, INF },


{ INF, 0, 4,   INF,   INF, INF , 3, 6 },


{ INF, INF, 0, 5,  INF,   INF,
4, INF },


{ INF, INF, INF, 0, 5,   INF,
INF, 3 },


{ INF, INF, INF, INF, 0, 4, INF, INF },


{ INF, INF, INF, INF, INF, 0, 1, 2 },


{ INF, INF, INF, INF, INF, INF, 0, INF },


{ 1, INF, INF, INF, INF, INF, INF, 0 },


};


for (int k = 0; k< SIZE; ++k)



for (int i = 0; i< SIZE; ++i)




for (int j = 0; j< SIZE; ++j)





d[i][j] = min(d[i][j], d[i][k] + d[k][j]);


for (int i = 0; i<SIZE; i++) {



for (int j = 0; j<SIZE; j++) {




cout << d[i][j] << ", ";



}



cout << endl;


}


getchar();

}
Результат 2. Екранний знімок результату виконання програми:
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Результати повністю збігаються із отриманим при розрахунках вручну.

Задача Комівояжера

Методом осереднених коефіцієнтів

Отже, розглянемо класичну задачу комівояжера, і знайдемо її розв'язок методом осереднених коефіцієнтів. Комівояжер повинен обїхати 5 міст, побувати в кожному по одному разу і повернутися у початкове. При цьому витрати на переміщення між містами повинні бути мінімальними. Тарифи містяться в наступній таблиці.
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Рис. 1. Тарифи на переміщення між містами.
Перший етап: обчислюємо середнє значення довжини шляху для кожного рядка і колонки таблиці.
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Рис. 2. Середні тарифи рядків і колонок.
Після цього, для кожної комірки розраховуємо осереднені коефіцієнти, які дорівнють різниці довжини шляху цієї комірки і суми середніх значень рядка і колонки в яких міститься дана комірка.
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Рис. 3. Таблиця осереднених коефіцієнтів обчислених на першому етапі.
Серед знайдених осереднених коефіцієнтів вибираємо найменший. В нашому випадку таким є коефіцієнт, який міститься в 5-му рядку і у 3-й колонці і значення якого рівне −81,2. Тобто, в шлях комівояжера заносимо маршрут (5,3) і перехоимо до другого етапу.
Перш ніж приступити до другого етапу, викреслюємо з таблиці тарифів  (Рис. 1) п'ятий рядок і третю колонку з розгяляду, а також зробимо комірку (3,5) забороненою. Дану комірку ми зробили забороненою виходячи з того, що у будь-якому рядку і у будь-якій колонці таблиці комівояжера повинна існувати одна заборонена комірка, в нашому випадку, такої комірки немає у рядку i=3 та колонці j=5 .
Другий етап: аналогічно першому етапу, обчислюємо середнє значення довжини шляху для кожного рядка та колонки таблиці і для кожної комірки розраховуємо осереднені коефіцієнти.
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Рис. 4. Таблиця осереднених коефіцієнтів обчислених на дрегого етапу.
Знову серед знайдених коефіцієнтів вибираємо той, значення якого є найменшим. Тобто, коефіцієнт, який міститься в 2-му рядку і у 5-й колонці (значення якого рівне −59,25). В шлях комівояжера заносимо маршрут (2,5), викреслуємо другий рядок та п'яту колонку з розгляду і перехоимо до  етапу під номуром три.

Третій етап: знову обчислюємо середнє значення довжини шляху для кожного рядка та колонки таблиці і для кожної комірки розраховуємо осереднені коефіцієнти.
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Рис. 5. Таблиця осереднених коефіцієнтів обчислених на третьому етапі.
Найменше значення коефіцієнтів становить — 47,7. Отже, заносимо в шлях комівояжера маршрут (1,2) після чого викреслюємо з розгляду перший рядок і другу колонку.  В результаті ми отримали таблицю, яка містить два рядки і дві колонкт. На цьому алгоритм припиняється, бо дана таблиця вказує завершальний шлях комівояжера (3,4) і (4,1).
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Рис. 6. Завершальний маршрут комівояжера.
Таким чином, оптимальний  маршрут комівояжера рівний:
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Витрати на який становлять 310 умовних одиниць.
Задача Комівояжера
Метод гілок і границь

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	M
	7
	5
	9999
	9999
	9999
	7
	9999

	2
	9999
	M
	4
	9999
	9999
	9999
	3
	6

	3
	9999
	9999
	M
	5
	9999
	9999
	4
	9999

	4
	9999
	9999
	9999
	M
	5
	9999
	9999
	3

	5
	9999
	9999
	9999
	9999
	M
	4
	9999
	9999

	6
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	M
	1
	2

	7
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	M
	9999

	8
	1
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	M


Знайдемо в кожному рядку мінімальне значення. Ці мінімальні елементи по рядках, що позначаються як di, впишемо в додатковий стовпець:
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	di

	1
	M
	7
	5
	9999
	9999
	9999
	7
	9999
	5

	2
	9999
	M
	4
	9999
	9999
	9999
	3
	6
	3

	3
	9999
	9999
	M
	5
	9999
	9999
	4
	9999
	4

	4
	9999
	9999
	9999
	M
	5
	9999
	9999
	3
	3

	5
	9999
	9999
	9999
	9999
	M
	4
	9999
	9999
	4

	6
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	M
	1
	2
	1

	7
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	M
	9999
	9999

	8
	1
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	9999
	M
	1


Зробимо редукцію рядків. Тобто віднімемо з кожного елемента рядка відповідний їй мінімальний елемент (di):
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	di

	1
	M
	2
	0
	9994
	9994
	9994
	2
	9994
	5

	2
	9996
	M
	1
	9996
	9996
	9996
	0
	3
	3

	3
	9995
	9995
	M
	1
	9995
	9995
	0
	9995
	4

	4
	9996
	9996
	9996
	M
	2
	9996
	9996
	0
	3

	5
	
9995
	9995
	9995
	9995
	M
	0
	9995
	9995
	4

	6
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M
	0
	1
	1

	7
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	M
	0
	9999

	8
	0
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M
	1


Тепер знайдемо мінімальне значення в кожному стовпці. Ці мінімальні елементи по стовпцях, що позначаються як dj, впишемо в додатковий рядок:

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	M
	2
	0
	9994
	9994
	9994
	2
	9994

	2
	9996
	M
	1
	9996
	9996
	9996
	0
	3

	3
	9995
	9995
	M
	1
	9995
	9995
	0
	9995

	4
	9996
	9996
	9996
	M
	2
	9996
	9996
	0

	5
	
9995
	9995
	9995
	9995
	M
	0
	9995
	9995

	6
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M
	0
	1

	7
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	M
	0

	8
	0
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M

	dj
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Зробимо редукцію стовпців. Тобто віднімемо з кожного елемента стовпця відповідний йому мінімальний елемент (dj):
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	M
	2
	0
	9994
	9994
	9994
	2
	9994

	2
	9996
	M
	1
	9996
	9996
	9996
	0
	3

	3
	9995
	9995
	M
	1
	9995
	9995
	0
	9995

	4
	9996
	9996
	9996
	M
	2
	9996
	9996
	0

	5
	
9995
	9995
	9995
	9995
	M
	0
	9995
	9995

	6
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M
	0
	1

	7
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	M
	0

	8
	0
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M

	dj
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


В матриці, що отримали знайдемо нульові клітинки і обчислимо для них оцінки. Вони знаходяться в такий спосіб: в рядку, що відповідає нульовій клітці знаходиться мінімальне число (при цьому сама нульова клітина, для якої шукається оцінка, в розрахунок не береться, але інші нульові клітини враховуються). Також мінімум шукається в стовпці нульової клітини (вона сама при цьому так само в розрахунок не береться, на відміну від інших нульових клітин). Потім ці два мінімуми складаються. Число, що вийшло і є оцінка. Її ми записуємо поряд з нулем, в дужках.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	M
	2
	0[2]
	9994
	9994
	9994
	2
	9994

	2
	9996
	M
	1
	9996
	9996
	9996
	0[1]
	3

	3
	9995
	9995
	M
	1
	9995
	9995
	0[1]
	9995

	4
	9996
	9996
	9996
	M
	2
	9996
	9996
	0[2]

	5
	
9995
	9995
	9995
	9995
	M
	0[9995]
	9995
	9995

	6
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M
	0[1]
	1

	7
	0[0]
	0[2]
	0[0]
	0[1]
	0[2]
	0[0]
	M
	0[1]

	8
	0[9998]
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M

	dj
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Знайдемо серед обчислених оцінок нульових клітин максимальну оцінку:
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	M
	2
	0[2]
	9994
	9994
	9994
	2
	9994

	2
	9996
	M
	1
	9996
	9996
	9996
	0[1]
	3

	3
	9995
	9995
	M
	1
	9995
	9995
	0[1]
	9995

	4
	9996
	9996
	9996
	M
	2
	9996
	9996
	0[2]

	5
	
9995
	9995
	9995
	9995
	M
	0[9995]
	9995
	9995

	6
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M
	0[1]
	1

	7
	0[0]
	0[2]
	0[0]
	0[1]
	0[2]
	0[0]
	M
	0[1]

	8
	0[9998]
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	9998
	M

	dj
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Проведемо редукцію матриці - повністю виключимо рядок і стовпець, відповідні нульовій клітці з максимальною оцінкою.

Важливо, що при цьому виключені рядок і стовпець дають нам один з відрізків оптимального шляху: рядок відповідає місту відправлення, стовпець - місту призначення. У нашому випадку це відрізок 8 - 1 і його довжина дорівнює 1.

	
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	2
	0
	9994
	9994
	9994
	2
	9994

	2
	M
	1
	9996
	9996
	9996
	0
	3

	3
	9995
	M
	1
	9995
	9995
	0
	9995

	4
	9996
	9996
	M
	2
	9996
	9996
	0

	5
	9995
	9995
	9995
	M
	0
	9995
	9995

	6
	9998
	9998
	9998
	9998
	M
	0
	1

	7
	0
	0
	0
	0
	0
	M
	0


На наступному етапі, щоб виключити повернення у вже відвідане місто, ми ставимо символ 'M' на зворотній шлях.

Крім того необхідно поставити символ 'M' в усі клітини, які відповідають шляхам замикаючим маршрут завчасно. Таким чином ми відкидаємо можливі 'петлі' (підцикли).
	
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	2
	0
	9994
	9994
	9994
	2
	M

	2
	M
	1
	9996
	9996
	9996
	0
	3

	3
	9995
	M
	1
	9995
	9995
	0
	9995

	4
	9996
	9996
	M
	2
	9996
	9996
	0

	5
	9995
	9995
	9995
	M
	0
	9995
	9995

	6
	9998
	9998
	9998
	9998
	M
	0
	1

	7
	0
	0
	0
	0
	0
	M
	0


Повторимо усі попередні процедури з новоутвореною матрицею і будемо повторювати циклічно далі, допоки у матриці не залишитсья одного елементу.
У нашому випадку отримуємо маршрут: 1 → 3 → 4 → 2 → 7 → 5 → 6  → 8 → 1 . 

Лістинг програми алгоритму Комівояжера

#include "stdafx.h"
#include <iostream>
#include <conio.h>
using namespace std;

const int nm = 5;

int a[nm][nm];

int n;

void makebase(int ik, int jk)

{


int i, j;


for (i = 0; i<n; i++) if (a[i][jk] >= 0) a[i][jk] = -1;


for (j = 0; j<n; j++) if (a[ik][j] >= 0) a[ik][j] = -1;


a[ik][jk] = -2;


if (a[jk][ik] >= 0) a[jk][ik] = -1;

}

void main()

{


int i, j, c, i2, j2, i3, j3;


int cnt;


int minv, miniv, minjv, maxv;


int flag;


const int INF = 9999;


const int SIZE = 8;


int d[SIZE][SIZE] = { { 0, 7,   5, INF,  INF,   INF,
7, INF },


{ INF, 0, 4,   INF,   INF, INF , 3, 6 },


{ INF, INF, 0, 5,  INF,   INF,
4, INF },


{ INF, INF, INF, 0, 5,   INF,
INF, 3 },


{ INF, INF, INF, INF, 0, 4, INF, INF },


{ INF, INF, INF, INF, INF, 0, 1, 2 },


{ INF, INF, INF, INF, INF, INF, 0, INF },


{ 1, INF, INF, INF, INF, INF, INF, 0 },


};


for (c = 0; c<n; c++)


{



flag = 0;



for (i = 0; (i<n) && (flag == 0); i++)



{




cnt = 0;




for (j = 0; j<n; j++) if (a[i][j] >= 0)




{





i2 = i;





j2 = j;





cnt++;




}




if (cnt == 1) flag = 1;



}



for (j = 0; (j<n) && (flag == 0); j++)



{




cnt = 0;




for (i = 0; i<n; i++) if (a[i][j] >= 0)




{





i2 = i;





j2 = j;





cnt++;




}




if (cnt == 1) flag = 1;



}



if (flag == 1)



{




makebase(i2, j2);




continue;



}



for (i = 0; i<n; i++)



{




minv = 30000;




for (j = 0; j<n; j++)





if ((a[i][j] >= 0) && (a[i][j]<minv)) minv = a[i][j];




for (j = 0; j<n; j++) if (a[i][j] >= 0) a[i][j] -= minv;



}



for (j = 0; j<n; j++)



{




minv = 30000;




for (i = 0; i<n; i++)





if ((a[i][j] >= 0) && (a[i][j]<minv)) minv = a[i][j];




for (i = 0; i<n; i++) if (a[i][j] >= 0) a[i][j] -= minv;



}



maxv = -1;



for (i = 0; i<n; i++) for (j = 0; j<n; j++) if (a[i][j] == 0)



{




miniv = 30000;




minjv = 30000;




for (i2 = 0; i2<n; i2++) if ((a[i2][j] >= 0) && (i2 != i) && (a[i2][j]<miniv)) miniv = a[i2][j];




for (j2 = 0; j2<n; j2++) if ((a[i][j2] >= 0) && (j2 != j) && (a[i][j2]<minjv)) minjv = a[i][j2];




if (miniv + minjv>maxv)




{





maxv = miniv + minjv;





i3 = i;





j3 = j;




}



}



makebase(i3, j3);


}


i2 = 0;


cout << i2 + 1;


for (c = 0; c<n; c++)


{



for (j = 0; j<n; j++) if (a[i2][j] == -2)



{




cout << "->" << j + 1;




i2 = j;




break;



}


}


getchar();

}
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Рис. 7.  Приклади циклічних графів    а) Цикл � EMBED Equation.DSMT4  ���          б) Колесо � EMBED Equation.DSMT4  ���
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Procedure Kraskal(n: integer; W: array[1..n,1..n] of real; var WO: array [1..n,1..n] of real);	Алгоритм пошуку остовного дерева мінімальної ваги методом Краскала.  W – матриця вагів початкового графа, WO – матриця вагів мінімального графа





Початок безпосереднього алгоритму виділення мінімального остовного дерева.





Завершили перетворення матриці вагів у масиви, що задають ребра. Сортуємо ребра по неспаданню ваги.





Завершили сортування. Ініціалізуємо ознаки компонент зв’язності.





Перетворення матриці вагів у масиви, що задають вершини.
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n, m


for i:=1 to n


V[i]


for i:=1 to m


for j:=1 to m


W[I,j]=0


i:=1 to n


W[V[i].i,V[i].j]:=V[i].weight


l:=m


Type rebro=record
 weigth: real;
 i, j: integer
end;

Var V: array of rebro


n – ребра
m - вершини


Вводимо масив ребер


Формуємо порожню матрицю


Формуємо матрицю вагів


1



_1316967928.unknown

_1316967482.unknown

_1316967546.unknown

_1316967559.unknown

_1316967500.unknown

_1316897935.unknown

_1316898071.unknown

_1316898719.unknown

_1316898741.unknown

_1316898217.unknown

_1316897951.unknown

_1316620551.unknown

_1316813394.unknown

_1316897687.unknown

_1316813551.unknown

_1316813763.unknown

_1316620635.unknown

_1316620674.unknown

_1316620611.unknown

_1316289173.unknown

_1316289175.unknown

_1300472474.unknown

_1316289170.unknown

_1300472565.unknown

_1300472297.unknown

_1300271183.unknown

_1300449697.unknown

_1300455109.unknown

_1300455471.unknown

_1300472019.unknown

_1300472172.unknown

_1300455568.unknown

_1300455548.unknown

_1300455338.unknown

_1300455451.unknown

_1300455317.unknown

_1300452177.unknown

_1300455087.unknown

_1300451902.unknown

_1300451574.unknown

_1300451269.unknown

_1300451420.unknown

_1300449775.unknown

_1300449189.unknown

_1300449341.unknown

_1300449468.unknown

_1300445269.unknown

_1300445346.unknown

_1300446134.unknown

_1300449110.unknown

_1300446110.unknown

_1300445319.unknown

_1300271293.unknown

_1300271323.unknown

_1300445201.unknown

_1300271237.unknown

_1300270596.unknown

_1300271102.unknown

_1300271116.unknown

_1300270751.unknown

_1300270246.unknown

_1300270485.unknown

_1300263494.unknown

_1299945294.unknown

_1300260107.unknown

_1300261557.unknown

_1300261964.unknown

_1300262859.unknown

_1300261892.unknown

_1300260809.unknown

_1300261364.unknown

_1300260678.unknown

_1300260749.unknown

_1300260347.unknown

_1299964129.unknown

_1299965062.unknown

_1299965510.unknown

_1300208854.unknown

_1299965417.unknown

_1299965216.unknown

_1299965286.unknown

_1299964992.unknown

_1299965033.unknown

_1299964835.unknown

_1299946168.unknown

_1299962337.unknown

_1299963272.unknown

_1299960919.unknown

_1299961012.unknown

_1299945529.unknown

_1299436557.unknown

_1299447033.unknown

_1299941455.unknown

_1299943142.unknown

_1299945052.unknown

_1299941520.unknown

_1299856148.unknown

_1299875552.unknown

_1299941319.unknown

_1299941409.unknown

_1299877914.unknown

_1299878939.unknown

_1299935043.unknown

_1299941131.unknown

_1299879067.unknown

_1299879104.unknown

_1299934902.unknown

_1299879000.unknown

_1299878372.unknown

_1299878495.unknown

_1299878163.unknown

_1299877870.unknown

_1299877897.unknown

_1299876436.unknown

_1299873073.unknown

_1299874558.unknown

_1299874728.unknown

_1299875036.unknown

_1299873154.unknown

_1299873592.unknown

_1299874221.unknown

_1299873113.unknown

_1299859715.unknown

_1299872792.unknown

_1299872901.unknown

_1299872272.unknown

_1299859513.unknown

_1299859650.unknown

_1299856226.unknown

_1299453063.unknown

_1299454232.unknown

_1299479687.unknown

_1299855192.unknown

_1299856015.unknown

_1299479741.unknown

_1299847132.unknown

_1299455223.unknown

_1299479246.unknown

_1299454381.unknown

_1299453435.unknown

_1299453579.unknown

_1299453191.unknown

_1299450898.unknown

_1299452009.unknown

_1299451490.unknown

_1299451671.unknown

_1299451173.unknown

_1299447414.unknown

_1299441957.unknown

_1299446774.unknown

_1299446942.unknown

_1299445140.unknown

_1299445287.unknown

_1299446389.unknown

_1299444747.unknown

_1299444967.unknown

_1299441698.unknown

_1299441912.unknown

_1299438257.unknown

_1299428887.unknown

_1299430361.unknown

_1299430381.unknown

_1299429428.unknown

_1299429857.unknown

_1299430146.unknown

_1299430221.unknown

_1299429970.unknown

_1299429813.unknown

_1299429412.unknown

_1299428665.unknown

_1299428802.unknown

_1299428827.unknown

_1299428690.unknown

_1299428303.unknown

_1299428483.unknown

_1299428264.unknown

_1284496373.unknown

_1296563503.unknown

_1299249661.unknown

_1299251196.unknown

_1299252902.unknown

_1299253098.unknown

_1299253626.unknown

_1299426853.unknown

_1299253746.unknown

_1299253590.unknown

_1299252973.unknown

_1299252381.unknown

_1299252452.unknown

_1299252872.unknown

_1299251983.unknown

_1299252318.unknown

_1299251208.unknown

_1299250103.unknown

_1299250979.unknown

_1299251126.unknown

_1299250881.unknown

_1299250909.unknown

_1299250734.unknown

_1299250227.unknown

_1299250695.unknown

_1299249827.unknown

_1299249946.unknown

_1299249695.unknown

_1297863209.unknown

_1298647554.unknown

_1298647863.unknown

_1299246532.unknown

_1299249601.unknown

_1298667393.unknown

_1298667519.unknown

_1298647932.unknown

_1298647785.unknown

_1298647096.unknown

_1298647152.unknown

_1297863282.unknown

_1296649606.unknown

_1296650949.unknown

_1296651271.unknown

_1296651324.unknown

_1296651503.unknown

_1296653600.unknown

_1296651358.unknown

_1296651294.unknown

_1296650477.unknown

_1296650560.unknown

_1296650715.unknown

_1296650442.unknown

_1296575536.unknown

_1296595457.unknown

_1296595589.unknown

_1296579190.unknown

_1296579054.unknown

_1296578056.unknown

_1296578105.unknown

_1296577921.unknown

_1296574177.unknown

_1296575483.unknown

_1296575500.unknown

_1296575518.unknown

_1296574465.unknown

_1296573977.unknown

_1296574065.unknown

_1296573897.unknown

_1285099747.unknown

_1285798677.unknown

_1296502443.unknown

_1296549389.unknown

_1296549418.unknown

_1296551925.unknown

_1296562109.unknown

_1296549405.unknown

_1296504705.unknown

_1296549348.unknown

_1296549371.unknown

_1296504833.unknown

_1296504923.unknown

_1296502471.unknown

_1296502484.unknown

_1296502458.unknown

_1296502371.unknown

_1296502411.unknown

_1296502426.unknown

_1296502392.unknown

_1296486533.unknown

_1296502257.unknown

_1296486420.unknown

_1285171653.unknown

_1285796986.unknown

_1285798031.unknown

_1285798216.unknown

_1285797964.unknown

_1285798009.unknown

_1285797147.unknown

_1285274848.unknown

_1285796567.unknown

_1285796657.unknown

_1285796502.unknown

_1285274533.unknown

_1285102301.unknown

_1285171589.unknown

_1285171635.unknown

_1285102494.unknown

_1285100676.unknown

_1285102132.unknown

_1285102232.unknown

_1285100765.unknown

_1285100630.unknown

_1285100647.unknown

_1285100662.unknown

_1285100031.unknown

_1285100572.unknown

_1285099996.unknown

_1285100014.unknown

_1285099980.unknown

_1284539071.unknown

_1284755044.unknown

_1284755507.unknown

_1284928032.unknown

_1284930921.unknown

_1285097934.unknown

_1284929898.unknown

_1284927996.unknown

_1284755483.unknown

_1284721893.unknown

_1284722579.unknown

_1284539451.unknown

_1284718258.unknown

_1284539167.unknown

_1284536730.unknown

_1284538505.unknown

_1284538673.unknown

_1284538382.unknown

_1284536177.unknown

_1284536496.unknown

_1284536145.unknown

_1276367583.unknown

_1284458556.unknown

_1284495494.unknown

_1284495782.unknown

_1284495904.unknown

_1284495607.unknown

_1284459679.unknown

_1284459825.unknown

_1284459509.unknown

_1284453812.unknown

_1284457730.unknown

_1284458450.unknown

_1276369194.unknown

_1276368050.unknown

_1276368111.unknown

_1276367977.unknown

_1276360959.unknown

_1276367489.unknown

_1276367542.unknown

_1276367559.unknown

_1276367521.unknown

_1276360999.unknown

_1276367469.unknown

_1276360983.unknown

_1262165453.unknown

_1276360504.unknown

_1276360723.unknown

_1276360878.unknown

_1276360851.unknown

_1276360695.unknown

_1276360423.unknown

_1276360475.unknown

_1262165707.unknown

_1276359825.unknown

_1262165927.unknown

_1262165656.unknown

_1261574640.unknown

_1261574678.unknown

_1261574706.unknown

_1262164879.unknown

_1261574660.unknown

_1261573561.unknown

_1261573728.unknown

_1261573729.unknown

_1261573575.unknown

_1261573545.unknown

_1261573551.unknown

_1261573556.unknown

_1053454081

_1261304686.unknown

_1053453823

