
Роздiл 1

МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА

Тема 1. Основнi поняття математичної статистики
Математична статистика займається встановленням закономiрностей, яким пiдпорядко-

ванi масовi випадковi явища, на основi обробки статистичних даних, отриманих у результатi
спостережень. Основнi задачi математичної статистики:

1) визначення способiв збору й групування статистичних даних;

2) розробка методiв аналiзу отриманих даних в залежностi вiд цiлей дослiдження.

Цiлi дослiдження:

1) оцiнка невiдомої ймовiрностi подiї; оцiнка невiдомої функцiї розподiлу; оцiнка параме-
трiв розподiлу, вид якого вiдомий; оцiнка залежностi вiд iнших випадкових величин
тощо;

2) перевiрка статистичних гiпотез про вид невiдомого розподiлу або про значення параме-
трiв вiдомого розподiлу.

Визначення 1.1. Вибiрка — сукупнiсть випадково вiдiбраних об’єктiв. Генеральна су-
купнiсть — уся множина наявних об’єктiв, з яких проводиться вибiрка.

Пiд об’ємом вибiрки чи генеральної сукупностi розумiють кiлькiсть об’єктiв в цих суку-
пностях.

Вибiрка може бути повторною (кожен вiдiбраний об’єкт перед вибором наступних поверта-
ється в генеральну сукупнiсть) i безповторною (вiдiбраний об’єкт у генеральну сукупнiсть не
повертається). Вибiрка має правильно представляти пропорцiї генеральної сукупностi, тобто
бути репрезентативною (представницькою).

Визначення 1.2. Нехай з генеральної сукупностi взято вибiрку i значення x1 зустрiча-

ється в нiй n1 разiв, x2 – n2 разiв, . . ., xk – nk разiв, причому
k∑
i=1

nk = n де n – об’єм вибiрки.

Спостереженi значення випадкової величини x1, x2, . . ., xk називають варiантами, а n1, n2,
. . ., nk – частотами. Якщо роздiлити кожну частоту на об’єм вибiрки, то одержимо вiдноснi
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частоти wi = ni/n. Послiдовнiсть варiант, записаних у порядку зростання, називають варiа-
цiйним рядом, а перелiк варiант i вiдповiдних їм частот або вiдносних частот — статистичним
рядом:

xi x1 x2 . . . xk
ni n1 n2 . . . nk
wi w1 w2 . . . wk

Визначення 1.3. Якщо дослiджується деяка неперервна ознака, то варiацiйний ряд
може складатися з великої кiлькостi чисел. У цьому випадку використовують груповану
вибiрку. Для її отримання iнтервал (a, b), у якому укладенi всi спостереженi значення ознаки,
розбивають на кiлька рiвних часткових iнтервалiв (xi−1, xi) довжиною h, а потiм знаходять
для кожного часткового iнтервалу суму частот ni варiант, що потрапили в i-ий iнтервал.
Складена за цими результатами таблиця називається групованим статистичним рядом.

Номер iнтервалу i 1 2 . . . k
Iнтервал (xi−1, xi ) (a, a+ h) (a+ h, a+ 2h) . . . (b− h, b)

Кiлькiсть варiант, що потрапили в iнтервал n1 n2 . . . nk

Для визначення кiлькостi часткових k iнтервалiв можна використати найбiльше нату-
ральне число, бiльше за log2 n+ 1, де n = n1 + n2 + . . .+ nk.

Визначення 1.4. Для наочного уявлення про поведiнку дослiджуваної випадкової ве-
личини у вибiрцi можна побудувати полiгон частот — ламану, вiдрiзки якої з’єднують точки
з координатами (x1,n1), (x2, n2), . . ., (xk, nk), де xi вiдкладаються на осi абсцис, а ni – на
осi ординат. Якщо на осi ординат вiдкладати не абсолютнi (ni), а вiдноснi (wi) частоти, то
одержимо полiгон вiдносних частот.

Визначення 1.5. Вибiрковою (емпiричною) функцiєю розподiлу (комулятою) назива-
ють функцiю F ∗(x), що визначає для кожного значення x вiдносну частоту подiї X < x.
Таким чином,

F ∗(x) =
nx
n
,

де nx – число варiант, менших за x, n – об’єм вибiрки.
Зауваження. На вiдмiну вiд емпiричної функцiї розподiлу, знайденої дослiдним шляхом, функцiю

розподiлу F (x) генеральної сукупностi називають теоретичною функцiєю розподiлу. При досить
великих x, як випливає з теореми Бернуллi, F ∗(x) прямує по ймовiрностi до F(x).

Властивостi комуляти:

� 0 6 F ∗(x) 6 1;

� F ∗(x) — не спадна функцiя;

� Якщо x1 – найменша варiанта, то F ∗(x) = 0 при x 6 x1; якщо xk – найбiльша варiанта,
то F ∗(x) = 1 при x > xk.
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Для неперервної ознаки графiчною iлюстрацiєю служить гiстограма – схiдчаста фiгура,
що складається з прямокутникiв, основами яких є частковi iнтервали довжиною h = xi−xi−1,
а висотами – вiдрiзки довжиною gi = ni/h (гiстограма частот) або wi/h (гiстограма вiдно-
сних частот). У першому випадку площа гiстограми дорiвнює об’ємовi вибiрки, у другому –
одиницi.

Тема 2. Статистичнi оцiнки параметрiв розподiлу

2.1. Точковi оцiнки

Нехай необхiдно вивчити кiлькiсну ознаку генеральної сукупностi. Якщо з теоретичних
мiркувань встановлено який розподiл має ознака, то виникає задача оцiнки параметрiв, якими
визначається цей розподiл.

В розпорядженнi дослiдника є лише данi вибiрки x1, x2, . . ., xn, що отриманi в результатi
n незалежних спостережень (спостереженi значення ознаки).

Числовi характеристики дискретного статистичного розподiлу (точковi оцiнки параметрiв
дискретної випадкової величини).

Визначення 2.6. Вибiркова середня — середнє арифметичне значень варiант:

xB =
x1 + x2 + ...+ xn

n
=

1

n

n∑
i=1

xi.

Якщо варiанти x1, x2, . . ., xk мають частоти n1, n2, . . ., nk (
∑k

i=1 ni = n), то

xB =
n1x1 + n2x2 + ...+ nkxk

n
=

1

n

k∑
i=1

nixi

Визначення 2.7. Вибiркова дисперсiя — середнє арифметичне квадратiв вiдхилення
значень ознаки вiд їх середнього значення

DB =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄B)2 =
1

n

k∑
i=1

ni(xi − x̄B)2.

Формула для обчислення дисперсiї:

D = x2−(x̄)2 , x2 =
1

n

n∑
i=1

(xi)
2 — дисперсiя дорiвнює середньому квадратiв значень ознаки

мiнус квадрат середньої.

Визначення 2.8. Вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σB =
√
DB визначає роз-

сiювання варiант вiдносно xB в тих самих одиницях, що i сама ознака.

Визначення 2.9. Розмах варiювання — рiзниця мiж найбiльшою та найменшою варi-
антами

R = xmax − xmin. (2.1)
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Визначення 2.10. Коефiцiєнт варiацiї — виражене у процентах вiдношення вибiркового
середнього квадратичного вiдхилення до вибiркової середньої

V =
σB

x̄B
· 100%.

Визначення 2.11. Мода Mo – варiанта, що має найбiльшу частоту.

Визначення 2.12. Медiана Me — варiанта, що подiляє варiацiйний ряд на двi рiвнi за
кiлькiстю варiант частини.

Визначення 2.13. Початковий емпiричний момент порядку k

ν∗k =
1

n

∑
nix

k
i (причому ν∗1 =

1

n

∑
nixi = x̄B).

Визначення 2.14. Центральний емпiричним момент порядку k

µ∗k =
1

n

∑
ni(xi − x̄B)k (причому µ∗2 =

1

n

∑
ni(xi − x̄B)2 = DB).

Зауваження. Якщо початковi моменти вiдомi, то центральнi моменти можна знайти з виразiв

µ2 = ν2 − (ν1)2, µ3 = ν3 − 3ν1ν2 + 2(ν1)3, µ4 = ν4 − 4ν1ν3 + 6(ν1)2ν2 − 3(ν1)4. (2.2)

Визначення 2.15. Коефiцiєнт асиметрiї As =
µ∗3
σ3

B
.

As = 0, якщо варiанти розмiщенi симетрично вiдносно xB,
As < 0, якщо варiанти xi < xВ переважають варiанти xi > xВ,
As > 0, якщо варiанти xi > xВ переважають варiанти xi < xВ.

Визначення 2.16. Ексцес Ex =
µ∗4
σ4
B

− 3 оцiнює крутизну закону розподiлу неперервної

випадкової величини порiвняно з нормальним (для нормального закону Ex = 0). У випадку,
коли Ex < 0 варiанти бiльш розсiянi навколо свого середнього значення, нiж для випадку
нормального розподiлу, коли Ex > 0 — спостерiгається зосередження варiант навколо сере-
дньої (дивись рисунок).
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2.2. Числовi характеристики iнтервального статистичного розпо-
дiлу.

Для визначення xB, DB, ν∗k , µ∗k переходять до дискретного розподiлу, варiантами якого є
середини часткових iнтервалiв yi = (xi−1 + xi)/2 i обчислюють характеристики для отрима-
ного статистичного ряду.

Для визначення медiани знаходять медiанний частковий iнтервал [xi−1, xi]:

F ∗(xi−1) < 0,5, F ∗(xi) > 0,5. (2.3)

В медiанному частковому iнтервалi функцiя розподiлу досягає значення 0,5 (F ∗(Me) = 0,5):

Me = xi−1 +
0,5− F ∗(xi−1)

F ∗(xi)− F ∗(xi−1)
· h.

Для визначення моди знаходять модальний частковий iнтервал [xi−1, xi] — iнтервал, якому
вiдповiдає найбiльша частота появи. Тодi

Mo = xi−1 +
nMo − nMo−1

2nMo − nMo−1 − nMo +1

· h,

де nMo — частота модального iнтервалу, nMo−1 — частота домодального iнтервалу, nMo +1 —
частота пiслямодального iнтервалу.

Приклад 2.1. За даними iнтервального статистичного розподiлу вибiрки

i 1 2 3 4 5 6
[xi−1, xi] 0-3 3-6 6-9 9-12 12-15 15-18

ni 5 10 20 25 30 10

1) побудувати гiстограму частот;

2) функцiю розподiлу.

Визначити

3) вибiркову середню xB та дисперсiю DВ;

4) моду Mo та медiану Me;

5) асиметрiю As та ексцес Ex.

Розв’язання. Переходимо до дискретного розподiлу:

yi = (xi−1 + xi)/2 1,5 4,5 7,5 10,5 13,5 16,5

ni 5 10 20 25 30 10

Загальне число спостережень n =
6∑
i=1

ni = 100.

1) для побудови гiстограми обчислимо: ширину прямокутникiв h = xi − xi−1 = 3,

висоти прямокутникiв:
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gi = ni/h 5/3 10/3 20/3 25/3 30/3 10/3

2) обчислимо функцiю розподiлу в точках границь часткових iнтервалiв:

F (xi) =
n1

n
+
n2

n
+ ...+

ni
n

= F (xi−1) +
ni
n
, i = 1,2, . . . , k.

xi 3 6 9 12 15 18

F (xi) 0,05 0,05+
0,1 =
0,15

0,15+
0,2 =
0,35

0,35 +
0,25 =
0,6

0,6+
0,3 =
0,9

0,9+
0,1
1

Гiстограма та функцiя розподiлу

3) xВ =
5 · 1,5 + 10 · 4,5 + 20 · 7,5 + 25 · 10,5 + 30 · 13,5 + 10 · 16,5

100
= 10,35;

DВ =
5 · 1,52 + 10 · 4,52 + 20 · 7,52 + 25 · 10,52 + 30 · 13,52 + 10 · 16,52

100
− 10,42 = 15,7;

σВ =
√

15,7 = 3,97;

4) медiанний iнтервал [xi−1, xi] = [9,12], Me = 9 +
0,5− 0,35

0,6− 0,35
· 3 = 10,8;

модальний iнтервал [xi−1, xi] = [12,15], Mo = 12 +
30− 25

2 · 30− 25− 10
· 3 = 12,6.

5) для знаходження асиметрiї i ексцесу знайдемо початковi та теоретичнi моменти:
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yi ni niyi niy
2
i niy

3
i niy

4
i

1,5 5 7,50 11,25 16,88 25,31

4,5 10 45,00 202,50 911,25 4100,63

7,5 20 150,00 1125,00 8437,50 63281,25

10,5 25 262,50 2756,25 28940,63 303876,56

13,5 30 405,00 5467,50 73811,25 996451,88

16,5 10 165,00 2722,50 44921,25 741200,63

Σniyi = Σniy
2
i = Σniy

3
i = Σniy

4
i =

1035,00 12285,00 157038,75 2108936,25

ν∗1 =
1

n

∑
niyi =

1

100
1035 = 10,35; ν∗2 =

1

n

∑
niy

2
i =

1

100
12285 = 122,85;

ν∗3 =
1

n

∑
niy

3
i =

1

100
157038,75 = 1570,39; ν∗4 =

1

n

∑
niy

4
i =

1

100
2108936,25 = 21089,36;

µ∗2 = ν2 − (ν1)2 = 122,85− (10,35)2 = 15,73;

µ∗3 = ν3 − 3ν1ν2 + 2(ν1)3 = 1570,39− 3 · 10,35 · 122,85 = −26,67;

µ∗4 = ν4 − 4ν1ν3 + 6(ν1)2ν2 − 3(ν1)4 =

= 21089,36− 4 · 10,35 · 1570,39 + 6 · (10,35)2 · 122,85− 3 · (10,4)4 = 609,62.

Асиметрiя As =
µ∗3
σ3

В
=
−26,67

(3,97)3
= −0,43,

Ексцес Ex =
µ∗4
σ4

B
− 3 =

609,62

(3,97)3
− 3 = −0,54.

Зауваження. Якщо знайдено моменти ν∗1 i µ∗2, то xВ = ν∗1 , DВ = µ∗2 i обрахунки пункту 3)
проводити не потрiбно.

Визначення 2.17. Статистична оцiнка Θ∗ називається незмiщеною, якщо її математи-
чне сподiвання дорiвнює параметру Θ, що оцiнюється: M(Θ∗) = Θ. Змiщеною називають
оцiнку, математичне сподiвання якої не дорiвнює параметру, що оцiнюється.

Визначення 2.18. Статистична оцiнка називається ефективною, якщо вона при зада-
ному об’ємi вибiрки n має найменшу можливу дисперсiю.

Визначення 2.19. Статистична оцiнка Θ∗ називається обґрунтованою, якщо уразi не-
обмеженого збiльшення об’єму вибiрки Θ∗ наближається до параметру, що оцiнюється

lim
n→∞

P ( |Θ ∗ −Θ | < δ) = 1

Вибiркова середня xВ являє собою незмiщену оцiнку математичного сподiвання:M(xВ) = X̄В.
Вибiркова дисперсiя є змiщеною оцiнкою генеральної дисперсiї. Можна довести, що

M(DВ) =
n− 1

n
DВ.

s2 =
n

n− 1
DВ =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄В)2 – виправлена дисперсiя ( M(s2) = DΓ ).
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s =
√
s2 =

√
n

n− 1
DВ – виправлене середнє квадратичне вiдхилення.

Порiвняння емпiричних та теоретичних частот. Нехай є пiдстава вважати, що не-
перервна випадкова величина X розподiлена за деяким законом i треба перевiрити це на
пiдставi даних спостережень. Для цього знаходять теоретичнi частоти n′i у припущеннi, що
X розподiлена за певним законом:

n′i = n · Pi, (2.4)

де n — об’єм вибiрки, Pi – ймовiрнiсть потрапляння випадкової величини X в i-ий частинний
iнтервал (xi−1, xi).

Для нормального розподiлу

Pi = Φ

(
xi − x̄В

σВ

)
− Φ

(
xi−1 − x̄В

σВ

)
,

де x̄B – вибiркова середня, σB – вибiркове середнє квадратичне вiдхилення, Φ – функцiя
Лапласа. Наближена формула для визначення ймовiрностi потрапляння випадкової величини
X в i-ий частинний iнтервал:

Pi =
h

σВ
ϕ

(
yi − x̄В

σВ

)
,

де yi(xi−1 + xi)/2 – середина i-го частинного iнтервалу.

Приклад 2.2. Для наведеного в таблицi iнтервального статистичного розподiлу побудувати нор-
мальну криву.

Розв’язання. Обчислимо вибiркову середню: x̄В = 5,07 i вибiркове середнє квадратичне вiдхиле-
ння: σВ = 2,36. Результати подальших обчислень будемо заносити в таблицю:

i 1 2 3 4 5

(xi−1, xi) (0, 2) (2, 4) (4, 6) (6, 8) (8, 10)

ni 3 6 10 5 4

ni/h 1,5 3,0 5,0 2,5 2,0

yi = (xi − xi−1)/2 1 3 5 7 9

yi − x̄В −4,07 −2,07 −0,07 1,93 3,93

ui =
yi − x̄B
σB

−1,73 −0,88 −0,03 0,82 1,67

ϕ(ui) 0,09 0,27 0,40 0,29 0,10

n′i 2,14 6,44 9,46 6,78 2,37

n′i/h 1,07 3,22 4,73 3,39 1,18

За даними рядка ni/h будуємо гiстограму частот, а за даними рядка n′i/h — точки нормальної
кривої, з’єднуючи якi, отримаємо нормальну криву для заданого iнтервального розподiлу.

�

Задачi до теми
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©1 Знайти математичне сподiвання, середнє квадратичне вiдхилення, моду та медiану дис-
кретного статистичного розподiлу, побудувати функцiю розподiлу та полiгон частот

xi 0 3 5 7
ni 1 3 4 2

©2 Знайти моду та медiану iнтервального статистичного розподiлу

(xi−1, xi) (0, 2) (2, 4) (4, 6) (6, 8)
ni 1 3 4 2

Тема 3. Iнтервальна оцiнка параметрiв розподiлу
Нехай Θ∗ – точкова статистична оцiнка невiдомого параметра Θ. Витягнемо з генераль-

ної сукупностi кiлька вибiрок об’єму n i обчислимо для кожної з них оцiнку параметра Θ:
Θ∗1,Θ

∗
2, . . .Θ

∗
n. Тодi Θ∗ є випадковою величиною i замiна Θ на Θ∗ може призвести до суттєвих

похибок, особливо коли об’єм вибiрки є малим. В цьому випадку використовують iнтервальнi
оцiнки.

Визначення 3.20. Статистична оцiнка, що визначається двома числами – кiнцями iн-
тервалiв – називається iнтервальною.

Визначення 3.21. Точнiстю оцiнки називається величина δ (δ > 0 ), така, що |Θ∗−Θ| <
δ (Θ∗ − δ < Θ < Θ∗ + δ)

Визначення 3.22. Довiрчим називається iнтервал (Θ∗ − δ,Θ∗ + δ), який покриває па-
раметр Θ iз заданою ймовiрнiстю γ: P (|Θ∗ −Θ| < δ) = γ. Iншими словами: ймовiрнiсть того,
що довiрчий iнтервал (Θ∗ − δ,Θ∗ + δ) мiстить в собi параметр Θ, дорiвнює γ.

Визначення 3.23. Число γ називається надiйнiстю (довiрчою ймовiрнiстю). Її задають
наперед числом, близьким до одиницi (0,95; 0,99; 0,999).

Довiрчий iнтервал для оцiнки математичного сподiвання нормального розподiлу
при вiдомiй дисперсiї. Нехай X – нормально розподiлена випадкова величина, її середнє
квадратичне вiдхилення вiдоме i дорiвнює σ. Потрiбно за значенням вибiркової середньої xВ

оцiнити математичне сподiвання M(X).
Будемо розглядати xВ як випадкову величину X, а значення варiант вибiрки x1, x2, . . .,

xn як однаково розподiленi незалежнi випадковi величини X1, X2, . . ., Xn.
– 9 –



Математичне сподiвання кожної з Xi дорiвнює a, а середнє квадратичне вiдхилення дорiв-
нює σ. ТодiM(X) = a, σ(X) = σ/

√
n (використовуємо властивостi математичного сподiвання

i дисперсiї середнього арифметичного незалежних випадкових величин). Ймовiрностi влуче-
ння нормально розподiленої випадкової величини в заданий iнтервал

P (|X − a| < δ) = 2Φ

(
δ

σ

)
. (3.5)

Замiнимо X на X, а σ на σ(X) = σ/
√
n. Отримаємо

P (|X̄ − a| < δ) = 2Φ

(
δ
√
n

σ

)
= 2Φ(t), (3.6)

де t =
δ
√
n

σ
, i δ =

tσ√
n
.

Задамо надiйнiсть γ i знайдемо довiрчий iнтервал з рiвняння

P

(
| x̄В − a | <

t · σ√
n

)
= 2Φ(t) = γ.

Отже, значення математичного сподiвання a з надiйнiстю γ попадає в iнтервал(
x̄В −

tσ√
n

; x̄В +
tσ√
n

)
,

де значення t визначається з рiвняння 2Φ(t) = γ (Φ(t) = γ/2).
Зауваження.

1) при зростаннi об’єму вибiрки n точнiсть оцiнки δ зменшується, тим самим точнiсть зростає;

2) при зростаннi надiйностi γ параметр t зростає, тим самим точнiсть зменшується.

Приклад 3.3. Знайти довiрчий iнтервал для математичного сподiвання нормально розподiленої
випадкової величини, якщо об’єм вибiрки n = 49, x̄В = 2,8, σ = 1,4, а довiрча ймовiрнiсть γ = 0,9.

Розв’язання. Визначимо t, при якому Φ(t) = 0,9 : 2 = 0,45: t = 1,65. Визначимо точнiсть оцiнки

δ =
tσ√
n

=
1,65 · 1,4√

49
= 0,33. Тодi довiрчий iнтервал 2,8− 0,33 < a < 2,8 + 0,33, тобто 2,47 < a < 3,13.

Довiрчий iнтервал для оцiнки математичного сподiвання нормального розподi-
лу при невiдомiй дисперсiї. Нехай X — нормально розподiлена випадкова величина з
невiдомим середнiм квадратичним вiдхиленням. Потрiбно оцiнити математичне сподiвання
M(X) по середнiй вибiрковiй xВ та виправленому вибiрковому середньому квадратичному
вiдхиленню s.

Побудуємо випадкову величину

T =
X̄ − a
S√
n

,
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яка має розподiл Стьюдента з k = n — 1 ступенями свободи. X — вибiркове середнє, S —
виправлене середнє квадратичне вiдхилення. Оскiльки щiльнiсть розподiлу Стьюдента S(t, n)
— парна функцiя, що не залежить вiд a i σ,

P


∣∣∣∣∣∣∣∣
X̄ − a
S√
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ < tγ

 = 2

tγ∫
0

S(t, n)dt = γ.

Замiнюючи X на x̄В, а S на s, одержимо

P

(
x̄В −

tγs√
n
< a < x̄В +

tγs√
n

)
= γ.

Таким чином, значення математичного сподiвання a з надiйнiстю γ попадає в iнтервал(
x̄В −

tγσ√
n

; x̄В +
tγσ√
n

)
,

де tγ можна знайти по таблицi при заданих n i γ.

Приклад 3.4. Нехай об’єм вибiрки n = 25, xВ = 3, s = 1,5. Знайти довiрчий iнтервал для
математичного сподiвання a при надiйностi γ = 0,99.

Розв’язання. З таблицi знаходимо, що tγ(n = 25, γ = 0,99) = 2,8. Точнiсть оцiнки δ =
tγσ√
n

=

2,8 · 1,5√
25

= 0,84. Тодi довiрчий iнтервал 3− 0,84 < a < 3 + 0,84 або 2,16 < a < 3,84.

Довiрчi iнтервали для оцiнки середнього квадратичного вiдхилення нормально-
го розподiлу. Нехай X — нормально розподiлена випадкова величина. Потрiбно оцiнити
середнє квадратичне вiдхилення σ за виправленим вибiрковим середнiм квадратичним вiд-
хиленням s.

Довiрчий iнтервал, який покриває σ iз заданою ймовiрнiстю γ знаходиться у виглядi

s(1− q) < σ < s(1 + q), (3.7)

де q знаходиться з таблиць по заданим n i γ.
Зауваження. Якщо q > 1, то з урахуванням умови σ > 0 довiрчий iнтервал для σ буде мати

вигляд 0 < σ < s(1 + q).

Приклад 3.5. За вибiркою об’єму n = 20 обчислено вибiркове виправлене середнє квадратичне
вiдхилення s = 1,3. Знайти довiрчий iнтервал для середнього квадратичного вiдхилення генеральної
сукупностi σ при заданiй надiйностi γ = 0,95.

Розв’язання. З вiдповiдної таблицi знаходимо q(n = 20, γ = 0,95) = 0,37. Довiрчий iнтервал
1,3 · (1− 0,37) < σ < 1,3 · (1 + 0,37). Отже 0,82 < σ < 1,78.

�

Задачi до теми
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©1 З нормально розподiленої генеральної сукупностi взято вибiрку об’єму n = 16 обчислена
її середня xB = 10. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнiстю γ = 0,95 невiдомо-
го математичного сподiвання a генеральної сукупностi, якщо вiдоме генеральне середнє
квадратичне вiдхилення σ = 2.

©2 З нормально розподiленої генеральної сукупностi взято вибiрку об’єму n = 16 i обчи-
слена її середня xВ = 10 i виправлене середнє квадратичне вiдхилення s = 2. Знайти
довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнiстю γ = 0,95 невiдомого математичного сподiва-
ння a генеральної сукупностi.

©3 За даними вибiрки об’єму n = 16 з нормально розподiленої генеральної сукупностi
знайдено виправлене середньоквадратичне вiдхилення s = 2. Знайти довiрчий iнтервал,
що покриває генеральне середньоквадратичне вiдхилення σ з надiйнiстю γ = 0,95.

Тема 4. Статистична перевiрка статистичних гiпотез

Визначення 4.24. Статистичною називають гiпотезу про вигляд невiдомого розподiлу
генеральної сукупностi або про параметри вiдомих розподiлiв.

Визначення 4.25. Нульовою H0 (основною) називають висунуту гiпотезу. Конкурую-
чою H1 (альтернативною) називають гiпотезу, що суперечить нульовiй. Наприклад, якщо H0

полягає в тому, що математичне сподiвання генеральної сукупностi a = 3, то можливими
варiантами альтернативної гiпотези H1 є такi: а) a 6= 3; б) a > 3; в) a < 3.

Визначення 4.26. Простою називають гiпотезу, що мiстить тiльки одне припущення,
складною — гiпотезу, що складається з скiнченого або нескiнченного числа простих гiпотез.
Наприклад, для показникового розподiлу гiпотеза H0: λ = 2 — проста, H0: λ > 2 — складна,
що складається з нескiнченного числа простих (вигляду λ = a, де a — будь-яке число, бiльше
2).

Визначення 4.27. У результатi статистичної перевiрки правильностi висунутої нульо-
вої гiпотези можливi помилки двох родiв.

Помилка першого роду полягає в тому, що буде вiдкинута правильна нульова гiпотеза.
Ймовiрнiсть α помилки першого роду називається рiвнем значущостi.

Помилка другого роду полягає в тому, що буде прийнята невiрна нульова гiпотеза. Ймо-
вiрнiсть похибки другого роду позначається β.

Зауваження. Яка з помилок є на практицi бiльш небезпечною, залежить вiд конкретної задачi.
Наприклад, якщо перевiряється правильнiсть вибору методу лiкування хворого, то помилка першого
роду означає вiдмову вiд правильної методики, що може сповiльнити лiкування, а помилка другого
роду (застосування неправильної методики) може призвести до погiршенням стану хворого i є бiльш
небезпечною.

Основний прийом перевiрки статистичних гiпотез полягає в тому, що по наявнiй вибiрцi
обчислюється значення деякої випадкової величини, що має вiдомий закон розподiлу.
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Визначення 4.28. Статистичним критерiєм називається випадкова величина K з вiдо-
мим законом розподiлу, що служить для перевiрки нульової гiпотези.

Визначення 4.29. Критичною областю називають область значень критерiю, при яких
нульову гiпотезу вiдхиляють, областю прийняття гiпотези — область значень критерiю, при
яких нульову гiпотезу приймають.

Види критичних областей:
— правобiчна — K > kкр (kкр > 0);
— лiвобiчна — K < kкр (kкр < 0);
— двобiчна — K < k1, K > k2(k2 > k1).
Етапи перевiрки гiпотези:
1) вибирається статистичний критерiй K;
2) обчислюється його спостережене значення Kспост за наявною вибiркою;
3) оскiльки закон розподiлу K вiдомий, за вiдомим рiвнем значущостi α визначається

критичне значення kкр, що роздiляє критичну область i область прийняття гiпотези. kкр дуже
часто знаходиться з вiдповiдних таблиць;

4) якщо обчислене значення Kспост потрапляє до областi прийняття гiпотези, то нульова
гiпотеза приймається, якщо в критичну область – нульова гiпотеза вiдхиляється.

Визначення 4.30. Потужнiстю критерiю називають ймовiрнiсть потрапляння крите-
рiю до критичної областi при вiрнiй конкуруючiй гiпотезi. Похибка другого роду — прийняти
неправильну нульову гiпотезу — влучити в область прийняття гiпотези при вiрнiй конку-
руючiй гiпотезi. Тому потужнiсть критерiю дорiвнює 1 − β. Отже, чим бiльше потужнiсть
критерiю, тим менше ймовiрнiсть зробити помилку другого роду. Тому пiсля вибору рiвня
значущостi варто будувати критичну область так, щоб потужнiсть критерiю була максималь-
ною.

Тема 5. Перевiрка параметричних статистичних гiпо-
тез

5.1. Перевiрка гiпотези про математичне сподiвання нормальної
генеральної сукупностi

Нехай генеральна сукупнiсть X розподiлена нормально, i треба при заданому рiвнi зна-
чущостi α перевiрити гiпотезу про те, що математичне сподiвання M(X) дорiвнює деякому
числу a.

Розглянемо два випадки.
1) Вiдома дисперсiя σ2 генеральної сукупностi. Тодi по вибiрцi об’єму n знайдемо вибiркове

середнє xВ i перевiримо нульову гiпотезу H0: M(X) = a.
З огляду на те, що вибiркове середнє X є незмiщеною оцiнкою M(X), тобто M(X) =

M(X), можна записати нульову гiпотезу так:M(X) = a. Для її перевiрки виберемо нормовану
нормально розподiлену величину

U =
X̄ − a
σ(X̄)

=
(X̄ − a)

√
n

σ
.
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Спостережене значення критерiю Uспост =
(x̄B − a)

√
n

σ
.

Виберемо критичну область в залежностi вiд вигляду конкуруючої гiпотези:
а) якщо H1 : M(X) 6= a, то критична область двобiчна i критичну точку знаходимо з

рiвностi P (−uкр < U < uкр) = 1− α (дивись рисунок).

Одержимо

P ( |U | < uкр) = 2Φ

(
uкр

σ (U)

)
= 2Φ (uкр) ,

оскiльки σ(U) = 1.
Таким чином

2Φ (uкр) = 1− α або Φ (uкр) =
1− α

2

i uкр можна знайти з таблиць функцiї Лапласа.
Якщо |Uспост| < u кр , то нульова гiпотеза приймається; якщо |Uспост| > uкр, то нульова

гiпотеза вiдхиляється.
б) якщо H1: M(X) > a0 , то критична область правобiчна i критичну точку знаходимо з

рiвностi
P (U < uкр) = 1− α (дивись рисунок).

Одержимо

P (uкр < 0) + P (0 < U < uкр) = 1− α, (5.8)

або

1

2
+ P (0 < U < uкр) = 1− α.

Таким чином
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Φ (uкр) =
1

2
− α =

1− 2α

2

i uкр можна знайти з таблиць функцiї Лапласа.
Якщо Uспост < uкр нульова гiпотеза приймається; якщо Uспост > uкр – вiдхиляється.
Аналогiчно розглядається H1: M(X) < a0.
2) Дисперсiя генеральної сукупностi невiдома i за вибiркою об’єму n обчислено виправлене

середнє квадратичне вiдхилення s.
Критерiєм для перевiрки нульової гiпотези H0: M(X) = a виберемо випадкову величину

T =
(X̄ − a)

√
n

S
,

де S — виправлене середнє квадратичне вiдхилення. Випадкова величина T має розподiл
Стьюдента з k = n− 1 степенями свободи.

Розглянемо тi ж, що й у попередньому випадку, конкуруючi гiпотези i вiдповiднi їм кри-
тичнi областi. Попередньо обчислимо спостережене значення критерiю

Tспост =
(xВ − a)

√
n

s
.

а) якщо H1: M(X) 6= a0, то критична область двобiчна i критична точка tкр знаходиться
по таблицi критичних точок розподiлу Стьюдента за вiдомими α i k.

При |Tспост| < tкр нульова гiпотеза приймається, при |Tспост| > tкр – вiдхиляється.
б) якщо H1: M(X) > a0, то по таблицi знаходять tкр(α, k) – критичну точку правосто-

ронньої критичної областi. Нульова гiпотеза приймається, якщо Tспост < tкр i вiдхиляється в
протилежному випадку.

Аналогiчно розглядається H1: M(X) < a0.

Перевiрка гiпотези про рiвнiсть дисперсiй двох генеральних сукупностей. Нехай
генеральнi сукупностi X1 i X2 розподiленi нормально. З цих сукупностей взято незалежнi ви-
бiрки об’ємом n1 i n2, за якими обчислено виправленi вибiрковi дисперсiї s2

1 i s2
2. При заданому

рiвнi значущостi α треба перевiрити нульову гiпотезуH0:D(X1) = D(X2) про рiвнiсть диспер-
сiй розглянутих сукупностей. Враховуючи незмiщеннiсть виправлених вибiркових дисперсiй
перепишемо нульову гiпотезу H0: M(s2

1) = M(s2
2).

В якостi критерiю приймається випадкова величина

F =
S2
A

S2
B

— вiдношення бiльшої вибiркової дисперсiї до меншої. F має розподiл Фiшера-Снедекора зi
степенями свободи k1 = n1 − 1 i k2 = n2 − 1.

Спостережене значення критерiю Fспост =
s2
A

s2
B

.

а) якщо H1: D(X1) 6= D(X2), то критична точка розподiлу Фiшера Fкр = F
(α

2
, k1, k2

)
знаходиться з вiдповiдних таблиць.

При |Fспост| < Fкр нульова гiпотеза приймається, при |Fспост| > Fкр – вiдхиляється.

– 15 –



б) якщо H1: D(X1) > D(X2), то з таблиць критичних точок розподiлу Фiшера знаходиться
Fкр = F (α, k1, k2).

При Fспост < Fкр нульова гiпотеза приймається, при Fспост > Fкр – вiдхиляється.

�

Задачi до теми

©1 З нормальної генеральної сукупностi з вiдомим середньоквадратичним вiдхиленням
σ = 1 взято вибiрку об’єму n = 16 i знайдено середнє вибiркове xВ = 5,45. При рiв-
нi значущостi α = 0,05 перевiрити нульову гiпотезу H0: xГ = 5 про рiвнiсть генеральної
середньої 5-ти

а) при конкуруючiй гiпотезi H1: xГ 6= 5;

б) при конкуруючiй гiпотезi H1: xГ > 5.

©2 З нормальної генеральної сукупностi взято вибiрку об’єму n = 16 i знайдено вибiрко-
ва середня xГ = 5,5 та виправлене середньоквадратичне вiдхилення s = 1. При рiвнi
значущостi α = 0,05 перевiрити нульову гiпотезу H0: xГ = 5 про рiвнiсть генеральної
середньої 5-ти

а) при конкуруючiй гiпотезi H1: xГ 6= 5;

б) при конкуруючiй гiпотезi H1: xГ > 5.

©3 За даними двох незалежних вибiрок об’ємiв n1 = 12 i n2 = 15, якi взято з нормальних
генеральних сукупностей X i Y , знайдено виправленi вибiрковi середнi квадратичнi
вiдхилення sX = 1,5 i sY = 0,9.

а) При рiвнi значущостi α = 0,1 перевiрити нульову гiпотезу H0: D(X) = D(Y ) про
рiвнiсть генеральних дисперсiй при конкуруючiй гiпотезi H1: D(X) 6= D(Y );

б) При рiвнi значущостi α = 0,05 перевiрити нульову гiпотезу H0: D(X) = D(Y ) про
рiвнiсть генеральних дисперсiй при конкуруючiй гiпотезi H1: D(X) > D(Y ).

Тема 6. Перевiрка непараметричних статистичних гi-
потез. Критерiй Пiрсона

Усi перевiрки параметричних статистичних гiпотез ґрунтуються на припущеннi, що озна-
ка генеральної сукупностi має нормальний закон розподiл. Якщо закон розподiлу є невiдо-
мим, але є пiдстави вважати (наприклад, за формою полiгона частот чи гiстограми), що вiн
має певний вид (наприклад, нормальний), то перевiряють нульову гiпотезу про вид розподiлу
генеральної сукупностi.

Визначення 6.31. Емпiричнi частоти ni — частоти, якi спостерiгаються при реалiзацiї
вибiрки. Теоретичнi частоти n′i — частоти, обрахованi у припущеннi, що генеральна суку-
пнiсть розподiлена за певним законом. У випадку нормального закону розподiлу:
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Pi = Φ

(
xi − x̄В

σВ

)
− Φ

(
xi−1 − x̄В

σВ

)
,

де x̄В — вибiркова середня, σВ — вибiркове середнє квадратичне вiдхилення, Φ — функцiя
Лапласа.

Визначення 6.32. Критерiєм узгодженостi називають критерiй про передбачуваний за-
кон невiдомого розподiлу. Критерiями узгодженостi є критерiї Пiрсона, Колмогорова, Смiр-
нова та iншi.

Розглянемо критерiй Пiрсона, перевагою якого є унiверсальнiсть: з його допомогою можна
перевiряти гiпотези про рiзнi види закони розподiлу (рiвномiрний, показниковий, нормаль-
ний). В основу критерiю покладено порiвняння емпiричних та теоретичних частот. З’ясовується,
чи є випадковою розбiжнiсть мiж цими частотами.

Нехай задано iнтервальний статистичний розподiл

Номер iнтервалу 1 2 . . . k
Iнтервал (xi−1, xi) (x0, x1) (x1, x2) . . . (xk−1, xk)
Кiлькiсть варiант,
що потрапили в
iнтервал

n1 n2 . . . nk

i обчислено вибiрковi середнє xВ, середнє квадратичне вiдхилення σВ i теоретичнi частоти n′i.

Зауваження. Об’єм вибiрки n =
k∑
i=1

nk повинен бути не менше за 50. Кожний частинний iнтервал

повинен мiстити не менше 6 варiант (ni < 6), iнакше малi групи треба об’єднувати в одну, сумуючи
частоти.

Перевiримо з рiвнем значущостi α припущення про те, що генеральна сукупнiсть розпо-
дiлена нормально. Для порiвняння емпiричних i теоретичних частот використаємо критерiй
у виглядi випадкової величини – суми вiдношень квадратiв вiдхилень емпiричних частот вiд
теоретичних до вiдповiдних теоретичних частот

χ2 =
k∑
i=1

(ni − n′i)2

n′i
.

Незалежно вiд закону розподiлу генеральної сукупностi закон розподiлу розглянутої ви-
падкової величини при n→∞ прямує до закону розподiлу χ2 з числом ступенiв свободи

k = s− 1− r, (6.9)

де s – число груп (частинних iнтервалiв), r — число параметрiв передбачуваного розподiлу.
Нормальний розподiл характеризується двома параметрами, тому k = s− 3.

Побудуємо правосторонню критичну область, виходячи з вимоги про те, щоб ймовiрнiсть
потрапляння критерiю в цю область у припущеннi справедливостi нульової гiпотези дорiв-
нювала прийнятому рiвню значущостi:

P
(
χ2 > χ2

кр(α, k)
)

= α
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Отже, критична область задається нерiвнiстю χ2 > χ2
кр(α, k), а область прийняття гiпо-

тези — χ2 < χ2
кр(α, k). Таким чином, для перевiрки нульової гiпотези потрiбно обчислити за

вибiркою спостережене значення критерiю

χ2
спост =

k∑
i=1

(ni − n′i)2

n′i
,

i по таблицi критичних точок розподiлу χ2 знайти критичну точку χ2
кр(α, k), використовуючи

вiдомi значення α i k = s−3. Якщо χ2
спост < χ2

кр – нульову гiпотезу приймають, при χ2
спост > χ2

кр
– вiдхиляють.

Приклад 6.6. За даними iнтервального статистичного розподiлу з рiвнем значущостi α = 0,05
перевiрити гiпотезу про нормальнiсть дослiдженої ознаки.

i 1 2 3 4 5

(xi−1, xi) (0, 2) (2, 4) (4, 6) (6, 8) (8, 10)
ni 3 6 10 5 4

Розв’язання. В прикладi теми 13 обчислено вибiркову середню x̄В = 5,07 i вибiркове середнє ква-
дратичне вiдхилення σВ = 2,36. Обчислимо теоретичнi частоти та спостережене значення критерiю.
Процес обчислення вiдображено вiдповiдно в таблицях.

i xi−1 xi zi−1 =
xi−1 − xВ

σB
zi =

xi − xВ

σВ
Φ(zi−1) Φ(zi) Pi = Φ(zi) −

Φ(zi−1)
ni′ = n · Pi

1 0 2 −1,301 −0,500 −0,403 0,097 2,7

2 2 4 −1,301 −0,453 −0,403 −0,175 0,228 6,4

3 4 6 −0,453 0,394 −0,175 0,153 0,328 9,2

4 6 8 0,394 1,242 0,153 0,393 0,240 6,7

5 8 10 1,242 0,393 0,500 0,107 3,0

ΣPi = 1 Σni = n = 28

i ni n′i ni − n′i (ni − n′i)2 (ni − n′i)2

n′i
1 3 2,71 0,29 0,09 0,03

2 6 6,40 −0,40 0,16 0,02

3 10 9,19 0,81 0,66 0,07

4 5 6,71 −1,71 2,92 0,43

5 4 3,00 1,00 1,00 0,33∑ (ni − n′i)2

n′i
= 0,9

Таким чином, спостережене значення критерiю

χ2
спост =

5∑
i=1

(ni − n′i)2

n′i
= 0,9.

За таблицею критичних точок розподiлу χ2 при заданому рiвнi значущостi α = 0,05 i числу
степенiв свободи k = 5−3 = 2 (5 – число iнтервалiв групування вибiрки) знаходимо критичну точку
правосторонньої критичної областi χ2

кр(0,05, 2) = 6. χ2
спост < χ2

кр (0,9 < 6) i, таким чином, нема
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пiдстав вiдхилити нульову гiпотезу про нормальний розподiл генеральної сукупностi.

Зауваження. Критерiй Пiрсона можна застосовувати при об’ємi вибiрки n > 50, тому розглянутий
приклад надано лише в навчальних цiлях.

�

Задачi до теми

©1 При рiвнi значущостi α = 0,05 перевiрити гiпотезу про нормальний розподiл генеральної
сукупностi, якщо вiдомi емпiричнi та теоретичнi частоти

ni 4 12 21 10 3
n′i 5 10 20 10 5

Тема 7. Пряма лiнiя регресiї. Коефiцiєнт кореляцiї та
перевiрка його значимостi

Визначення 7.33. Випадковi величини, можливi значення яких визначаються двома
числами, називаються двомiрними i позначають (X, Y ). Кожну з величин X i Y називають
складовою або компонентою. Обидвi випадковi величини X i Y , якi розглядаються разом,
утворюють систему двох випадкових величин. Законом розподiлу двомiрної випадкової ве-
личини називають перелiк можливих значень цiєї величини – пар (xi, yj) i вiдповiдних їм
ймовiрностей pij = p(xi, yj).

Визначення 7.34. Випадкова величина Y називається функцiєю випадкової величини
X, якщо кожному можливому значенню випадкової величини X вiдповiдає одне можливе
значення Y .

Строга функцiональна залежнiсть реалiзується рiдко, оскiльки обидвi розглянутi випад-
ковi величини або одна з них знаходяться пiд впливом iнших випадкових факторiв.

Визначення 7.35. Статистичною залежнiстю називають залежнiсть, при якiй змiна
однiєї з випадкових величин призводить до змiни розподiлу iншої. Якщо статистична зале-
жнiсть проявляється в тому, що при змiнi однiєї з випадкових величин змiнюється середнє
значення другої, то така статистична залежнiсть називається кореляцiйною.

Визначення 7.36. Умовним середнiм ȳx називається середнє арифметичне спостереже-
них значень Y , що вiдповiдають X = x. Наприклад, якщо при x1 = 1 Y прийняла значення
y1 = 2, y2 = 3, y3 = 4, то умовне середнє ȳx1 = (2 + 3 + 4)/3 = 3.

Визначення 7.37. Вибiрковим рiвнянням регресiї Y на X називається рiвняння ȳx =
f ∗(x), функцiя f ∗ називається вибiрковою регресiєю Y на X, а її графiк – вибiрковою лiнiєю
регресiї Y на X.

Далi розглянемо лише випадок, коли f ∗(x) = k · x+ b – лiнiйна функцiя.
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Вибiркове рiвняння прямої лiнiї середньоквадратичної регресiї за незгрупованими даними.
Нехай вивчається система двох ознак (X,Y ) i в результатi n спостережень отримано пари

чисел (x1, y1), . . ., (xn, yn). Знайдемо вибiркове рiвняння лiнiї регресiї Y на X

y = ρyx · x+ b. (7.10)

Число ρyx називається вибiрковим коефiцiєнтом регресiї Y на X. Коефiцiєнти ρyx i b ви-
бирають так, щоб точки (x1, y1), . . ., (xn, yn) лежали якомога ближче до прямої y = ρyx ·x+ b.
Застосування методу найменших квадратiв дає

ρyx =
xy − x̄ · ȳ

σ2
x

, b =
x2 · ȳ − x̄ · x · y

σ2
x

,

де x · y =
1

n

∑
x · y, σ2

x = x2 − (x̄)2.

Вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї rВ =
σx
σy
ρyx =

x · y − x̄ · ȳ
σxσy

.

Властивостi коефiцiєнта кореляцiї:
1) якщо X i Y — незалежнi, то rВ = 0;
2) якщо rВ = ±1, то X i Y пов’язанi лiнiйною функцiональною залежнiстю. Таким чином

коефiцiєнт кореляцiї вимiрює силу лiнiйного зв’язку мiж X i Y . При rВ = −1 зростання
значень однiєї з ознак призводить до зменшення значень iншої ознаки – має мiсце так звана
«протилежна залежнiсть».

Приклад 7.7. Знайти 1) вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї та 2) коефiцiєнт кореляцiї для
результатiв спостереження

X 1 2 4 5 6

Y 3 4 5 7 6

Розв’язання. x̄ =
1

n

∑
x =

1

5
(1 + 2 + 4 + 5 + 6) = 3,6; ȳ =

1

n

∑
y =

1

5
(3 + 4 + 5 + 7 + 6) = 5;

x2 =
1

n

∑
x2 =

1

5
(1 + 4 + 16 + 25 + 36) = 16,4;

y2 =
1

n

∑
y2 =

1

5
(9 + 16 + 25 + 49 + 36) = 27;

σ2
x = x2 − (x̄)2 = 16,4− 3,62 = 3,4; σx = 1,9;
σ2
y = y2 − (ȳ)2 = 27− 52 = −25; σy = 1,4;

x · y =
1

n

∑
x · y =

1

5
(1 · 3 + 2 · 4 + 4 · 5 + 5 · 7 + 6 · 6) = 20,4;

1) ρyx =
x · y − x̄ · ȳ

σ2
x

=
20,4− 3,6 · 5

3,4
= 0,7; b =

x2 · ȳ − x̄ · x · y
σ2
x

=
16,4 · 5− 3,6 · 20,4

1,9
= 2,5;
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y = 0,7 · x+ 2,5 — рiвняння прямої лiнiї регресiї (дивись рисунок);

2) rВ =
x · y − x̄ · ȳ
σx · σy

=
20,4− 3,6 · 5

1,9 · 1,4
= 0,91.

Вибiркове рiвняння прямої лiнiї середньоквадратичної регресiї за згрупованими
даними. При великiй кiлькостi спостережень одне й те саме значення x може зустрiтися
nx раз, y — ny раз, а пара чисел (x, y) — nxy раз. В цьому випадку данi групують i заносять
в кореляцiйну таблицю. Наприклад,

Y
X

1 2 3 ny
0 2 1 1 4
2 0 2 4 6
nx 2 3 5 n = 10

Вибiрковий коефiцiєнт регресiї

ρyx =
x · y − x̄ · ȳ

σ2
x

,

де x̄ =
1

n

∑
nx · x, x2 =

1

n

∑
nx · x2 , ȳ =

1

n

∑
ny · y, x · y =

1

n

∑
nxy · x · y.

Коефiцiєнт кореляцiї

rВ =
σx
σy
ρyx =

1

n

∑
nxy · x · y − x̄ · ȳ

σxσy
.

Вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї

ȳx − ȳ = ρyx(x− x̄).

Приклад 7.8. Знайти 1) вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї та 2) коефiцiєнт кореляцiї для
спостережень, занесених в кореляцiйну таблицю.

Розв’язання.

x̄ =
1

n

∑
nx · x =

1

10
(2 · 1 + 3 · 2 + 5 · 3) = 2,3;

x2 =
1

n

∑
nx · x2 =

1

10
(2 · 12 + 3 · 22 + 5 · 32) = 5,9;

ȳ =
1

n

∑
ny · y =

1

10
(4 · 0 + 6 · 2) = 1,2;

y2 =
1

n

∑
ny · y2 =

1

10
(4 · 02 + 6 · 22) = 2,4;

σ2
x = x2 − (x̄)2 = 5,9− 2,32 = 0,61; σx = 0,78;
σ2
y = y2 − (ȳ)2 = 2,4− 1,22 = 0,96; σy = 0,98;

x · y =
1

n

∑
nxy · x · y =

1

10
(2 · 2 · 2 + 4 · 3 · 2) = 3,2;

1) Вибiрковий коефiцiєнт регресiї ρyx =
x · y − x̄ · ȳ

σ2
x

=
3,2− 2,3 · 1,2

0,782
= 0,72.

Вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї ȳx − 1,2 = 0,72 · (x− 2,3) або ȳx = 0,72x− 0,46.
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2) Коефiцiєнт кореляцiї rВ =
x · y − x̄ · ȳ

σxσy
=

3,2− 2,3 · 1,2
0,78 · 0,98

= 0,57 .

Перевiрка гiпотези про значимiсть вибiркового коефiцiєнта кореляцiї. Розглянемо
вибiрку об’єму n з нормально розподiленої двовимiрної генеральної сукупностi (X, Y ). Нехай
обрахований за вибiркою коефiцiєнт кореляцiї не дорiвнює нулю: rВ 6= 0. Але це ще не означає,
що коефiцiєнт кореляцiї генеральної сукупностi rГ 6= 0. Тому при рiвнi значущостi α треба
перевiрити нульову гiпотезу H0: rГ = 0.

Для перевiрки гiпотези використовується випадкова величина

T =
r
√
n− 2√

1− r2
,

яка має розподiл Стьюдента з k = n− 2 степенями свободи.

Спостережене значення критерiю Tспост =
rB
√
n− 2√

1− r2
B

.

Критична область є двосторонньою з границями ±Tкр, якi знаходяться з таблиць для
двосторонньої критичної областi розподiлу Стьюдента.

При |Tспост| < Tкр нульова гiпотеза приймається, при |Tспост| > Tкр – вiдхиляється.

Приклад 7.9. За вибiркою n = 10 з двовимiрної нормальної генеральної сукупностi (X,Y ) зна-
йдено rВ = 0,57. При рiвнi значущостi α = 0,1 перевiрити нульову гiпотезу H0: rГ = 0, при конкуру-
ючiй H1: rГ 6= 0.

Розв’язання. Знайдемо спостережене значення критерiю та критичнi точки:

Tспост =
rВ
√
n−2√

1− r2
B

=
0,57 ·

√
8√

1− 0,572
= 2; Tкр(0,1; 10− 2) = 1,86.

|Tспост| > Tкр i H0 вiдхиляється. Тобто кореляцiя мiж X i Y iснує.

�

Задачi до теми

©1 Знайти вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї rВ та вибiркове рiвняння лiнiї регресiї Y на X
за даними спостережень.

X 0 1 3 4
Y 1 2 5 4

©2 За вибiркою об’єму n = 18, яка взята з двовимiрної нормальної генеральної сукупностi
(X, Y ) обчислено вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї rВ = 0,6. При рiвнi значущостi α =
0,01 перевiрити нульову гiпотезу H0: rГ = 0 про рiвнiсть нулю генерального коефiцiєнта
кореляцiї rГ при конкуруючiй гiпотезi H1: rГ 6= 0.
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Тема 8. Рангова кореляцiя. Коефiцiєнти кореляцiї Спiр-
мена та Кендала, перевiрка їх значимостi

Визначення 8.38. Якiсна ознака — ознака, яку неможливо точно вимiрити, але яка
дозволяє порiвнювати об’єкти i розташовувати їх в порядку погiршення якостi.

Правило ранжування. Нехай вибiрка об’єму n мiстить незалежнi об’єкти, що мають двi
якiснi ознаки A i B. Треба з’ясувати степiнь зв’язку ознак мiж собою, тобто встановити
наявнiсть або вiдсутнiсть рангової кореляцiї.

Розташуємо спочатку об’єкти в порядку погiршення якостi за ознакою A. Припишемо
об’єкту, що стоїть на i-му мiсцi ранг, рiвний порядковому номеру: xi = i. Далi розташуємо
об’єкти в порядку погiршення якостi за ознакою B i припишемо кожному з них ранг yi, де
номер i дорiвнює порядковому номеру об’єкта за ознакою A, а самè значення рангу дорiвнює
порядковому номеру об’єкта за ознакою B. Одержимо двi послiдовностi рангiв

за ознакою A x1, x2, . . ., xn
за ознакою B y1, y2, . . ., yn

Наприклад, якщо y1 = 2, то це означає, що даний об’єкт займає в ряду за ознакою A
перше мiсце, а в ряду за ознакою B – друге.

Для оцiнки степенi зв’язку мiж ознаками A i B користуються коефiцiєнтом рангової ко-
реляцiї Спiрмена

ρB = 1− 6
∑
d2
i

n3 − n
, di = xi − yi.

Властивостi коефiцiєнта рангової кореляцiї:
1) −1 6 ρВ 6 1;
2) залежнiсть мiж A i B тим менша, чим ближче ρB до нуля;
3) якщо ρВ = ±1, то A i B пов’язанi лiнiйною залежнiстю. При ρВ = −1 погiршення

якостi за однiєю з ознак призводить до покращення якостi за iншою (має мiсце «протилежна
залежнiсть»).

Перевiрка гiпотези про значимiсть коефiцiєнта кореляцiї Спiрмена.
Для того, щоб при рiвнi значущостi α перевiрити нульову гiпотезу H0: ρГ = 0 про рiвнiсть

нулю коефiцiєнта рангової кореляцiї Спiрмена генеральної сукупностi ρГ при конкуруючiй
гiпотезi H1: ρГ 6= 0 треба обчислити критичну точку

Tкр = tкр(α, k)

√
1− ρ2

B

n− 2
,

де n – об’єм вибiрки, tкр(α, k) — критична точка двосторонньої критичної областi, яку зна-
ходять за таблицею критичних точок розподiлу Стьюдента за рiвнем значущостi α i числу
степенiв свободи k = n− 2.

При |ρВ| < Tкр нульова гiпотеза приймається, при |ρВ| > Tкр — вiдхиляється.

Приклад 8.10. Для двох ознак об’єктiв знайти коефiцiєнт рангової кореляцiї Спiрмена та пере-
вiрити його значимiсть при рiвнi значущостi α = 0,05.
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A 1 2 4 5 6

B 3 4 5 7 6

Розв’язання. Складаємо таблицю рангiв та обчислюємо їх рiзницi.

Ранги за ознакою A xi 1 2 3 4 5

Ранги за ознакою B yi 2 1 3 4 5

Рiзниця рангiв di −1 1 0 0 0

d2
i 1 1 0 0 0

Вибiрковий коефiцiєнт рангової кореляцiї Спiрмена

ρB = 1− 6
∑
d2
i

n3 − n
= 1− 6 · (1 + 1)

53 − 5
= 0,9.

Критична точка розподiлу Стьюдента tкр(0,05, 5− 2) = tкр(0,05, 3) = 3,18.

Tкр = tкр(0,05, 3)

√
1− 0,92

5− 2
= 3,18 · 0,25 = 0,8

|ρВ| > Tкр (0,9 > 0,8). Таким чином H0 вiдхиляється. Тобто кореляцiя мiж ознаками A i B об’єкта
iснує.

Припустимо, що праворуч вiд y1 є R1 рангiв, бiльших за y1, праворуч вiд y2 є R2 ран-
гiв, бiльших за y2, . . .. Для оцiнки степенi зв’язку мiж ознаками A i B також користуються
коефiцiєнтом рангової кореляцiї Кендала:

τВ =
4R

n · (n− 1)
− 1, R =

∑
Ri,

який має такi ж самi властивостi, як i коефiцiєнт кореляцiї Спiрмена.

Перевiрка гiпотези про значимiсть коефiцiєнта кореляцiї Кендала. Для того, щоб
при рiвнi значущостi α перевiрити нульову гiпотезу H0: τГ = 0 про рiвнiсть нулю коефiцiєнта
рангової кореляцiї Кендала генеральної сукупностi τГ при конкуруючiй гiпотезi H1: τГ 6= 0
треба обчислити критичну точку

Tкр = zкр

√
2(2n+ 5)

9n(n− 1)
,

де n — об’єм вибiрки, z кр — критична точка двосторонньої критичної областi, яку знаходять

за таблицею функцiї Лапласа з рiвняння Φ (zкр) =
1− α

2
.

При |τВ| < Tкр. нульова гiпотеза приймається, при |τВ| > Tкр — вiдхиляється.

Приклад 8.11. За даними рангiв ознак об’єкту знайти коефiцiєнт рангової кореляцiї Кендала та
перевiрити його значимiсть при рiвнi значущостi α = 0,05

xi 1 2 3 4 5

yi 2 1 3 4 5
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Розв’язання.

Ri 3 3 2 1 0

R =
∑
Ri = 3 + 3 + 2 + 1 = 9.

τВ =
4R

n · (n− 1)
− 1 =

4 · 9
5 · 4

− 1 = 0,8.

Критичну точку zкр знайдемо з рiвняння

Φ (zкр) =
1− α

2
=

1− 0,05

2
= 0,475. З таблицi функцiї Лапласа zкр = 1,96.

Tкр = 1,96

√
2 · 15

45 · 4
= 1,96 · 0,41 = 0,8.

|τВ| = Tкр (0,8 = 0,8). Таким чином H0 вiдхиляється. Тобто кореляцiя мiж ознаками A i B об’єкта
iснує.

�

Задачi до теми

©1 Знайти вибiрковий коефiцiєнт рангової кореляцiї Спiрмена ρВ мiж двома ознаками
об’єкта

X 12 11 9 8 7 6 4
Y 11 12 8 7 9 6 5

©2 Знайти вибiрковий коефiцiєнт рангової кореляцiї Кендала τВ мiж двома ознаками об’єкта

X 12 11 9 8 7 6 4
Y 11 12 8 7 9 6 5

©3 За вибiркою об’єму n = 18, яка взята з двовимiрної нормальної генеральної сукупно-
стi (X,Y ) обчислено вибiрковий коефiцiєнт рангової кореляцiї Спiрмена ρВ = 0,6. При
рiвнi значущостi α = 0,01 перевiрити нульову гiпотезу H0: ρГ = 0 про рiвнiсть нулю
генерального коефiцiєнта рангової кореляцiї Спiрмена ρГ при конкуруючiй гiпотезi H1:
ρГ 6= 0.

©4 За вибiркою об’єму n = 18, яка взята з двовимiрної нормальної генеральної сукупно-
стi (X,Y ) обчислено вибiрковий коефiцiєнт рангової кореляцiї Кендала τВ = 0,6. При
рiвнi значущостi α = 0,01 перевiрити нульову гiпотезу H0: τГ = 0 про рiвнiсть нулю
генерального коефiцiєнта рангової кореляцiї Кендала τГ при конкуруючiй гiпотезi H1:
τГ 6= 0.

КОНТРОЛЬНI ЗАДАЧI З МОДУЛЯ

Задача 1. За даними вибiрки, наведенiй в таблицi (варiант n вибирається як номер студента
за списком групи),
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1) знайти розмах вибiрки, оптимальне число часткових iнтервалiв та побудувати гру-
пований статистичний ряд;

2) побудувати гiстограму частот;

3) знайти функцiю розподiлу та побудувати її графiк;

4) зайти числовi характеристики вибiрки: вибiркову середню xВ, дисперсiю DВ, моду
Mo, медiану Me, теоретичнi початковi ν∗k та центральнi µ∗k моменти, асиметрiю As
та ексцес Ex.

5) виходячи з припущення про нормальнiсть генеральної сукупностi, з якої було взято
вибiрку, обчислити теоретичнi частоти, що вiдповiдають отриманим емпiричним
частотам, та побудувати вiдповiдну нормальну криву.

Задача 2. Виходячи з припущення про нормальнiсть генеральної сукупностi, з якої було
взято вибiрку

1) знайти iнтервальну оцiнку математичного сподiвання генеральної сукупностi з на-
дiйнiстю γ = 0,9, якщо середнє квадратичне вiдхилення генеральної сукупностi
вiдоме: σ = 2.

2) знайти виправлену дисперсiю та виправлене середньоквадратичне вiдхилення ви-
бiрки; знайти iнтервальну оцiнку математичного сподiвання генеральної сукупно-
стi з надiйнiстю γ = 0,9, якщо середнє квадратичне вiдхилення генеральної суку-
пностi невiдоме.

3) знайти iнтервальну оцiнку дисперсiї генеральної сукупностi з надiйнiстю γ = 0,9.

Задача 3. При рiвнi значущостi α = 0,01 перевiрити нульову гiпотезу H0: x = n про рiвнiсть
середньої генеральної сукупностi числу n (номеру варiанта) при конкуруючiй гiпотезi
H1: xГ 6= n.

Задача 4. Використовуючи критерiй Пiрсона при рiвнi значущостi α = 0,05 перевiрити гiпо-
тезу про нормальний закон розподiлу генеральної сукупностi, з якої було взято вибiрку.

Варiант 1
0,12 1,14 −4,80 2,03 0,96 −1,65 2,58
−0,36 −0,51 −3,31 2,48 1,06 −0,03 1,29
0,05 2,39 1,41 0,97 1,53 1,12 −1,01
−0,90 0,64 −0,23 1,56 1,98 −0,19 −0,85
−2,37 −0,29 −1,40 1,32 1,48 0,34 −0,76
1,09 −0,45 1,20 1,86 −0,37 2,08 1,56
0,76 −0,03 2,54 0,05 −2,23 1,44 0,20
2,11 2,12 1,61 −0,39 3,82 1,81 3,60
5,38 0,51 1,02 7,10 2,94 −1,31 −1,76
2,62 1,18 −0,53 0,43 −1,31 −1,21 1,76
2,97 3,52 0,18 −1,56 1,29 −1,21
2,72 −0,41 −0,35 2,52 4,39 0,19
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2,83 1,00 0,74 0,21 0,36 −1,63
2,35 3,22 3,04 −1,41 −3,06 −4,68
−1,09 2,79 1,36 −1,07 −1,82 3,55

Варiант 2
1,79 0,06 6,36 5,29 2,34 −1,26 −1,59
−1,47 1,58 −0,93 0,28 7,42 1,06 2,04
0,88 2,21 2,77 3,05 −1,32 3,42 2,80
2,79 0,95 2,69 1,60 1,88 −3,30 5,72
−0,40 1,87 −3,14 4,33 0,83 4,47 −0,01
1,08 −0,88 2,76 2,64 2,31 1,16 0,96
2,38 1,22 2,74 4,58 −2,59 1,39 1,07
2,65 3,28 0,81 −0,27 1,21 2,62 −0,11
3,54 2,50 2,44 4,19 1,82 2,28 −0,82
0,79 −0,54 3,02 3,44 2,12 4,87 4,17
1,88 3,67 1,81 4,50 2,42 0,98
4,40 1,91 2,28 6,87 1,28 2,74
3,46 4,67 2,25 5,83 −0,31 −0,09
4,97 3,39 1,63 1,46 −1,35 1,56
2,44 0,69 3,07 1,52 0,57 7,48

Варiант 3
3,64 2,52 2,92 2,14 0,93 4,30 3,40
1,62 2,93 0,48 2,99 4,55 −0,06 3,01
1,86 1,94 5,72 2,12 3,75 3,22 3,84
0,67 2,35 1,40 3,44 3,14 6,23 1,80
4,27 3,06 2,99 −2,23 3,77 0,78 6,18
0,56 3,12 3,96 4,71 4,43 5,71 2,27
−1,11 3,93 2,51 5,17 2,08 3,40 0,59
4,13 2,88 4,44 4,69 3,51 2,69 5,11
1,52 3,97 6,25 3,94 2,13 0,96 0,87
3,70 5,63 6,09 1,75 5,66 5,15 3,87
0,81 1,95 4,62 1,53 1,45 0,75
2,51 3,23 2,31 4,63 2,18 1,89
2,23 3,96 3,50 1,84 4,65 3,27
4,24 3,03 0,61 4,77 1,41 2,22
−1,06 5,23 1,10 1,89 1,08 3,61

Варiант 4
4,88 5,41 4,71 6,59 4,75 3,25 6,32
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0,52 2,07 6,88 2,14 4,57 4,48 10,07
3,24 1,48 4,59 0,94 6,75 8,08 3,57
2,84 2,71 3,83 3,23 1,67 −0,63 5,43
3,36 3,15 2,11 5,37 6,17 4,54 3,25
3,83 5,87 6,67 6,41 5,67 4,25 4,38
3,61 4,44 4,29 6,18 0,86 8,58 3,16
4,85 6,55 6,29 5,29 2,20 5,81 4,45
2,88 3,65 −0,38 8,43 1,66 7,58 2,07
6,99 2,45 1,16 10,23 4,58 1,50 4,02
3,64 4,65 6,40 1,81 4,99 3,11
2,86 0,44 2,36 1,90 3,84 4,81
2,16 4,37 5,08 2,83 2,60 3,43
4,52 6,43 4,71 6,85 2,86 5,20
3,02 3,75 6,08 2,56 1,94 2,61

Варiант 5
5,94 1,72 6,52 0,93 2,02 8,16 7,61
3,59 6,71 6,84 6,04 4,02 4,20 4,88
3,79 5,51 2,25 5,64 6,51 3,78 2,56
3,41 7,25 5,72 5,78 1,26 7,68 6,93
5,14 6,08 6,82 4,68 8,53 4,86 7,11
4,27 5,40 2,26 0,87 8,68 5,08 8,05
6,31 4,32 6,00 6,99 6,84 8,44 5,50
2,03 6,34 5,65 5,46 4,89 3,96 2,75
6,73 5,39 4,58 10,87 5,87 4,00 5,95
4,22 4,87 4,54 1,89 6,62 6,81 5,79
4,56 5,97 4,98 0,04 7,41 3,51
6,43 4,85 1,94 5,18 3,23 1,52
4,65 6,50 7,90 6,45 2,81 6,84
3,09 9,10 9,98 3,08 4,39 4,56
5,74 5,70 5,17 5,21 4,89 8,43

Варiант 6
2,51 2,71 5,91 3,52 7,79 4,40 7,21
4,63 5,78 2,64 3,92 6,09 5,22 6,56
5,58 5,43 4,04 6,42 6,50 6,48 7,01
10,10 5,16 1,89 7,04 5,83 6,44 6,31
9,37 4,78 5,40 6,87 6,16 5,73 4,21
7,56 5,43 6,28 9,45 4,51 5,54 5,13
5,67 4,91 7,32 7,01 6,47 7,25 3,03
9,38 8,27 4,94 1,35 6,51 3,85 4,31
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8,80 5,64 6,34 6,52 6,34 3,06 6,89
6,89 4,90 7,63 4,92 4,20 8,25 6,97
8,02 6,96 1,73 10,25 4,53 5,61
7,91 7,46 8,39 4,78 4,61 8,38
5,84 3,85 5,18 6,79 9,96 5,63
6,54 7,82 3,46 10,75 7,92 7,09
8,50 11,36 5,83 6,23 7,70 1,99

Варiант 7
10,04 9,92 7,36 7,80 10,17 8,28 4,50
5,57 6,22 2,58 6,40 6,67 8,90 9,06
6,41 10,65 4,18 4,83 11,14 5,13 7,83
6,67 5,70 4,89 5,59 8,43 7,77 6,28
8,72 5,88 8,04 7,69 5,83 6,90 7,19
3,96 7,79 8,85 6,18 4,66 1,25 8,08
7,11 8,47 7,23 5,78 7,98 5,28 6,79
4,67 7,08 6,72 7,10 6,68 7,60 4,20
8,48 6,05 5,37 9,47 7,73 10,41 8,84
6,74 7,60 3,49 8,44 6,35 5,65 9,65
8,83 6,36 6,69 9,51 4,10 6,97
6,12 12,52 6,90 9,01 9,44 2,89
6,44 12,22 7,30 6,66 9,46 6,70
9,07 8,31 8,39 6,54 6,44 9,44
7,17 9,92 5,57 8,68 6,92 4,30

Варiант 8
4,50 5,84 4,73 7,57 9,46 5,87 8,35
4,45 8,74 7,53 9,84 7,89 6,63 7,03
8,16 9,14 7,74 8,13 3,18 7,35 9,68
6,61 9,75 11,60 9,89 9,63 8,91 8,87
9,43 8,89 9,49 9,81 7,81 9,28 9,57
10,77 11,32 8,85 4,56 7,09 12,21 9,91
7,97 9,71 4,48 8,38 8,01 9,13 10,32
8,58 8,02 11,06 12,12 9,10 5,03 5,35
5,50 4,36 7,02 12,15 7,16 9,01 4,98
9,32 5,49 6,56 7,80 6,32 8,74 6,08
9,78 6,72 6,69 8,53 9,56 10,11
6,08 7,55 5,48 7,01 5,38 7,99
10,00 5,24 10,40 7,74 8,36 5,62
9,28 9,71 9,42 4,64 9,26 5,80
8,74 9,96 9,19 5,95 10,52 7,73
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Варiант 9
7,55 10,16 9,92 9,82 7,44 10,83 9,26
9,51 10,94 9,22 12,49 6,55 11,49 5,87
10,26 10,26 6,33 11,35 8,82 8,14 7,29
10,40 12,80 10,34 9,70 7,36 13,14 11,17
8,54 6,30 12,05 7,15 9,83 6,16 9,51
10,66 12,67 6,87 10,72 6,75 7,97 9,92
10,08 12,14 10,13 7,25 8,09 10,07 7,65
9,17 9,08 7,03 7,02 9,82 8,09 11,28
9,07 6,48 9,29 8,24 8,83 8,97 6,54
9,18 6,22 8,95 8,22 7,05 7,11 7,63
10,15 5,65 11,57 10,39 7,13 7,10
11,45 4,99 7,08 7,86 9,38 10,29
14,48 9,94 9,12 7,84 6,48 9,06
7,70 7,59 7,90 8,21 11,98 12,90
9,83 8,62 8,53 9,65 7,24 14,01

Варiант 10
7,58 11,28 7,42 11,53 10,68 8,79 10,30
6,49 10,25 9,17 11,76 11,16 9,27 9,58
9,56 11,59 11,57 10,83 9,78 9,14 11,45
11,13 9,66 10,68 11,36 5,56 8,55 10,57
12,74 11,36 9,58 8,08 11,17 9,84 10,62
11,63 11,49 12,26 9,23 7,64 9,91 12,66
8,88 10,98 6,78 11,06 9,81 10,08 9,29
11,28 11,10 9,30 12,14 11,66 11,71 9,04
9,52 5,64 9,79 13,04 12,94 9,03 9,89
13,24 7,45 7,39 11,05 12,60 9,32 10,46
9,38 9,48 7,24 11,73 11,93 10,21
10,04 11,10 7,64 10,06 7,73 9,64
8,45 10,61 12,02 11,66 13,78 9,71
10,06 11,99 13,49 11,50 8,89 9,78
6,69 11,18 11,36 6,26 10,09 12,14

Варiант 11
10,06 11,76 11,39 7,26 11,02 10,92 10,47
9,52 12,86 14,49 12,08 13,54 10,01 12,65
7,89 11,09 8,56 10,74 12,97 9,54 10,78
13,56 8,90 13,26 11,70 11,23 11,52 11,98
12,46 10,85 11,79 15,57 8,85 7,21 10,25
7,57 15,79 9,49 8,21 11,11 10,30 12,39
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8,80 10,64 14,83 9,33 12,24 13,02 13,41
10,84 14,90 11,75 10,23 10,54 9,65 11,82
14,49 7,63 11,66 11,71 14,62 12,53 9,63
13,21 12,27 11,96 10,08 10,36 9,50 10,31
9,30 15,67 9,71 12,31 9,85 8,47
5,96 10,92 11,12 10,91 9,96 8,89
7,58 12,01 12,77 11,28 13,68 15,26
11,62 10,25 9,98 10,59 12,55 14,91
8,61 11,06 10,12 13,77 12,16 11,55

Варiант 12
8,48 10,23 12,58 10,86 8,58 10,90 11,63
10,58 10,48 12,10 12,76 8,82 14,15 9,63
12,70 12,30 10,81 14,17 12,85 14,50 13,70
8,79 10,74 10,94 11,16 10,01 14,62 12,17
14,85 5,45 11,37 11,26 10,31 11,48 8,50
11,78 11,25 12,94 11,61 14,33 11,24 17,63
13,26 14,65 9,38 9,75 7,75 11,14 11,86
10,57 9,45 12,97 11,87 10,10 10,91 13,61
10,53 16,86 11,91 10,59 12,75 14,12 13,23
8,46 14,46 12,26 14,49 9,86 10,70 11,65
16,20 13,01 12,95 10,65 13,86 11,06
10,45 11,42 8,87 13,69 11,99 11,91
14,04 11,48 10,59 10,76 13,16 11,81
13,64 12,91 11,28 8,17 13,32 8,02
10,96 10,61 10,20 10,69 14,25 12,46

Варiант 13
12,91 11,62 12,73 11,45 13,61 14,41 10,47
12,71 10,57 13,27 15,01 15,18 16,66 14,06
14,19 13,69 13,58 16,02 12,94 10,60 13,27
15,39 7,72 12,38 15,94 10,15 11,85 12,02
11,41 12,92 12,73 15,73 11,53 17,46 15,26
9,92 12,49 11,35 15,70 13,70 11,04 14,78
13,31 14,01 13,92 10,92 12,44 12,38 13,63
11,06 13,40 13,76 12,59 17,99 10,81 12,84
10,55 11,79 14,69 15,85 11,25 13,80 10,58
13,27 12,99 13,86 15,03 15,39 11,75 12,98
11,75 14,30 12,61 14,10 11,71 15,81
14,93 10,93 13,11 11,26 13,75 11,92
16,23 17,96 16,03 11,07 12,01 15,33
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14,31 13,50 13,18 14,10 13,16 14,72
10,55 14,68 11,84 14,08 13,84 12,09

Варiант 14
14,43 14,61 15,58 16,12 13,08 13,74 14,30
10,47 16,95 14,42 16,34 13,44 12,69 11,96
11,28 13,68 14,39 15,12 16,17 12,92 18,90
15,75 19,09 14,85 12,50 13,54 12,19 16,00
11,19 14,34 13,32 13,94 10,91 13,89 13,98
13,13 14,46 11,18 11,48 14,48 16,97 12,99
13,06 17,88 16,30 16,02 15,73 14,37 14,06
12,03 13,48 14,68 13,20 10,98 13,32 14,30
15,38 13,91 11,33 14,82 13,48 12,49 15,60
16,09 13,37 13,97 14,47 10,85 13,48 13,44
12,12 11,97 13,19 16,26 14,10 15,16
13,48 13,55 14,89 12,93 15,47 13,68
14,45 11,08 11,51 15,99 12,58 12,30
12,14 10,87 14,27 12,41 14,83 11,53
15,93 12,49 14,66 15,84 16,65 16,27

Варiант 15
17,68 16,63 13,13 16,01 16,66 16,45 14,93
15,14 11,99 14,01 16,50 16,31 13,49 14,25
16,88 14,47 15,82 16,11 17,33 14,50 12,82
14,80 16,05 17,17 11,31 17,35 13,07 15,78
16,13 17,25 16,19 14,17 15,35 16,16 13,19
14,88 11,90 14,36 13,93 11,61 12,71 16,31
13,55 16,37 15,13 15,19 17,49 14,67 15,33
16,24 11,09 15,21 14,83 16,10 13,34 12,61
14,68 16,84 16,63 14,30 12,63 14,99 12,00
16,23 14,63 16,01 16,11 17,29 15,33 16,40
15,50 15,13 17,89 12,95 13,16 13,92 0,00
17,77 14,93 16,75 13,19 15,04 14,08 0,00
15,94 15,85 17,44 15,47 13,20 19,51 0,00
15,33 16,17 12,68 14,17 11,36 16,06 0,00
16,71 12,66 13,50 19,30 13,06 15,99 0,00

Варiант 16
19,08 17,54 14,20 14,81 15,24 12,27 18,61
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12,46 16,44 14,62 17,61 13,40 19,79 14,33
15,85 15,10 15,93 12,39 15,62 13,20 16,96
14,94 16,42 16,57 19,29 18,71 14,12 15,40
16,78 14,92 19,49 14,07 17,05 18,08 18,61
14,65 15,19 17,82 17,63 17,63 17,28 14,52
16,55 14,58 16,83 16,01 13,13 13,42 17,67
15,14 15,32 17,08 18,46 14,30 21,59 16,62
17,26 17,41 16,29 17,65 15,87 16,47 17,96
15,30 16,33 18,41 16,08 12,89 15,29 13,46
16,03 14,43 17,39 16,66 17,46 15,68
12,61 14,75 16,73 15,26 18,56 15,76
18,31 14,50 18,81 13,96 19,49 16,73
15,46 14,81 12,84 15,99 19,16 17,68
19,07 18,06 17,28 16,24 17,98 13,98

Варiант 17
19,04 15,36 17,14 16,14 18,69 13,34 15,01
14,63 18,21 17,26 20,24 13,97 14,20 17,73
16,70 13,06 18,02 17,56 11,12 18,04 19,13
17,94 15,29 16,86 21,15 15,87 18,76 15,48
19,91 11,81 15,60 17,17 14,16 18,22 17,22
18,11 12,40 19,65 15,38 14,19 16,57 17,20
16,78 20,37 17,17 12,32 20,57 15,93 12,84
18,82 16,64 20,07 16,19 18,29 20,67 16,94
17,10 15,84 16,69 16,36 18,10 14,92 15,38
16,95 16,86 16,49 16,70 16,73 16,20 16,95
14,58 18,33 13,34 16,12 18,68 14,51 0,00
16,21 16,73 13,77 15,78 17,94 17,36 0,00
18,82 15,15 16,09 21,66 16,02 15,90 0,00
15,10 15,37 15,77 14,93 15,17 16,52 0,00
17,45 15,26 17,24 18,02 18,01 17,65 0,00

Варiант 18
14,45 18,98 19,04 16,07 17,16 19,30 14,88
18,51 16,66 16,68 14,69 18,42 18,90 15,38
18,97 13,20 15,66 20,51 16,96 20,15 17,97
16,76 14,17 17,55 16,31 17,53 18,30 19,56
19,60 16,56 16,78 18,04 17,10 17,71 14,40
18,49 17,57 17,37 15,75 17,35 20,46 19,57
15,52 14,92 15,84 17,34 14,89 21,54 16,61
17,12 16,81 17,65 21,41 15,47 18,91 21,10
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21,58 15,09 15,66 15,32 14,46 17,59 20,72
14,70 15,44 19,16 17,86 17,93 18,38 14,80
17,41 17,28 16,97 19,52 16,94 18,76
19,33 20,54 19,57 18,55 20,46 15,82
17,66 17,29 14,81 17,59 16,93 17,42
17,67 17,94 17,38 20,67 17,33 17,92
13,65 18,48 17,43 20,37 14,05 18,10

Варiант 19
18,98 19,37 17,40 17,29 19,07 17,58 20,48
17,55 18,61 19,77 19,30 17,20 19,04 19,34
17,24 21,27 20,65 18,13 19,02 17,77 19,16
20,30 18,89 17,33 19,90 18,06 14,25 19,93
20,92 15,92 16,45 19,31 18,49 18,71 17,64
14,06 17,35 19,10 20,02 19,87 14,76 17,29
21,18 23,72 20,91 17,22 18,03 20,98 17,29
20,33 18,97 15,68 21,73 19,28 18,05 18,84
15,15 17,58 19,03 21,29 13,45 17,46 21,58
18,58 16,45 18,16 16,15 21,41 17,74 19,39
18,26 19,10 19,45 20,42 16,78 18,42
19,37 18,51 18,30 18,28 16,88 20,72
22,13 19,24 22,50 19,22 19,53 20,33
19,16 19,29 18,41 18,84 17,65 17,31
16,82 18,07 19,33 16,58 18,05 19,53

Варiант 20
17,91 20,52 21,20 20,18 21,18 20,08 20,18
16,44 17,87 19,26 18,24 18,49 17,16 21,22
17,94 23,80 18,56 16,90 16,93 15,65 21,32
18,44 18,95 19,88 20,56 20,41 21,66 21,52
21,84 19,71 21,95 17,54 20,06 20,15 19,36
22,79 19,14 19,91 21,25 18,49 20,16 19,76
23,52 20,78 21,73 16,98 18,62 22,25 17,95
18,95 18,57 20,01 15,37 20,96 19,89 20,34
22,20 18,06 19,85 18,92 21,36 23,95 18,29
17,50 22,42 17,96 17,45 21,44 19,12 21,18
18,66 22,01 17,47 20,72 21,68 22,68
18,27 22,63 17,52 19,51 16,15 19,01
19,04 22,58 22,15 20,65 17,30 19,99
22,13 16,52 18,34 21,15 20,87 17,82
19,48 22,48 25,82 19,30 22,35 18,97
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Варiант 21
20,03 20,54 20,69 20,57 23,35 20,33 18,39
19,24 19,99 23,36 21,00 20,59 20,00 21,32
20,22 20,78 22,07 23,05 24,72 23,06 18,61
21,14 17,29 22,82 21,48 20,72 20,05 24,61
24,23 19,41 22,44 19,78 22,34 22,16 18,75
22,54 21,40 20,64 23,03 20,18 23,16 19,69
24,57 20,85 21,72 22,77 24,47 16,70 23,50
23,48 20,29 18,35 24,75 19,42 20,54 21,66
18,94 21,00 20,38 21,72 23,86 20,29 21,13
18,63 20,18 19,10 22,28 22,15 22,59 20,53
20,89 20,33 22,52 20,08 21,42 21,17
24,96 20,69 19,64 15,70 24,43 19,90
18,33 20,74 22,09 24,20 22,36 18,54
21,95 23,81 22,67 19,70 23,73 23,86
24,19 19,71 21,69 23,96 24,76 20,76

Варiант 22
19,28 22,29 20,94 23,99 22,76 21,94 20,22
18,43 19,66 24,41 23,93 19,84 22,28 22,11
22,10 23,84 22,43 21,39 16,90 22,57 22,33
19,79 20,13 24,97 24,76 20,72 20,74 23,24
24,72 18,25 22,31 21,42 20,29 23,28 20,31
19,08 20,41 22,83 17,71 21,57 22,23 25,59
21,27 22,03 20,13 19,89 23,09 20,23 20,23
20,45 23,75 22,74 18,54 19,23 21,60 22,66
21,11 23,60 20,67 23,65 25,32 23,08 20,15
27,03 26,55 22,14 21,95 21,04 21,12 22,80
21,70 25,60 24,74 24,89 22,19 24,82
20,93 24,58 23,46 22,51 21,00 19,69
22,42 21,90 20,82 23,44 20,21 20,45
26,09 21,44 24,49 24,58 24,65 24,15
22,66 23,67 19,69 22,97 20,80 23,52

Варiант 23
22,60 25,76 19,78 26,38 26,90 21,56 19,94
21,23 21,20 22,41 22,50 21,58 20,83 24,42
18,61 22,62 21,12 24,94 24,50 26,33 21,86
21,42 23,32 22,96 25,61 25,73 23,82 19,94
24,43 18,39 21,54 25,64 24,28 23,89 20,17
19,48 21,35 20,58 20,23 23,47 21,61 24,31
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24,98 21,78 18,47 20,98 20,26 22,63 22,24
21,72 24,25 20,85 18,66 22,57 24,69 23,13
24,43 22,51 24,39 22,43 23,83 23,07 24,80
23,96 21,64 27,17 23,67 25,01 20,84 23,16
24,05 22,38 22,16 22,89 19,66 21,77
22,98 24,79 23,08 26,38 22,98 25,82
20,45 24,48 25,03 26,72 22,50 24,63
24,35 22,23 24,27 22,59 24,59 23,01
24,19 21,46 25,65 23,28 22,62 24,10

Таблиця значень функцiї ϕ(x) =
1√
2π
e−x

2/2

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1093 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2,0 0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
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2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001

Таблиця значень функцiї Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−z
2/2dz

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)
0,00 0,0000 0,32 0,1255 0,64 0,2389 0,96 0,3315
0,01 0,0040 0,33 0,1293 0,65 0,2422 0,97 0,3340
0,02 0,0080 0,34 0,1331 0,66 0,2454 0,98 0,3365
0,03 0,0120 0,35 0,1368 0,67 0,2486 0,99 0,3389
0,04 0,0160 0,36 0,1406 0,68 0,2516 1,00 0,3413
0,05 0,0199 0,37 0,1443 0,69 0,2549 1,01 0,3438
0,06 0,0239 0,38 0,1480 0,70 0,2580 1,02 0,3461
0,07 0,0279 0,39 0,1517 0,71 0,2611 1,03 0,3485
0,08 0,0319 0,40 0,1554 0,72 0,2642 1,04 0,3508
0,09 0,0359 0,41 0,1591 0,73 0,2673 1,05 0,3531
0,10 0,0398 0,42 0,1628 0,74 0,2703 1,06 0,3554
0,11 0,0438 0,43 0,1664 0,75 0,2734 1,07 0,3577
0,12 0,0478 0,44 0,1700 0,76 0,2764 1,08 0,3599
0,13 0,0517 0,45 0,1736 0,77 0,2794 1,09 0,3621
0,14 0,0557 0,46 0,1772 0,78 0,2823 1,10 0,3643
0,15 0,0596 0,47 0,1808 0,79 0,2852 1,11 0,3665
0,16 0,0636 0,48 0,1844 0,80 0,2881 1,12 0,3686
0,17 0,0675 0,49 0,1879 0,81 0,2910 1,13 0,3708
0,18 0,0714 0,50 0,1915 0,82 0,2939 1,14 0,3729
0,19 0,0753 0,51 0,1950 0,83 0,2967 1,15 0,3749
0,20 0,0793 0,52 0,1985 0,84 0,2995 1,16 0,3770
0,21 0,0832 0,53 0,2019 0,85 0,3023 1,17 0,3790
0,22 0,0871 0,54 0,2054 0,86 0,3051 1,18 0,3810
0,23 0,0910 0,55 0,2088 0,87 0,3078 1,19 0,3830
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0,24 0,0948 0,56 0,2123 0,88 0,3106 1,20 0,3849
0,25 0,0987 0,57 0,2157 0,89 0,3133 1,21 0,3869
0,26 0,1026 0,58 0,2190 0,90 0,3159 1,22 0,3883
0,27 0,1064 0,59 0,2224 0,91 0,3186 1,23 0,3907
0,28 0,1103 0,60 0,2257 0,92 0,3212 1,24 0,3925
0,29 0,1141 0,61 0,2291 0,93 0,3228 1,25 0,3944
0,30 0,1179 0,62 0,2324 0,94 0,3264 1,26 0,3962
0,31 0,1217 0,63 0,2357 0,95 0,3289 1,27 0,3980

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)
1,28 0,3997 1,61 0,4463 1,94 0,4738 2,54 0,4945
1,29 0,4015 1,62 0,4474 1,95 0,4744 2,56 0,4948
1,30 0,4032 1,63 0,4484 1,96 0,4750 2,58 0,4951
1,31 0,4049 1,64 0,4495 1,97 0,4756 2,60 0,4953
1,32 0,4066 1,65 0,4505 1,98 0,4761 2,62 0,4956
1,33 0,4082 1,66 0,4515 1,99 0,4767 2,64 0,4959
1,34 0,4099 1,67 0,4525 2,00 0,4772 2,66 0,4961
1,35 0,4115 1,68 0,4535 2,02 0,4783 2,68 0,4963
1,36 0,4131 1,69 0,4545 2,04 0,4793 2,70 0,4965
1,37 0,4147 1,70 0,4554 2,06 0,4803 2,72 0,4967
1,38 0,4162 1,71 0,4564 2,08 0,4812 2,74 0,4969
1,39 0,4177 1,72 0,4573 2,10 0,4821 2,76 0,4971
1,40 0,4192 1,73 0,4582 2,12 0,4830 2,78 0,4973
1,41 0,4207 1,74 0,4591 2,14 0,4838 2,80 0,4974
1,43 0,4236 1,76 0,4608 2,18 0,4854 2,84 0,4977
1,44 0,4251 1,77 0,4616 2,20 0,4861 2,86 0,4979
1,45 0,4265 1,78 0,4625 2,22 0,4868 2,88 0,4980
1,46 0,4279 1,79 0,4633 2,24 0,4875 2,90 0,4981
1,47 0,4292 1,80 0,4641 2,26 0,4881 2,92 0,4982
1,48 0,4306 1,81 0,4649 2,28 0,4887 2,94 0,4984
1,49 0,4319 1,82 0,4656 2,30 0,4893 2,96 0,4985
1,50 0,4332 1,83 0,4664 2,32 0,4898 2,98 0,4986
1,51 0,4345 1,84 0,4671 2,34 0,4904 3,00 0,49865
1,52 0,4357 1,85 0,4678 2,36 0,4909 3,20 0,49931
1,53 0,4370 1,86 0,4686 2,38 0,4913 3,40 0,49966
1,54 0,4382 1,87 0,4693 2,40 0,4918 3,60 0,499841
1,55 0,4394 1,88 0,4699 2,42 0,4922 3,80 0,499928
1,56 0,4406 1,89 0,4706 2,44 0,4927 4,00 0,499968
1,57 0,4418 1,90 0,4713 2,46 0,4931 4,50 0,499997
1,58 0,4429 1,91 0,4719 2,48 0,4934 5,00 0,499997
1,59 0,4441 1,92 0,4726 2,50 0,4938
1,60 0,4452 1,93 0,4732 2,52 0,4941
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Таблиця значень tγ = t(γ, n)

n
γ

n
γ

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999
5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883
6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745
7 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659
8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,720 3,600
9 2,31 3,36 5,04 40 2,023 2,708 3,558
10 2,26 3,25 4,78 45 2,016 2,692 3,527
11 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502
12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464
13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439
14 2,16 3,01 4,22 80 1,991 2,640 3,418
15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,403
16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,392
17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374
18 2,11 2,90 3,97 ∞ 1,960 2,576 3,291
19 2,10 2,88 3,92

Таблиця значень q = q(γ, n)

n
γ

n
γ

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999
5 1,37 2,67 5,64 20 0,37 0,58 0,88
6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 0,49 0,73
7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63
8 0,80 1,38 2,42 35 0,26 0,38 0,56
9 0,71 1,20 2,06 40 0,24 0,35 0,50
10 0,65 1,08 1,80 45 0,22 0,32 0,46
11 0,59 0,98 1,60 50 0,21 0,30 0,43
12 0,55 0,90 1,45 60 0,188 0,269 0,38
13 0,52 0,83 1,33 70 0,174 0,245 0,34
14 0,48 0,78 1,23 80 0,161 0,226 0,31
15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29
16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27
17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211
18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185
19 0,39 0,60 0,92 250 0,089 0,120 0,162
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Критичнi точки розподiлу Стьюдента

Число степенiв свободи k
Рiвень значущостi α (двобiчна критична область)
0,1 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001

1 6,31 12,7 31,82 63,7 318,3 637,0
2 2,92 4,30 6,97 9,92 22,33 31,6
3 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9
4 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61
5 2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 6,86
6 1,94 2,45 3,14 3,71 5,21 5,96
7 1,89 2,36 3,00 3,50 4,79 5,40
8 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04
9 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78
10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
11 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44
12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14
15 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01
17 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96
18 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92
19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85
21 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82
22 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79
23 1,71 2,07 2,50 2,81 3,49 3,77
24 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,74
25 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72
26 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71
27 1,71 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69
28 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
29 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
30 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65
40 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,55
60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46
120 1,66 1,98 2,36 2,62 3,17 3,37
∞ 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,37

Число степенiв свободи k
0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005
Рiвень значущостi α (однобiчна критична область)

Критичнi точки розподiлу χ2
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Число степенiв свободи k
Рiвень значущостi α

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99
1 6,6 5,0 3,8 0,0039 0,00098 0,00016
2 9,2 7,4 6,0 0,103 0,051 0,020
3 11,3 9,4 7,8 0,352 0,216 0,115
4 13,3 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297
5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554
6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872
7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24
8 20,1 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65
9 21,7 19,0 16,9 3,33 2,70 2,09
10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56
11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05
12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57
13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11
14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66
15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23
16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81
17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41
18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01
19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63
20 37,6 34,2 31,4 10,9 9,59 8,26
21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90
22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54
23 41,6 38,1 35,2 13,1 11,7 10,2
24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9
25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5
26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2
27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9
28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6
29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3
30 50,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0

Критичнi точки розподiлу F Фiшера-Снедекора (k1 –
число степенiв свободи бiльшої дисперсiї, k2 – число

степенiв свободи меншої дисперсiї)

Рiвень значущостi α = 0,01

k2
k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 4052 4999 5403 5625 5764 5889 5928 5981 6022 6056 6082 6106

– 41 –



2 98,49 99,01 99,17 99,25 99,30 99,33 99,34 99,36 99,38 99,40 99,41 99,42
3 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,34 27,23 27,13 27,05
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,54 14,45 14,37
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,45 10,27 10,15 10,05 9,96 9,89
6 13,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,79 7,72
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 7,00 6,84 6,71 6,62 6,54 6,47
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,19 6,03 5,91 5,82 5,74 5,67
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,62 5,47 5,35 5,26 5,18 5,11
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,21 5,06 4,95 4,85 4,78 4,71
11 9,86 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,88 4,74 4,63 4,54 4,46 4,40
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,65 4,50 4,39 4,30 4,22 4,16
13 9,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10 4,02 3,96
14 8,86 6,51 5,56 5,03 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,86 3,80
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80 3,73 3,67
16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69 3,61 3,55
17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 3,52 3,45

Рiвень значущостi α = 0,05

k2
k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,36 19,37 19,38 19,39 19,40 19,41
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,88 8,84 8,81 8,78 8,76 8,74
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,93 5,91
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,78 4,74 4,70 4,68
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,03 4,00
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,63 3,60 3,57
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,34 3,31 3,28
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,13 3,10 3,07
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,97 2,94 2,91
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,86 2,82 2,79
12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,92 2,85 2,80 2,76 2,72 2,69
13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,84 2,77 2,72 2,67 2,63 2,60
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,77 2,70 2,65 2,60 2,56 2,53
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,70 2,64 2,59 2,55 2,51 2,48
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,45 2,42
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,62 2,55 2,50 2,45 2,41 2,38
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Покажчик

Варiанта, 1
Вибiрка, 1

групована, 2
Вибiркова

дисперсiя, 3
лiнiя регресiї, 19
середня, 3

Вибiркове
рiвняння регресiї, 19
середнє квадратичне вiдхилення, 3

Вибiрковий
коефiцiєнт
кореляцiї, 20
регресiї, 20

Випадкова величина
двомiрна, 19

Гiпотеза
нульова (основна), 12
конкуруюча (альтернативна), 12
проста, 12
статистична, 12

Довiрча ймовiрнiсть, 9
Довiрчий iнтервал, 9
Ексцес, 4
Емпiричний момент

початковий, 4
центральний, 4

Коефiцiєнт
асиметрiї, 4
варiацiї, 4

Комулята, 2
Критерiй узгодженостi, 17
Критична область, 13
Медiана, 4
Мода, 4
Надiйнiсть, 9
Ознака

якiсна, 23
Полiгон

вiдносних частот, 2
частот, 2

Помилка
другого роду, 12
першого роду, 12

Потужнiсть критерiю, 13
Розмах варiювання, 3
Ряд

варiацiйний, 2
статистичний, 2
групований, 2

Статистична
залежнiсть, 19
оцiнка
iнтервальна, 9

Статистичний
критерiй, 13

Точнiсть оцiнки, 9
Умовне середнє, 19
Функцiя

випадкової величини, 19
Функцiя розподiлу

вибiркова, 2
Частота, 1

емпiрична, 16
теоретична, 16

43


	МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА
	Основні поняття математичної статистики
	Статистичні оцінки параметрів розподілу
	Точкові оцінки
	Числові характеристики інтервального статистичного розподілу.

	Інтервальна оцінка параметрів розподілу
	Статистична перевірка статистичних гіпотез
	Перевірка параметричних статистичних гіпотез
	Перевірка гіпотези про математичне сподівання нормальної генеральної сукупності

	Перевірка непараметричних статистичних гіпотез. Критерій Пірсона
	Пряма лінія регресії. Коефіцієнт кореляції та перевірка його значимості
	Рангова кореляція. Коефіцієнти кореляції Спірмена та Кендала, перевірка їх значимості


