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ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ 

Це видання єпрактичним посібникомдля вивчення загального курсу 

вищої математики за модулями 3 та 4 студентами першого курсу інженерних 

спеціальностей. 

У роботі містяться систематично підібрані задачі та вправи з розділів 

«Інтегральне числення» та «Диференціальні рівняння».  

Основою навчання є самостійна робота студента над підручником, 

конспектом лекцій та виконання індивідуального завдання. 

У практичномупосібнику наведені завдання за варіантами для 

виконання самостійної роботи, а також приклади розв’язання типових задач.  

 

МОДУЛЬ 3 

РозділІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

Завдання 1.  Знайти невизначені інтеграли. 

Завдання 2.  Обчислити визначені інтеграли. 

Завдання 3.  Обчислити невласні інтеграли або довести їх розбіжність. 

Завдання 4. За допомогою визначеного інтегралаобчислити площу плоскої 

області D, обмеженої заданими лініями.  

Завдання 5.  Обчислити довжину дуги заданої лінії.  

Завдання 6. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням фігури Ф навколо 

заданої осі координат.  

Завдання 7.Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням дуги кривої L 

навколо заданої осі.  

Завдання 8.Змінити порядок інтегрування та зобразити область 

інтегрування. 

Завдання 9. За допомогою подвійного інтеграла знайти площу плоскої 

фігури, обмеженої даними лініями (зробити рисунок). 

Завдання 10. Подати подвійний інтеграл ∫∫
D

dxdyyxf ),(  у вигляді 

повторного інтеграла з зовнішнім інтегруванням по x  і з зовнішнім 

інтегруванням по y , якщо область D обмежена заданими лініями. 

Завдання 11. Обчислити потрійний інтеграл. 

Завдання 12. За допомогою потрійного інтеграла обчислити об’єм тіла, 

обмеженого заданими поверхнями (зробити рисунок). 

Завдання 13–14. Обчислити задані інтеграли. 
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МОДУЛЬ 4 

РозділДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 

 

Завдання 1. Розв’язати диференціальне рівняння з відокремленими 

змінними. 

Завдання 2. Розв’язати диференціальне рівняння з відокремлюваними 

змінними. 

Завдання 3. Розв’язатиоднорідне диференціальне рівняння першого порядку. 

Завдання 4. Розв’язатидиференціальне рівняння, що зводиться до 

однорідного. 

Завдання 5. Розв’язати лінійне диференціальне рівняння першого порядку.  

Завдання 6. Розв’язати рівнянняБернуллі.  

Завдання 7.Розв’язатидиференціальне рівнянняв повних диференціалах. 

Завдання 8.Розв’язатидиференціальне рівняння виду )x(fy )n( = . 

Завдання 9. Розв’язатидиференціальне рівняння другого порядку (рівняння 

без y), що приводиться до диференціального рівняння першого порядку. 

Завдання 10. Розв’язатидиференціальні рівняння другого порядку (рівняння 

без x), що приводиться до диференціальних рівнянь першого порядку. 

Завдання 11.Розв’язатилінійне однорідне диференціальне рівняння другого 

порядку. 

Завдання 12.Розв’язатилінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

другого порядку методом підбору частинного розв’язку. 

Завдання 13.Знайти частинний розв’язок даного диференціального рівняння, 

який задовольняє вказаним початковим умовам (задача Коші). 

Завдання 14.Розв’язатилінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

другого порядку методом варіації довільних сталих. 

Завдання 15.Розв’язати систему звичайних однорідних диференціальних 

рівнянь зі сталими коефіцієнтами. 

Завдання 16. Розв’язати систему звичайних неоднорідних диференціальних 

рівняньзі сталими коефіцієнтами. 



5 

ТАБЛИЦЯ ОСНОВНИХ НЕВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕГРАЛІВ 
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РОЗВ’ЯЗАННЯ ТИПОВОГО ВАРІАНТА 

МОДУЛЬ 3 

Завдання 1. Знайти невизначені інтеграли: 
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Завдання 2.  Обчислити визначені інтеграли. 
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=⇒=

=⇒=

=

==

= ∫∫
2

02

2

4

0

cos

sin
sin2

24

00

2

;

sin.8

2 ππ

ππ tv

dtdu

tdtdv

tu

tdtt

tx

tx

tdtdx

txxt

dxx
 

.2coscos2
2

0

2

0

=
















+−= ∫

π
π

tdttt
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Завдання 3.  Обчислити невласні інтеграли або довести їх розбіжність. 

1. 
442

)1(
11 limlimlim

1

1

0 1
22

πππ
=−=−==

+
=

+ ∞→∞→∞→
∫ ∫ arctgbarctgxarctg

x

dx

x

dx

b

b

b

b

b

,  

отже, даний інтеграл збіжний. 

2. aa
a

x
xdxxdx

aaaaaa

2sin
2

1
)2sin0(sin

2

12sin
2cos2cos limlimlimlim

00 0

−∞→−∞→−∞→∞− −∞→

−=−===∫ ∫ , 

оскільки ця границя не існує при −∞→a , то даний інтеграл розбіжний. 

3. +∞=−===
+∞→+∞→

+∞

+∞→
∫ ∫ )( 0

00 0
limlimlim eeedxedxe b

b

b

x

b

b

x

b

x
, 

 отже, даний інтеграл розбіжний. 

4. 
22

2
arcsin

2
arcsin

44
limlimlim

0

2

00

2

0

2

0
2

0
2

πε

ε

ε

ε

ε

ε

=
−

==
−

=
− +→

−

+→

−

+→
∫ ∫

x

x

dx

x

dx
,  

отже, даний інтеграл  збіжний. 

=
+

+
+

=

=
++

+
++

=

=
++

+
++

=
++

+∞→−∞→

+∞→−∞→

∞−

∞∞

∞−

∫∫

∫ ∫∫

0

0

0
2

0

2

0

0
222

5

2

5

1
lim

5

2

5

1
lim

5)2(
lim

5)2(
lim

949494
.5

β

β
α

α

β

α
βα

x
arctg

x
arctg

x

dx

x

dx

xx

dx

xx

dx

xx

dx

 

,
55

2

5

1

25

1
)

2
(

5

1

5

2

5

1

)
5

2

5

1

5

2

5

1
(lim

)
5

2

5

1

5

2

5

1
(lim

πππ

β

α

β

α

=−+−−=

=−
+

+

+
+

−=

+∞→

−∞→

arctgarctg

arctgarctg

arctgarctg

 

отже, даний інтеграл  збіжний. 
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1 0 12 2 2

2 2 23 3 3
1 1 0

1
4/3 2/3 4/3 2/3

0 0
1

1
7/3 1/3 7/3 1/3

0 0
1

7/3 1/3 7/3

0 0

3 2 3 2 3 2
6.

lim (3 2 ) lim (3 2 )

9 9
lim ( 6 ) lim ( 6 )

7 7

9 9 9 9
lim ( 6 6) lim ( 6

7 7 7 7

x x x
dx dx dx

x x x

x x dx x x dx

x x x x

β

β α
α

β

β α
α

β α
β β α

− −

− −

→ − → +
−

→ − → +
−

→ − → +

+ + +
= + =

= + + + =

= + + + =

= + + + + + − −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

1/3 4
6 ) 14 ,

7
α =

отже, даний інтеграл збіжний. 

Завдання 4. За допомогою визначеного інтегралаобчислити площу плоскої 

області D, обмеженої заданими лініями.  

1.  Прямою y = x і параболою y = 2-x
2(рис. 1)

 






=

−=
⇒





=

−=

1

22

2

1
2

x

x

xy

xy

5,4
2

9

23
2))2((

1

2

231

2

2 ==







−−=−−=

−−
∫

xx
xdxxxS (кв.од.). 

 
Рис. 1 

 

 

y=2-x
2 

y=x
 

-2 10 
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2. Еліпсом  x = acost,  y = bsint, π20 ≤≤ t . 

.14,3
2

2sin
2

2

2cos1
4

sin4sin4)sin(sin4

2

0

2

0

2

0

2
0

2

2
0

2

abab
t

tabdt
t

ab

tdtabtdtabdttatbS

≈=






 −=
−

=

==−=−=

∫

∫∫∫

π
ππ

π

ππ

 

3. «Трипелюстковою розою» ϕρ 3cos2= . 

∫ ∫ =
+

=⋅=
6

0

6

0

2

2

6cos1
12)3cos2(

2

1
6

π π

ϕ
ϕ

ϕϕ ddS

 
.)од.кв(14,3

6

6sin
6

6

0

≈=






 += π
ϕ

ϕ
π

. 

Завдання 5.  Обчислити довжину дуги заданої лінії.  

1. ,
2

2x
y = 10 ≤≤ x . 

11
2 2 2

0 0

1
1 1 ln 1

2 2

1
( 2 ln(1 2 )) 1, 25 (од.).

2

x
l x dx x x x

 = + = + + + + = 
 

= + + ≈

∫
 

2. Однієї арки циклоїди 

),sin(2 ttx −= ),cos1(2 ty −= π20 ≤≤ t .

=+−= ∫
π2

0

22 )sin2())cos1(2( dtttl  

22 2
2

0 0 0

16sin 4 sin 8cos 16 (од.).
2 2 2

t t t
dt dt

ππ π

= = = − =∫ ∫  

3. Кардіоїди )cos1(3 ϕρ += . 

2 2

0

0 0 0

2 (9(1 cos ) 9sin )

6 2 2cos 12 cos 24sin 24 (од.).
2 2

l d

d d

π

ππ π

ϕ ϕ κ

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

= + + =

= + = = =

∫

∫ ∫
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Завдання 6. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням фігури Ф навколо 

заданої осі координат.  

1. Ф: y2=(x-1)3, x=2; Ox(рис. 2). 

 
Рис.2 

ππππ
4

1
)1(

4

1
)1(

2

1

4
2

1

3
2

1

2 =−=−== ∫∫ xdxxdxyV (куб.од). 

2. Ф: 





=

=

tay

tax

3

3

sin

cos
– астроїда, Ox(рис. 3). 

 
Рис.3 

00sin0sin0 3 =⇒=⇒=⇒= tttay ; 

2
0cos0cos0 3 π

=⇒=⇒=⇒= tttax . 
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=−=−=

===

∫∫

∫∫
2

0

2323
2

0

263

2

0

323
2

0

2

)(coscos)cos1(6)sin(cossin6

)cos()sin(22

ππ

ππ

ππ

ππ

ttdtatdttta

tadtadxyV

 

=−+−= ∫ )(cos)coscos3cos3(cos6
2

0

86423 tdtttta

π

π  

3
2

0

97533

105

32
cos

9

1
cos

7

3
cos

5

3
cos

3

1
6 atttta ππ

π

=






 −+−= (куб.од.). 

3. Ф: Oyyx ;13

2
2 =+ . 

3

2
2 1 yx −=  

При 0=x , 

2

3 1 1y y= ⇒ = ±  

πππ
5

4

5

3
)1(

1

1

3

51

1

3

2

=







−=−=

−−
∫ yydyyV (куб.од.). 

Завдання 7.  Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням дуги кривої 

L  навколо заданої осі.  

1. L: a2
y = x

3(дуга кубічної параболи) між прямими x = 0 і  x = a; вісь Ox. 

2
2

3
x

a
y =′ ; ;)9(

1
)(1 44

2
2 dxxa

a
dxyds +=′+=  

dxxxa
a

yds 344
4

9
2

2 +=
π

π ; 

( )4 4 3 4 4 3
4 4

00

2 2

2
9 ( 9 )

27

(10 10 1) 3,6 (кв. од.).
27

a a

S a x x dx a x
a a

a a

π π

π

= + = + =

= − ≈

∫
 

2. L: 




−=

−=

)2sinsin2(

)2coscos2(

ttay

ttax
–кардіоїда; вісь Ох. 
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)2cos(cos2);sin2(sin2 ttayttax −=′−=′ . 

.
2

sin42coscos22sinsin222

)2cos(cos4)sin2(sin4)()( 222222

t
atttta

ttattayx

=−−=

=−+−=′+′

 

∫ ∫ =






 −=⋅−=
π π

ππ
0 0

2

2
sin2sin

2
sinsin28

2
sin4)2sinsin2(2 dt

t
t

t
tadt

t
attaS

 

2 2

0 0

2 2

3 3 1 5 3 1 5
8 cos cos cos 8 2sin sin sin

2 2 2 2 2 2 2 5 2

1 128
8 (2 1 ) ( .).

5 5
кв. од

t t
a t t tdt a t t

a a

ππ

π π

π π

   = − + = − + =   
   

= + + ==

∫

3. L: ;2cos22 ϕρ a= полярна вісь. 

Задана крива – лемніската Бернуллі; полярна вісь співпадає за Ох (рис. 4). 

;sin2cossin ϕϕϕρ a= ;
2cos

2sin

ϕ
ϕ

ρ
a

−=′ ;
2cos

)(
2

22

ϕ
ρρ

a
=′+  

 
Рис. 4 

4
2 2

0

4
02 2 2

40

4 sin ( )

4 sin 4 cos 2 (2 2) (кв. од.).

S d

a d a a

π

π

π

π ρ ϕ ρ ρ ϕ

π ϕ ϕ π ϕ π

′= + =

= = = −

∫

∫
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Завдання 8. Змінити порядок інтегрування та зобразити область 

інтегрування. 

∫ ∫
−+

−

1

0

11

2

2

.),(
y

y

dxyxfdy

 

 
Відновимо область інтегрування за границями інтегрування. Для цього 

на рисунок нанесемо лінії  
211,1,0 yxyy −+=== (рис. 5). 

 
Рис. 5 

Останні два рівняння представимо як х + у = 2 та (х-1)2 + у
2 = 1. 

Змінюючи порядок інтегрування маємо: 

∫ ∫
−

−

2

1

2

2

2

.),(
xx

x

dyyxfdx  

Завдання 9. За допомогою подвійного інтеграла знайти площу плоскої 

фігури, обмеженої лініями (зробити рисунок). 

,3: 2 xxyD −= 043 =−+ yx . 

  
Рис. 6 

у 

х 2 -2 

-2,25 

4 

10 

3х + у = 4 

у = х
2
- 3х 

2 

2 0 

1 

у = 1 

у 

х 
х + у = 2 

1 
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Фігура обмежена знизу параболою xxy 32 −= , зверху прямою 

043 =−+ yx  (рис. 6). 

Отже: 

.
3

32
)

3
4()334(

2

2

2

2

3
2

34

3

2

2 2

=−=+−−=

===

∫

∫∫∫ ∫

− −

−

−−

x
xdxxxx

dydxdxdyS

x

xxD

 

Завдання 10. Подати подвійний інтеграл ∫∫
D

dxdyyxf ),(  у вигляді 

повторного інтеграла з зовнішнім інтегруванням по x  і з зовнішнім 

інтегруванням по y , якщо область D обмежена заданими лініями. 

2,0,2,: ==+== xxyxyxD . 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 7 

 Область D обмежена дугами парабол 





=

−=+=

yx

xyyx

2

22 )2(,2
 і прямими 

2,0 == xx (рис. 7). Отже,

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫∫ ∫∫

−

+ +

−

++=

==

0

2

2

0

2

0

2 4

2

2

2

2

0

.),(),(),(

),(),(

2

2

y y

y y

D

x

x

dxyxfdydxyxfdydxyxfdy

dyyxfdxdxdyyxf

 

x 

y 

4 

2 

0 

-2 

D3 

D2 

D1 2 

х
2
= у+2 

х
2
= у 
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Завдання 11. Обчислити потрійний інтеграл. 

∫∫∫ −+
V

dxdydzzyx ,)23( 3
,10: ≤≤ xV ,20 ≤≤ y 31 ≤≤ z . 

Намалюємо область інтегрування (рис. 8). 

Згідно з формулою ∫∫∫ ∫ ∫∫=
V

b

a

a

p

d

c

dzzyxfdydxdxdydzzyxf ),,(),,(  

отримаємо: 

=−+=−+=

=−+=−+

∫ ∫∫∫

∫∫∫ ∫ ∫∫

dyyxdxdy
z

yzxzdx

dzzyxdydxdxdydzzyx
V

)2046()
4

23(

)23()23(

1

0

2

0

2

0 1

341

0

1

0

3

1

3
2

0

3

 

.26)326()3212()2026(
1

0 0

1
2

1

0 0

2
2 −=−=−=−+= ∫∫ xxdxxdxyyxy  

 

  

 

 

 

 

 

   

 

   

      

 Рис.  8 

Завдання 12. За допомогою потрійного інтеграла обчислити об’єм тіла, 

обмеженого даними поверхнями (зробити рисунок). 

,0,0,0 === zyx ,2=+ yx
222 yxz += . 

Рівняння 
222 yxz +=  – параболоїд обертання, інші поверхні – 

площини. 

у 

х 

z 

0 2 

1 

1 

3 
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).од.куб.(
3

4
))2(

12

1

43

2
(

2

1

))2(
3

1
2(

2

1
))2(

3

1
)2((

2

1

)
3

(
2

1
)(

2

1

0

2
4

4
3

2

0

2

0

33232

2

0 0

23
2

2

0

22
2

0

0

2

)(2

0

2

0

2

0

2/)(

0

2

0

2222

=−−−=

=−+−=−+−=

=+=+=

====

∫ ∫

∫∫∫

∫∫∫∫∫ ∫ ∫∫

−−

+−+−

x
x

x

dxxxxdxxxx

dx
y

yxdyyxdx

dyzdxdzdydxdxdydzV

xx

yxx

V

yxx

 

Завдання 13. Обчислити заданий інтеграл. 

∫
OBL

xdl,   де OB
L – відрізок прямої від точки О(0, 0) до точки В(1, 2). 

Запишемо рівняння прямої ОВза двома точками: xy 2= . 

Отже: dxdldxydl x 5,)(1 2 =′+= ; 

.
2

5

2
55

0

11

0

2

∫ ∫ ===
OBL

x
xdxxdl  

Завдання 14. Обчислити заданий інтеграл. 

∫ +
L

n dlyx ,)( 22

 де L – коло 
222 ayx =+ .. 

Запишемо рівняння кола в параметричному вигляді:  

π20,sin,cos ≤≤== ttaytax . 

Тоді dtyxdltaytax tttt

22,cos,sin ′+′==′−=′ , 

adtdttatadl =+= 2222 cossin . 

Отже .2)(
2

0

121222 ∫∫ ++ ==+
π

π n

L

nn adtadlyx  
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МОДУЛЬ 4 

1. Диференціальні рівняння першого порядку 

Диференціальним рівнянням першого порядку називається рівняння, 

яке містить у собі незалежну змінну х, шукану функцію )x(fу =  та її похідні 

( ),, ,..., ny y y′ ′′  

0)y,...y,y,x(F )n( =′ . 

Якщо функція )x(fу =  є функцією однієї змінної, то диференціальне 

рівняння називається звичайним. 

Порядком диференціального рівняння називається найвищий порядок 

похідної, що міститься в рівнянні. 

Розв’язком або інтегралом диференціального рівняння називається 

функція , яка при підстановці її в рівняння перетворює його в 

тотожність. 

Рівняння виду )у,x(fу =′  називається звичайним диференціальним 

рівнянням першого порядку, розв’язаним відносно похідної. 

Теорема. Про існування та єдності розв’язку диференціального 

рівняння першого порядку. 

Якщо для диференціального рівняння  функція )у,x(f  та її 

похідна неперервні в деякій області D на площині XOY, яка містить у собі 

точку ( )00 ух , то тоді існує єдиний розв’язок диференціального рівняння 

)x(y ϕ= , який задовольняє умові 

( ) 00 yхy = . 

Загальним розв’язком диференціального рівняння першого порядку 

називається функція )c,x(y ϕ= , яка залежить тільки від сталої с і 

задовольняє умовам: 

1. Функція )c,x(y ϕ= – перетворює в тотожність диференціальне 

рівняння при довільному значенні сталої с; 

2. Які б не були задані початкові умови ( ) 00 yхy = , завжди знайдеться 

така стала 0сс = , що функція )c,x(y
0

ϕ=  буде задовольняти 

початковій умові. 

Розв’язок диференціального рівняння, записаний у неявному вигляді 

0)с,у,х(Ф = , називається загальним інтегралом диференціального рівняння.  

)x(fу =

)у,x(fу =′
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Частинним розв’язком диференціального рівняння називається функція  

)c,x(y
0

ϕ= , яка задовольняє початковим умовам. Із геометричної точки зору, 

загальний інтеграл є сукупністю кривих, які називаються інтегральними 

кривими. Частинний інтеграл або частинний розв’язок є фіксованою 

інтегральною кривою, яка проходить через задану точку . 

Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 0ydyхdx =+  при умові 

.1)0(y =  

Розв’язання: Після інтегрування отримаємо ∫ ∫ ∫=+ odxydyxdx , 

222
1

22

cyxc
2

y

2

x
=+⇒=+ – загальний інтеграл диференціального рівняння. 

Загальний розв’язок має вид: 22 xcy −±= . 

Враховуючи початкову умову, знаходимо сталу с:  

1сc10 222 =⇒=+ , 

1yx 22 =+ – частинний інтеграл, 

2x1y −±= – частинний розв’язок.  

Із геометричної точки зору загальний інтеграл є сукупністю 

концентричних кіл радіуса с з центром у точці (0, 0), а частинний інтеграл – 

фіксоване коло, що проходить через точку (0, 1) (рис.1). 

 

 
Рис. 1 

 

 

( )00 ух
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1.1.Диференціальне рівняння з відокремленими змінними 

Рівняння 0dy)y(Mdx)x(N =+  називається диференціальним 

рівнянням з відокремленими змінними. Його загальний інтеграл 

∫ ∫ =+ .cdy)y(Mdx)x(N  

Приклад. Розв’язатирівняння .0tgydyxdx =+  

Розв’язання: Після інтегрування одержимо загальний інтеграл 

.cycosln
2

x2

=−  

1.2. Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними 

Рівняння 0dy)y(M)x(Mdx)y(N)x(N 2121 =+  називається рівнянням з 

відокремлюваними змінними 0
)y(N

)y(M
dx

)x(M

)x(N

2

2

1

1 =+ . 

Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 0dy
x

y
dxy1x 2 =+− . 

Розв’язання: Помножимо рівняння на 
2y1

x

−
. 

Маємо 0dy
y1

y
dxx

2

2 =
−

+ .  

Після інтегрування одержимо загальний інтеграл .cy1
3

x 2
3

=−−  

1.3.Однорідні диференціальні рівняння першого порядку 

Функція  називається однорідною функцією п-го виміру 

відносно змінних х, у, якщо для довільного λ  виконується умова: 

)y,x(f)y,x(f nλλλ = . 

Наприклад: 3 33 yx)y,x(f −= – однорідна функція першого виміру. 

Дійсно ( ) )y,x(fyxyxyx)y,x(f 3 333 3333 3333 λλλλλλλ =−=−=−= . 

Диференціальне рівняння 0dy)y,x(Ndx)y,x(M =+  називається 

однорідним, якщо )y,x(M  та )y,x(N – однорідні функції одного і того ж 

виміру. Це диференціальне рівняння зводиться до рівняння з 

відокремлюваними змінними за допомогою нової шуканої функції 
х

у
u = . 

Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 0yyx 22 =+′ . 

)x(fу =
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Розв’язання: Запишемо його у вигляді 
2

2

x

y

dx

dy
−= .  

Замінюємо u
х

у
=  , тоді uxy =  і 

dx

du
xu

dx

dy
+= . 

Отже, одержимо диференціальне рівняння з відокремлюваними 

змінними:  uu
dx

du
x 2 −−=  або 

x

dx

)uu(

du
2

−=
++

. Інтеграція дає 

clnxln
1u

u
ln +−=

+
 або 

x

c

1u

u
=

+
.  

Остаточно загальний інтеграл рівняння 0
x

c

xy

y
=−

+
. 

1.4. Диференціальні рівняння, що зводяться до однорідних 

До однорідного зводяться рівняння виду 
111 cybxa

cbyax

dx

dy

++
++

= , причому с 

або с1відмінні від нуля. 

Зробивши заміну змінних 




+=

+=

kyy

hxx

1

1 , будемо мати 

111111111

11

1

1

ckbhaybxa

cbkahbyax

dx

dy

++++
++++

= . 

Підберемо h і k так, щоб вони були коренями системи 

    




=++

=++

0ckbha

0cbkah

111

            (1) 

При цій умові рівняння зводиться до однорідного і розв’язується як 

попередній приклад. Але, якщо визначник системи 0baab 11 =−=∆ , то 

2

1

2

1

b

b

a

a
=  і попередній спосіб застосувати не можна, але в цьому випадку 

підстановка ybxal 11 += одразу перетворює рівняння в рівняння з 

відокремлюваними змінними. 

Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 
1yx

3yx

dx

dy

−−
−+

=  

Розв’язання: Після заміни hxx 1 += , kyy 1 +=  система (1) має вигляд: 

1k,2h
01kh

03kh
==⇒





=−−

=−+
. 
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 У результаті одержимо однорідне рівняння 
11

11

1

1

yx

yx

dx

dy

−
+

= , яке 

розв’язуємо підстановкою 
1

1

x

y
u = , тоді 

1
1 1 1 1

1 1 1

1
, ;

1

dy du du u
y ux u x u x

dx dx dx u

+
= = + + =

−
, і ми одержимо рівняння з 

відокремлюваними змінними 
u1

u1

dx

du
x

2

1

1 −
+

=⋅  або 
1

1

2 x

dx
du

u1

u1
=

+

−
. 

 Інтеграція дає clnxln)u1ln(
2

1
arctgu 1

2 +=+−  або arctgu2
1 eu1cx =+ . 

 Остаточно, повертаючись до змінних х, у одержуємо: 

( ) ( )
2х

1y

arctg
22

e1y2xc
−

−

=−+− . 

 Приклад. Розв’язати рівняння  
2y4x8

1yx2

dx

dy

−+
++

= . 

 Розв’язання: Перевіряємо умову .
4

1

8

2

b

b

а

a

2

1

2

1 ===  

Уцьому випадку користуємося підстановкою yx2t += , 
dx

dy
2

dx

dt
+= , 

2t4

1t
2

dx

dt

−
+

=− , 
2t4

3t9

dx

dt

−
−

=  або dx
3t9

)2t4(dt
=

−
−

. 

Інтеграція дає cx1t3ln
27

2
t

9

4
+=−− . 

Повертаючись до змінних х, у, остаточно одержуємо загальний інтеграл  

( ) cx1y3x6ln
27

2
)yx2(

9

4
+=−+−+ . 

1.5.Лінійні диференціальні рівняння і рівняння Бернуллі 

Диференціальне рівняння першого порядку називають лінійним, якщо 

воно лінійне відносно шуканої функції та її похідної. Загальний вид 

лінійного рівняння 

     ( ) ( ).
dy

Р x y Q x
dx

+ =            (2) 

Розв’язується лінійне рівняння заміною )x()x(uy ϑ⋅= . Одну з функцій 

u  або ϑ  можна вибирати довільно, іншу треба визначити з рівняння (2). 
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 Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 2 2.
dy

x y x
dx

+ =  

Розв’язання: Запровадимо заміну ϑ⋅= uy , тоді 
dx

d
u

dx

du

dx

dy ϑ
ϑ +⋅= .  

Підставлення в рівняння дає  

22 xux
dx

d
u

dx

du
=++ ϑ

ϑ
ϑ  або 22

xu
dx

d
ux

dx

du
=+







 +
ϑ

ϑ .          (3) 

Поклавши 0ux
dx

du 2 =+ , одержимо диференціальне рівняння з 

відокремлюваними змінними: dxx
u

du 2−= , частинним розв’язком якого (при 

с=0) є 
3

x
uln

3

−=  або 3

3x

eu
−

= . 

Вибравши так )x(u , зведемо (3) до рівняння 23

3x

х
dx

d
e =
− ϑ

, або 

dxexd 3

3x

2
+

=ϑ , ce
3x +=ϑ . 

Тому загальний розв’язок заданого рівняння  буде 




 +=

−
ceey

3
x3

3x

. 

Диференціальне рівняння )x(Р
dx

dy
+ , )x(Qyy n=  називають рівнянням 

Бернуллі. 

Підстановка zy n =−  зводить його до  лінійного. Можна також 

безпосередньо інтегрувати це рівняння заміною ϑ⋅= uy , причому )x(u  або 

)x(v  добирається так, щоб 0u)x(P
dx

du
=+ . 

Приклад. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
33 yx2xy2y =+′ . 

Розв’язання: Запишемо рівняння у вигляді 323 x2xy2yy =+′ −− . 

Запровадимо заміну 






′=′−

=
−

−

zyy2

zy

3

2

, тоді 3x2xz2z
2

1
=+′−  або 

3x4xz4z −=−′ .  
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Отримали лінійне рівняння яке розв’язуємо заміною uvz = , 

u
dx

du
v

dx

du

dx

dz
⋅+⋅= , 

  .x4xu4
dx

d
u

dx

du 3−=−+ ϑ
ϑ

ϑ .x4u
dx

d
xu4

dx

du 3−=⋅+






 −
ϑ

ϑ         (4) 

Підберемо  так, щоб вона була розв’язком рівняння .0xu4
dx

du
=−  

Звідки xdx4
u

du
= .  

Частинний розв’язок цього рівняння 
2x2

eu = .  

Вибравши так , зведемо рівняння (4) до рівняння з 

відокремлюваними змінними 3
2

x2 x4
dx

d
e −=

ϑ
, після відокремлення змінних і 

інтеграції одержимо  dxex4d
2x23−=ϑ , ce

2

1
ex

2x22x22 ++= −−ϑ , 








 ++= −−
ce

2

1
exez

2x22x222x2 , 
2

1

2x22
ce

2

1
xy

−








 ++= . 

1.6.Диференціальні рівняння в повних диференціалах.  

Інтегрувальний множник 

Диференціальне рівняння 

0dy)y,x(Ndx)y,x(М =+          (5) 

є рівнянням у повних диференціалах, якщо М(х, у) і N(х, у) неперервні і 

диференційовані функції двох змінних, для яких виконується умова: 

x

N

y

M

∂
∂

=
∂
∂

,       (6) 

причому 
y

M

∂
∂

 і 
x

N

∂
∂

 неперервні в деякій області. Тоді ліва частина рівняння 

(5) являє собою повний диференціал деякої функції )y,x(u  і загальний 

інтеграл рівняння (5) є c)y,x(u = . 

Коли рівняння (6) не виконується, то після множення рівняння (5) на 

деякий множник )y,x(µ , буде виконуватись умова  

( ) ( )
.

M N

y x

µ µ∂ ∂
=

∂ ∂
            (7) 

)x(u

)x(u
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Тоді рівняння називають рівнянням, що зводиться до рівняння у 

повних диференціалах. Функція , яка задовольняє умові (7), 

називається інтегрувальним множником, тепер вже вираз 

[ ]dy)y,x(Ndx)y,x(M)y,x( +µ  є повним диференціалом. 

 Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 0dy
y

x3y
dx

y

x2
4

22

2
=

−
+ . 

 Розв’язання:Спочатку перевіримо, чи є це рівняння в повних 

диференціалах. Позначимо ( ) ,
y

x3y
y,xN,

y

x2
)y,x(М

4

22

3

−
==  тоді 

4y

x6

y

M −
=

∂
∂

, 

4y

x6

x

M −
=

∂
∂

. 

Умова (6) виконується в будь-якій області, яка не містить у собі 

відрізків осі абсцис. Отже, ліва частина даного рівняння є повний 

диференціал функції .  

Знайдемо цю функцію. Оскільки N
y

x2

x

u
3
==

∂
∂

, то 

∫ +=+= )y(
y

x
)y(dx

y

x2
u

3

2

3
ϕϕ , де )y(ϕ – поки що невизначена функція від  у. 

Диференціюючи це співвідношення по у і враховуючи, що 

,
y

x3y
N

y

u
4

22 −
==

∂
∂

 знаходимо 
4

22

4

2

y

x3y
)y(

y

x3 −
=′+− ϕ . 

Отже, 
2y

1
)y( =′ϕ . с

y

1
)y( +−=ϕ , с

y

1

y

x
)y,x(u

3

2

+−= . 

Таким чином, шуканий загальний інтеграл с
y

1

y

x
3

2

=− . 

 Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння  

0dy)ysinyycosx(dx)ycosyysinx( =−++ . 

 Розв’язання:У даному рівнянні ycosyysinx)y,x(M += ; 

ysinyycosx)y,x(N −= .  

Знайшовши частинні похідні ysinyycosycosx
y

M
−+=

∂
∂

. ycos
х

N
=

∂
∂

, 

переконуємось, що умова (6) не виконується, тобто ліва частина заданого 

)y,x(µ

)y,x(u
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рівняння не є повним диференціалом. Розглянувши різницю 

ysinycosx
x

N

y

M
−=

∂
∂

−
∂
∂

 і вирази )y,x(M  і )y,x(N , приходимо до висновку, 

що інтегральний множник залежить лише від х, тобто 1
N

x

N

y

M

dx

lnd
=

∂
∂

−
∂
∂

=
µ

, 

звідки xe,xln,dxlnd === µµµ .  

Помножимо задане рівняння на xe , одержимо рівняння в повних 

диференціалах 0dy)ysinyycosx(edx)ycosyysinx(e xx =−++ , тобто ліва 

частина одержаного рівняння є повний диференціал деякої функції )y,x(u , 

для якої: )ycosyysinx(e
x

u x +=
∂
∂

, )ysinyycosx(e
y

u x −=
∂
∂

. 

За даною частинною похідною 
x

u

∂
∂

 знаходимо значення  з 

точністю до довільної функції )y(ϕ : 

)y,x(ycosyeysineysinxe

)y,x(ycosyedxxeysin)y,x(ydxcosyeydxsinxe)y,x(u

xxx

xxxx

ϕ

ϕϕ

++−=

∫ =++∫ ∫ =++=
 

 Продиференцюємо функцію )y,x(ϕ  по у

)y,x(ysinyeycosхe
y

u xx ϕ′+−=
∂
∂

. 

Прирівнюючи одержаний вираз до вже відомого, одержимо 0)y,x( =′ϕ , 

звідки c)y,x( =ϕ .  

Отже, cysineycosyeysinxe)y,x(u xxx +−+= . 

2. Диференціальні рівняння вищих порядків 

Теорема про існування та єдиності розв’язку диференціального 

рівняння. Якщо для диференціального рівняння ( ))1n()n( y,...,y,y,xfy −′= .    (8) 

Функція ( ))1n(y,...,y,y,xf −′ – неперервна по х, у і  частинним похідним у 

деякій області, яка містить значення )1n(
000 y,...,yy,xx −== , то існує і причому 

єдиний розв’язок )x(yy = , що задовольняє цим умовам. 

Функцію )c,...,c,c,x(y n21ϕ=  називають розв’язком диференціального 

рівняння (8) якщо: 

)y,x(u
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1) при довільних значеннях сталих n21 c,...,c,c  вона задовольняє 

диференціальному рівнянню; 

2) для заданих початкових умов 1n
0.0

)1n(
0000 y)x(y,...y)x(y,y)x(y −− =′=′=  

завжди можна підібрати такі сталі , що функція  

буде задовольняти початковим умовам. 

2.1 Рівняння виду . 

Це рівняння є найпростішим п-го порядку, а його загальний інтеграл 

знаходимо шляхом п-кратної квадратури 

n
0

х

0х

x

nx
2

1n
0

1 C...
)!2п(

)xx(
c

)!1п(

)xx(
cdx...dx)x(f...y ++

−

−
∫ ∫ +

−

−
+=

−

. 

 Приклад. Знайти загальний інтеграл рівняння xsiny =′′ . 

 Розв’язання: Знаходимо 1cxcosxdxsiny +−=∫=′ .  

Після другої інтеграції маємо 211 cxcxsindx)cxcos(dxyy ++−=∫ ∫ +−=′= . 

2.2 Диференціальні рівняння другого порядку, що приводяться  

до диференціальних рівнянь першого порядку 

Диференціальне рівняння  

)
dx

dy
,x(f

x

y
2

2

=
∂

∂
       (9) 

не містить явно шуканої функції ).x(y  Поклавши в (9) )x(py =′ , одержимо 

рівняння першого порядку. 

 Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння  
dx

dy

dx

yd
x

2

2

= . 

 Розв’язання: Покладемо p
dx

dy
= , тоді 

dx

dp

dx

yd
2

2

=  і одержимо 

диференціальне рівняння першого порядку відносно допоміжної функції 

)x(p : p
dx

dp
x = . 

Відокремлюючи змінні, маємо: 
x

dx

p

dp
= , звідки 1xclnpln =  або 1xcp = . 

Після інтеграції маємо 1xc
dx

dy
= , 21

2

cc
2

x
y += . 

n21 c,...,c,c )c,...,c,c,x(y n21ϕ=

)x(fy )n( =
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Це є загальний розв’язок рівняння.  

Диференціальне рівняння )
dx

dy
,y(f

dx

yd
2

2

=  не містить явно незалежної 

змінної х. У цьому випадку покладемо )y(p
dx

dy
=  і будемо вважати у за 

незалежну змінну.Матимемо 

dy

dp
p

dx

dy

dx

dp

dx

dp

dx

yd
2

2

=⋅== . 

Підставивши 
dx

dy
 і 

2

2

dx

yd
 в задане рівняння, дістанемо рівняння першого 

порядку відносно допоміжної функції )x(p . 

 Приклад. Розв’язати рівняння yy2y ′⋅=′′ . 

 Розв’язання: Маємо рівняння другого порядку, яке не містить явно 

незалежної змінної х. Покладемо 
dy

dp
py);y(py =′′=′ . 

Одержимо yp2
dy

dp
p = . 

Відокремлюючи змінні, отримаємо ydy2dp = . 

Інтеграція дає 1
2 cyp += . 

Оскільки 
dx

dy
p = , знову одержимо диференціальне рівняння першого 

порядку відносно шуканої функції 1
2 cy

dx

dy
:)x(y += . 

Відокремлюючи змінні і інтегруючи, дістанемо dx
cy

dy

1
2

=
+

, 

2

1

cx
c

y
arctg

c

1
+= – загальний інтеграл заданого диференціального рівняння. 

 
2.3 Лінійні диференціальні рівняння другого порядку  

зі сталими коефіцієнтами 

Лінійне однорідне диференціальне рівняння другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами має вигляд 

0qyypy =+′+′′ ,         (10) 

де у – шукана функція, q,p – задані числа.  
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Загальний розв’язок рівняння (10) записується у вигляді 

2211 ycycy += , 

де 21 c,c – сталі інтегрування, 21 y,y –частинні лінійно-незалежні розв’язки. 

Для їх визначення необхідно розв’язати характеристичне рівняння 

0qpkk 2 =++ . 

Можливі випадки: 

 1. Корені характеристичного рівняння 21 k,k – дійсні і різні. Тоді маємо 

x1k
1 ey = , x,2k

2 ey = . 

 2. Корені характеристичного рівняння – комплексно-спряжені 

числа, тобто числа виду iβα ± , тоді: xcosey x
1 βα= , xsiney x

2 βα= . 

 3. Характеристичне рівняння має дійсні кратні корені 21 kk = , тоді 

xey,ey kx
2

kx
1 ⋅== . 

 Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 0y2y3y =+′−′′ . 

 Розв’язання: Характеристичне рівняння має дійсні і різні корені 

1k,2k 21 == . Тоді 2
1 2, .x xy e y e= =  Загальний розв’язок рівняння 

x
2

x2
1 ececy += . 

 Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 0y4y3y =+′+′′ . 

 Розв’язання: Характеристичне рівняння має комплексно-спряжені 

корені ,i
2

7

2

3
k1 +−= i

2

7

2

3
k2 −−= . Тоді x

2

7
cosey 2

3

1

−
= , x

2

7
siney x2

3

2

−
=

. 

 Загальний розв’язок рівняння 







+=

−
x

2

7
sinCx

2

7
cosCey 21

x2

3

. 

 Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 0y9y6y =+′−′′ . 

 Розв’язання: Характеристичне рівняння 09k6k 2 =+−  має корені 

3kk 21 == . Тоді ,ey x3
1 =

x3
2 xey = , загальний розв’язок  x3

2
x3

11 xececy += . 

 Неоднорідне лінійне диференціальне рівняння другого порядку має 

вигляд  

( )xfqyypy =+′+′′ , 

де )x(f – неперервна функція. 

21 k,k
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 Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння є сума будь-

якого його частинного розв’язку і загального розв’язку відповідного 

лінійного рівняння *yyy += ; 

де y – загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння, а *y – будь-

який частинний розв’язок неоднорідного рівняння. 

 При певній структурі функції  для знаходження частинного 

розв’язку *y  неоднорідного рівняння вдаються до методу невизначених 

коефіцієнтів. 

 Окремі випадки: 
x

n e)x(P)x(f α= , 

де )x(Pn – многочлен ступеня n , тоді: x
n

* e)x(Qy α= . 

Причому стала α  відмінна від коренів характеристичного рівняння, 

)x(Qn – багаточлен ступеня nіз невизначеними коефіцієнтами, які 

визначаються з системи лінійних алгебраїчних рівнянь, одержаної внаслідок 

підстановки *y  в рівняння і прирівнювання коефіцієнтів при однакових 

ступенях змінної х. 

 Якщо α   збігається з одним із коренів характеристичного рівняння, то 
x

n
* e)x(xQу α= . 

 Якщо  є двократним коренем характеристичного рівняння, то 
x

n
2* e)x(Qxу α= . 

 Якщо ,xsinNxcosM)x(f ββ +=  причому β  не є коренем 

характеристичного рівняння, то xsinBxcosAу* ββ += . 

 Приклад. Знайти загальний розв’язок лінійного диференціального 

неоднорідного рівняння 1х2х5y5y2 2 −−=′+′′ . 

 Розв’язання: Характеристичне рівняння 0k5k2 2 =+  має корені ,0k1 =

,
2

5
k2 −=  тому загальний розв’язок однорідного рівняння має вигляд 

x2

5

21 eccy
−

+= . 

 Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у формі 

( )xcbxaxy 2* ++= , де a  і b– сталі коефіцієнти, які треба визначити. 

)x(f

α
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Підставлення *у , та його похідних у рівняння дає систему лінійних 

алгебраїчних рівнянь: 

15 5

1 3 7
12 10 2, звідки , , .

3 5 25
4 5 1

a

a b a b c

b c

=


+ = − = + = − =


+ = −

 

 Загальний розв’язок даного рівняння *yyy += , тобто 

x
25

7
x

5

3
x

3

1
eccy

2
x

2

5

21 






 +−++=
−

. 

 Приклад. Знайти частинний розв’язок рівняння  

x3sine12y13y4y x2=+′−′′ ,     (3) 

який задовольняє початковим умовам: 24y;7y 0x0x =′= == . 

Розв’язання: Знаходимо загальний розв’язок *.y y y= +  

Характеристичне рівняння 013k4k 2 =+−  має корені i32k1 += ; 

i32k2 −= . Тоді ( )x3sincx3coscey 21
x2 += .  

Враховуючи структуру правої частини даного рівняння, а також те, що 

характеристичне рівняння має просту пару комплексно-спряжених коренів, а 

саме i32k 2,1 ±= , шукаємо частинний розв’язок неоднорідного рівняння у 

формі ( )xx3sinBx3cosAey x2* += .  

Тоді: 

( ) ( )
( );x3sinBx3cosAe

xx3cosB3x3sinA3exx3sinBx3cosAe2y

x2

x2x2*

++

++−++=′

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ).x3cosB3x3sinA3(ex3sinBx3cosAe2

x3cosB3x3sinA3exx3sin9x3cosA9e

xx3cosB3x3sinA3e2x3sinBx3cosAe2

xx3cosB3x3sinA3e2xx3sinBx3cosAe4y

x2x2

x2x2

x2x2

x2x2*

+−+++

++−+−−+

++−+++

++−++=′′

 

Підставивши * * *, ,y y y
′ ′′  в (3), знайдемо тотожність 

( ) x3sine12x3cosB3x3sinA3е2 x2х2 =+− . 

Порівняння коефіцієнтів при x3sin  і x3cos  дає значення 0B,2A =−= .  

Тому частинний розв’язок буде x3соsхе2у х2* −= , а загальний  
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( ) ( )x3cosx2x3sincx3coscex3cosxe2x3sincx3coscey 21
x2x2

21
x2 −+=−+= . 

 Враховуючи початкові умови, дістанемо систему 




−+=

=

.2c3c224

,c7

21

1  

Звідси 4c,7c 21 == . Підставивши ці значення в загальний розв’язок 

даного рівняння, одержимо шуканий частинний розв’язок, що задовольняє 

початковим умовам: ( )2 7 3 4sin3 2 cos3 .ху е сos x x x x= + −  

 Відповідь: ( )2 7 3 4sin3 2 cos3 .ху е сos x x x x= + −  

Якщо права частина диференціального рівняння має довільну форму, 

то для знаходження частинного розв’язку неоднорідного рівняння 

використовують спосіб варіації довільних сталих. Він полягає в тому, що в 

загальному розв’язку однорідного рівняння 1с  і  2с  розглядаємо, як деякі 

поки що невідомі функції від х . Знаходячи від 2211 y)x(cy)x(сy +=  похідні 

y′ і y ′′  і підставляючи в  рівняння, одержимо систему рівнянь: 

1 1 2 2

1 1 2 2

0

( )

c y c y

c y c y f x

′ ′ ′+ =
 ′ ′+ =

, з якої визначаємо   і  . 

 Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 
1x

e
yy2y

2

x

+
=+′−′′ . 

 Розв’язання: Розглянемо однорідне рівняння 0yy2y =+′−′′ .  

Відповідне йому характеристичне рівняння 01k2k 2 =+−  має корені 

=1k . Загальний розв’язок однорідного рівняння x
2

x
1 xececy += . 

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо за методом 

варіацій довільних сталих. Маємо систему двох рівнянь для визначення 

:)x(c),x(с 21
′′  

1 2

1 2 2 2

0
.

1

х x

x
x x x

c е c хе

e
c e c e c xe

x

′ ′ + ⋅ =


′ ′ ′+ + =

+

 

 Звідси 
1x

x
c

21 +
−=′ , 

1x

1
c

22 +
=′ . 

 Інтегруючи, знаходимо .c1xln
2

1
c 1

2
1 ++−=  

1с 2с

1k2 =

,carctgxc 22 +=
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Підставляючи вирази для  і   в загальний розв’язок однорідного 

рівняння, одержимо )carctgx(xe1xlne
2

1
ecy 2

x2xx
1 +++−= . Це і є шуканий 

розв’язок неоднорідного рівняння. 

 
3. Системи лінійних диференціальних рівнянь  

зі сталими коефіцієнтами 

Загальний вигляд системи звичайних однорідних диференціальних 

рівнянь такий: 

 

 Розв’язати систему – означає відшукати такі функції 

)t(x),...,t(x),t(x n21 , які перетворюють систему рівнянь у сукупність 

тотожностей. 

 Система п лінійних рівнянь зі сталими коефіцієнтами шляхом 

послідовного виключення (п-1)-ї невідомої функції, зводиться до одного 

лінійного диференціального рівняння п-го порядку відносно однієї функції. 

 Приклад.  










+=

+=

у6х4
dу

dу

у2x4
dt

dx

. 

 Розв’язання:З другого рівняння маємо y6
dt

dy
х4 −= .  

Підставлення в перше рівняння системи дає 0y16
dt

dy
10

dt

yd
2

2

=+− .  

Це однорідне диференціальне рівняння другого порядку зі сталими 

коефіцієнтами. Характеристичне рівняння 016k10k 2 =+−  має корені 

.  

1с 2с
















+++=

+++=

+++=

nnn22п11n
n

nn2222121
2

nn1212111
1

xaxaxa
dt

dx

xaxaxa
dt

dx

xaxaxa
dt

dx

K

LLLLL

K

K

2k,8k 21 ==
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Тоді t2
2

t2
1 eceсу += .  

Шукану функцію х знайдемо з другого рівняння системи 

t2
2

t8
1 ecec

2

1
x −= . 

 Загальний вигляд системи звичайних неоднорідних диференціальних 

рівнянь зі сталими коефіцієнтами такий: 
















++++=

++++=

++++=

)t(xaxaxa
dt

dx

)t(xaxaxa
dt

dx

)t(xaxaxa
dt

dx

nnnn22n11n
n

2nп2222121
2

1nn1212111
1

ϕ

ϕ

ϕ

K

LLLLL

K

K

 

 Послідовним виключенням невідомих функцій система зводиться до 

одного диференціального неоднорідного рівняння п-го порядку. 

 Приклад.










++=

−=

tеух
dе

dу

уx
dt

dx

. 

 Розв’язання:Виключимо невідому у з першого рівняння 
dt

dx
xy −= . 

Підставлення у друге рівняння системи дає лінійне неоднорідне рівняння 

другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

t

2

2

ex2
dt

dx
2

dt

xd
+=+− , загальний розв’язок якого має вигляд: 

( )1tsinctcoscех 21
t ++=  тоді ( )tcosctsince

dt

dx
xy 21

t −=−= . 
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ВАРІАНТ 1 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

−+ 23 3 2

 2. ∫ + dxx3  3. ∫ − x

dx

3
 4. ( )∫ − dxx32sin  

5. ∫ − 39

3
2x

dx
 6. ∫

− 245

2

x

xdx
 7. ∫

− 252 x

dx
 8. ∫ xdx3cos2

 

9. ∫ −
dx

x

x

21
 10. dx

x

x
∫ − 3

2

25

5
 11. ∫ − xdxx ln)53(  12. ∫ ++

+
dx

xx

x

54

12
2  

13. ∫
− 24 xx

dx
 14. ∫ − x

dx

sin2
 15. ∫ +− 652 xx

xdx
 16. dx

x

x
∫

3cos

3sin
3

 

17. dxxx∫ − 944  18. dxxx∫ 3cos  19. ∫
+++ 221 2 xx

dx
 

20. 

∫ ++ xx

dx

cossin1
 

Завдання 2.  

1. dxxx∫ +
3

0

3 21  2. ( )dyyy∫ −
3

2

1ln  3. dx
x

xx
∫ +

++1

0
2

24

1

133
 

4. ∫ −
2

0

22 dxxxx  5. dx
x

x
∫

−

−

4/

2/

3

sin

cosπ

π
 6. ∫ −+

3

2
2 232 xx

dx
 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

+0
4)3(x

xdx
 2. ∫

∞

+0
4 116x

xdx
 3. ∫

−

3

2
32 )4(

4

x

xdx
 4. ∫

∞

∞− +− 1062 xx

dx
 

Завдання 4. ϕρ 2cos3= . 

Завдання 5. 2(cos sin ), 2(sin cos ) (0 )x t t t y t t t t π= + = − ≤ ≤ . 

Завдання 6.  Oyyx ,14/9/: 22 =+Φ . 

Завдання 7.   ϕρ sin4: =L , полярна вісь. 

Завдання 8.  ∫ ∫
−

−1

1

2 2

2

),(
x

x

dyyxfdx . 
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Завдання 9. X = y,  x = 2y,  x + y = 3,  x + 3y = 3. 

Завдання 10. 2: 4 , 3 , 0D y x y x x= − = ≥ . 

Завдання 11. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,)32( 2
 ,32: ≤≤ xV ,21 ≤≤− y   

  40 ≤≤ z . 

Завдання 12. ,42 xz −=  xyx 422 =+ . 

Завдання 13. ∫ −+−
ABL

dyxyydxxyx ,)2()2( 22

 де AB
L  – дуга параболи 

2xy =  від точки А(–1, 1) до точки В(1, 1). 

Завдання 14. ∫ +−−
L

dlyxzz ,)2(2 222
  де L – дуга кривої  

,costtx = ,sin tty = ,tz = π20 ≤≤ t . 
 

 

Модуль 4 

 

1. 0
ln

5
2

=−−
yy

dy
xdxсosx  2. xyy 22 ln4 ⋅+=′  

3.
224 yxyyx +=−′  4.

1

3

−−

−+

=′ yx

yx

ey  

5.
52

3

2

1
xx

x

yx
y +=

+
+′  6. xy

x

y
y ln=+′  

7. 0sincos =+′ yyyx  8. 011 2 =−′′+ yx  

9. xarctgx
x

y
y =

′
−′′  10. 2)1(2 yy ′+=′′  

11. 0243 =+′−′′ yyy  12. xeyyy x 2sin22 +=+′+′′ −  

13.
0;0

;)722(6

00

2

=′=

−−=−′+′′

== xx

x

yy

exxyyy
 14. xyy 2sec4 =+′′  

15.










+=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

64

,24

 16.










−−=

=+−

texy
dt

dy

yx
dt

dx

t sin52

,02
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ВАРІАНТ 2 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2. ∫ + dxx3 1  3. ∫ + 93 x

dx
 4. ( )∫ − dxx23sin  

5.  6.  7. ∫ − 52 2x

dx
 8. ∫ xdxtg 52

 

9.  10.  11. ∫ ++
−

dx
xx

x

102

32
2  12.  

13. dx
xx

x
∫

−−

−

28

)2(
2

 14. dx
x

x
∫

− 2

3

1

arccos
 15. dxex x∫ + 2)3(  16. ∫ +− xxx

dx

64 22  

17.  18.  19. ∫
+++ 1)1( 2 xxx

dx
 20. ∫ ++ 3sin2cos xx

dx
 

Завдання 2.  

1.  2.  3. ∫ ++−
+3/3

0
23

2

1

42

xxx

x
 

4. ( )∫
−

2/1

0
32

4

1 x

dxx
 5.  6.  

Завдання 3. 

1. ∫ −

3/

0 2cos1

π

x

dx
 2.  3. ∫

∞

+0
22 )4(x

xdx
 4.  

Завдання 4.  

Завдання 5. . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   . 

Завдання 8. . 

Завдання 9. y
2 = 10x + 25, y

2 = -6x + 9. 

dx
x

xx
∫

−+
2

132 2

∫
+ 39 2x

dx
∫

− 235 x

xdx

∫ − xx

dx

2 ∫ dx
x

x
3

sin ∫ xdxx 5cos

dx
x

x
∫

+ 2
dxxtg∫ 3

∫
+

312

0
6

5

1

12

x

dxx
∫

9/

0
2 3cos

π

x

xdx

∫
2/

0

6sin
π

xdx ∫
−

− −+

2

5
2 214xx

dx

∫ −

1

0
3 42 x

dx
∫
∞

+1
22 )3(x

xdx

-x., yxy 32 ==

)2/0( ),3/(sin3 πϕϕρ ≤≤=

Oxyxy ,1,: 23 ==Φ

OxtytxL ,sin2,cos: +==

∫ ∫
−

−

−

2

6

2

1)4/( 2

),(
y

y

dxyxfdy
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Завдання 10. . 

Завдання 11.  

. 

Завдання 12.   . 

Завдання 13. де – дуга астроїди  ,

 від точки А(2, 0) до точки В(0, 2). 

Завдання 14.   де L – коло  . 

 
 

 

Модуль 4 

 

1. 0
5y2y

dy
xdxcosxsin

2

22 =
+−

+  2.
ycos

xsinx
y

4
=′  

3. 0xydydx)yx( 22 =−+  4.
yx2

2yx3
y

+
+−

=′  

5.
( )( )

2x
4x2x

y
y −=

−−
+′  6.

x

y

1x

y
y =

+
+′  

7. 0xxy3y)1yx3y6( 2222 =+−′+−  8. xcos2xsiny 3 =′′′  

9. xlnx
x

y
y 2=

′
−′′  10. 2)y(y)5y)(4y( ′=′′−−  

11. 02 =+′+′′ yyy  12. xxeyy x sin3cos −+=′−′′  

13. 3;0;32
00 =′==−′+′′

== xx

x yyeyyy  14. xtgyy 2=+′′  

15.










+=

−=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

3

,3

 16.










++=

=

−tt eex
dt

dy

y
dt

dx
,

 

 

,2: 2 yxD = 0625 =−− yx

∫∫∫
V

yzdxdydzx ,2
,21: ≤≤− xV

,30 ≤≤ y 32 ≤≤ z

,4 2yz −= ,422 =+ yx 0≥z

,
3 53 5

22

∫
+

−

ABL yx

dxydyx
AB

L tx 3cos2=

ty 3sin2=

∫ +
L

dlyx ,)( 22
422 =+ yx
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ВАРІАНТ 3 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

−+
2

2

2

543
 2. ( ) dxx∫ +3 21  3. ∫ − x

dx

32
 4. ( )∫ − dxx35sin  

5. ∫ + 39 2x

dx
 6. ∫ +14

3
2x

xdx
 7. ∫ + 25 2x

dx
 8. ∫ xdxx 5cos3sin  

9. ∫ + 23 x

dx
 10. ∫ + xdxx cos)12(  11. ∫ −+ 742 2 xx

xdx
 12. ∫ + tgx

dx

2
 

13. ∫ −+ 1133 x

dx
 14. ∫

+−
dx

x

tgxxtg
2

2

cos

)13(
 15. dxxx∫ 4ln  16. ∫ + 23 2xx

dx
 

17. dx
x

x
∫

−
2

2 9
 18. ∫ xx

dx
2cossin

 19. ∫
+− 32 xxx

dx
 20. ∫ +

−
dx

x

x

cos2

sin2
 

Завдання 2.  

1. ∫ +

1

0
2

2

1x

dxx
 2. dxex x∫

−

−
0

2

2/2
 3. dx

x

xx
∫ −

+−3

2
2

24

1

352
 

4. ( )∫
− −−

2/1

2/1
22 11 xx

dx
 5. ∫ +

2/

0 cos2

π

x

dx
 6. dx

xx

x
∫

− −+

1

2/1
2

3

1  

Завдання 3. 

1. ∫
∞ −

⋅

0

2

2

dxxe

x

 2. ∫
∞

−1
4 116

16

x

dxx
 3. ∫

∞

+1
23

2

)1( x

dxx
 4. ∫

−

3

2
32 )4(

dx
x

x
 

Завдання 4. .x, yxy 3==  

Завдання 5. )2/0( )3/(sin2 3 πϕϕρ ≤≤= . 

Завдання 6.  Oxtyttx ),cos1(6 ),sin(6: −=−=Φ . 

Завдання 7.   OxtytxL ,sin2,cos2: 33 == . 

Завдання 8.  ∫ ∫
1

0 3/2

),(
y

y

dxyxfdy . 

Завдання 9. x = –y
2 +5, x = 4y. 
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Завдання 10. xyyyxD =≥−= ,0,8: 2
. 

Завдання 11. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,)4( 2
,11: ≤≤− xV  

,20 ≤≤ y   11 ≤≤− z . 

Завдання 12. ,122 =+ yx  0,2 ≥−−= zyxz . 

Завдання 13. ∫ +−
OAL

xydydxyx ,2)( 22
  де OA

L – дуга кубічної параболи 

3xy =  від точки O(0, 0) до точки A(1, 1). 

Завдання 14. ,
8 22∫

−−
OBL yx

dl
  де 

OB
L  – відрізок прямої, що з’єднує точки 

О(0, 0) та В(2, 2). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0ydy3tg
1e

dxe 2

x

x

=+
+

 2. 0
x1

dye

)x1(

dx)e1(x2
2

y

22

y

=
+

+
+

−
 

3. 0dx)yyx3(dyx 323 =++  4. 







++

−
=

1y3x

yx2
sin

dx

dy
 

5.
( )( )

3x
5x1x

y
y −=

−+
+′  6. xtgxy

x

y
y 2=−′  

7. 0)x2y(x2y)xy( 22 =++′+  8. xarcsiny =′′  

9. xsinx
x

y
y 2=

′
−′′  10. 2)y(y)2y)(1y( ′=′′++  

11. 094 =+′′ yy  12. xexyy x sin2+−=+′′  

13. 0y;1y;e2yy2y
0x0x

x =′−==+′−′′
==  14.

xe
yy

+
=−′′

1

1
 

15.










+−=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

112

,45

 16.










−=

+−=

yx
dt

dy

tyx
dt

dx

43

,23
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ВАРІАНТ 4 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+−
3

2 32
 2. ∫ + x

dx

1
 3. ∫ − x

dx

41  4. ( )∫ + dxx32cos  

5. ∫
− 39

9
2x

dx
 6. ∫

− 243

4

x

xdx
 7. ∫ + 32 2x

dx
 8. ∫ xdx4sin 2

 

9. ∫ −

+
dx

x

x

1

2
 10. ∫ − xdxx sin)31(  11. ∫ −+

−
dx

xx

x

54

12
2  12. ∫ −

dx
x

x

5sin2

cos
 

13. dx
x

x
∫

− 43

2

 14. dx
x

x
∫

+ 3ln  15. dxx∫ 2arcsin  16. ∫ − 83x

xdx
 

17. ∫ − 3xx

dx
 18. ∫ − xxx

dx

cossin4sin2  19. ∫
+−− 12 xxx

dx
 20. ∫ + x

dx

cos53
 

Завдання 2.  

1. ∫ +

3

1
6

2

1 x

dxx
 2. ( )dxx∫ −

1

2/1

1arcsin  3. ( )∫ −

5

4
2 1xx

dx
 

4. dx
x

x
∫

−1

2
2

24
 5. ∫

4/

0

3 2sin
π

xdx  6. ∫ +−

5

4
24 34xx

xdx
 

Завдання 3. 

1. ∫
− −

7

1
3 7 x

dx
 2. ( )dx

x

xarctg
∫
∞

+0
241

2

π
 3. ∫

− +

0

3
3)62( x

dx
 4. ∫

1

1
7 5ln

e

xx

dx
 

Завдання 4. .sin7y ,cos7 33 ttx ==  

Завдання 5. 
33 23 2 9=+ yx . 

Завдання 6.  Oyttytx ),2/0(sin4,cos3: 33 π≤≤==Φ . 

Завдання 7.   
3: xyL =  між прямими Oxx ,3/2±= . 

Завдання 8.  ∫ ∫
−3

0

25

0

2

),(
x

dyyxfdx . 

Завдання 9. y = 10 – x,  xy  = 9, x = 7, x = 9. 
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Завдання 10. xyyyxD ln,1,0,0: =≤≥≥ . 

Завдання 11. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,)( 222

  ,30: ≤≤ xV  

,21 ≤≤− y 20 ≤≤ z . 

Завдання 12. ,2yz =  ,0≥x  ,0≥z  2=+ yx . 

Завдання 13. ∫ −++
L

dyyxdxyx ,)()2(   де L– коло 

tytx sin2,cos2 ==  при додатному напрямку обходу. 

Завдання 14. ∫ −
ABL

dlyx ,)34( 3
  де LАВ – відрізок прямої АВ;А(–1, 0);     

В(0, 1). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0ydyctg
xsin

xdx 2

2
=−  2. 0ytgydysinyctgxdxcos 22 =+  

3. 0dy)xyx(dxy 22 =+−  4.
1y7x3

3y2x2
y

+−
+−

=′  

5.
( ) ( )

2x
4x2x

y
y2 −=

−−
+′  6. xarcsinxy

x

y
y 23=+′  

7. 06xxy2y)3xy( 222 =+++′++  8. xlny =′′  

9. x2xe
x

y
y =

′
−′′  10. 1yy 3 =′′  

11. 044 =+′−′′ yyy  12. xeyy x 3cos4 +=−′′  

13.
8;0

;sin9cos1111109

00 =′=

++=−′+′′

== xx

x

yy

xxeyyy
 14. xyy sec=+′′  

15.










+−=

+−=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

2

,23

 16.










++=

=+−

− yxe5
dt

dx

,e2y3x5
dt

dx

t

t3

 

 



48 

ВАРІАНТ 5 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+−
2

4 52
 2. 

( )
∫

−
3

1 x

dx
 3. ∫ + x

dx

32
 4. ( )∫ + dxx23cos  

5. ∫
− 293 x

dx
 6. ∫

− 98

2
2x

xdx
 7. ∫ + 92 2x

dx
 8. ∫ xdx4cos3

 

9. ∫ +
dx

xx

dx

3
 10. ∫ − dxex x)8(  11. ∫ −+

−
dx

xx

x

76

41
2  12. ∫

+
dx

x

x
3

)12ln(  

13. ∫ +−
dx

xx

x

1372  14. ∫ + x

dx

cos51
 15. dx

x

x
∫ 4sin 2  16. ∫ −− 822 xx

xdx
 

17. ∫
− 2

2

16 x

dxx
 18. dxxx∫ −4 23 12  19. ∫

++− 1)1( 2 xxx

dx
 20. ∫ +− 3sin2cos xx

dx
 

Завдання 2.  

1. dx
x

x
e

∫
1

lnsin
 2. ∫

2/

0

cos
π

xdxx  3. ( )
dx

xx

x
∫ −

+3

2
2 1

2
 

4. ( )∫
−

5,2

0
325 x

dx
 5. dxx∫ +

π

π 2/

sin1  6. ∫
− ++

0

2
2 42xx

dx
 

Завдання 3. 

1. ∫ +

π

π 2/ cos1 x

dx
 2. ∫

+−

3

1
2 96xx

dx
 3. ∫

∞− ++

0

2 52xx

dx
 4. ∫

e

xx

dx

1
3 ln

 

Завдання 4. ϕρ 3cos4= . 

Завдання 5. 
3/23/23/2 4=+ yx . 

Завдання 6.  Oxyxxy ,,: 22 ==Φ . 

Завдання 7.   ϕρ 2cos9: 2 =L , полярна вісь. 

Завдання 8.  ∫ ∫
−1

0

2 2

),(
x

x

dyyxfdx . 

Завдання 9. 
211 xy −= , xy 10−= . 
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Завдання 10. 0,2: 2 =+−= yxyxD . 

Завдання 11. ∫∫∫
V

zdxdydzyx ,22
 ,31: ≤≤− xV  

,20 ≤≤ y   52 ≤≤− z . 

Завдання 12. ,0≥y ,0≥z ,xz = ,9 2
yx −= 225 yx −= . 

Завдання 13. ∫ −+−
L

dyyxydxxyx ,)2()( 22
  де L– дуга еліпса 

tytx sin2,cos3 ==   при додатному напрямку обходу. 

Завдання 14. ∫ −
ABL yx

dl
,

)(5
  де LАВ – відрізок прямої, замкнений між 

точками А(0, 4) та  В(4, 0). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
4

3
6

2

=
+

−
y

dyy
dxx x

 2. 0dyxdxy
2 =+  

3. 0dyxdx)yxyx( 222 =−+−  4.
1y2x3

2y2x3

dx

dy

−+
+−

=  

5.
( )32

x1

x1

x1

y2
y

+

−
=

−
+′  6. ytgxxcosyy 4 +=′  

7. 0xyy)xy( 22 =+−′−  8. x2xey =′′′  

9. xsinx
x

y
y =

′
−′′  10. yy)y(1 2 ′′=′+  

11. 0172 =+′−′′ yyy  12. ( )22 +=−′−′′ − xeyyy x  

13.
0;0

;
1

2

00

2

=′=
+

=+′−′′

== xx

x

yy

x

e
yyy

 14. xyy 2sec=+′′  

15.










−=

−=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

4

,3

 16.










−+=

=−+

yex3
dt

dy

,tex5y3
dt

dx

t3

t2
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ВАРІАНТ 6 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+− 42 3

 2. ∫ +3 2 x

dx
 3. ∫ − x

dx

52
 4. ( )∫ − dxx24sin  

5. ∫ − 47 2x

dx
 6. ∫

+ 34

4
2x

xdx
 7. ∫

− 229 x

dx
 8. ∫ xdxx 6sin2sin  

9. ∫ − dxxx 31  10. ∫
−

dxxe
x

2  11. ∫ +−
−

dx
xx

x

1

13
2  12. ∫ − x

dx
2sin1

 

13. ∫ +
dx

x

x

1
 14. dx

e

e
x

x

∫
+− 3)5(

 15. dxx∫ + )13ln(  16. ∫ +13x

dx
 

17. ∫ ++−

+

212

1

xx

dxx  18. dxxctg∫ 52
 19. ∫

−+ 22 xxx

dx  20. ∫ + x

dx

cos45
 

 

Завдання 2.  

1. ∫
−

e

xx

dx

1
2ln1

 2. dx
x

arctg∫
3

1

1
 3. ( ) ( )∫ ++

2

0
2 41 xx

dx
 

4. dx
x

x
∫

−6

3
4

2 9
 5. ∫

+4/

6/ 2sin

1π

π x

xtg
 6. 

( )
∫

− ++
−2

2/3
2

2

43

1

xx

x
 

 

Завдання 3. 

1. dxtgx∫
2/

0

π

 2. ∫
∞

+0
4

3

116x

dxx
 3. ∫

2

1 ln xx

dx
 4. ∫

∞

++1
2 54xx

dx
 

Завдання 4. ϕρ 2cos3= . 

Завдання 5. ,)1( 32 += xy  що відсікаються прямою 4=x . 

Завдання 6.  Oxxxy ,2,)1(: 32 =−=Φ . 

Завдання 7.   OxtytxL ,sin23,cos2: +== . 

Завдання 8.  ∫ ∫
−

−

1

0

1

1 2

),(
y

y

dxyxfdy . 

Завдання 9. 
x

y
1

=   ,
xey 6= , y = 1, y = 6. 
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Завдання 10. 
22 ,2: xyxyD =−= . 

Завдання 11. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,)(  ,10: ≤≤ xV  

,01 ≤≤− y 21 ≤≤ z . 

Завдання 12. ,422 =+ yx  ,4 yxz −−=  0≥z . 

Завдання 13. ∫ +−
ABL

ydyxdxxy ,)1( 2
 де AB

L – дуга еліпса 

tytx sin2,cos ==  від точки А(1, 0) до точки В(0, 2). 

Завдання 14. ∫
+L

dl
yx

y
,

22 де L – дуга кардіоїди 

2/0),cos1(2 πϕϕρ ≤≤+= . 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
41

dy2
xdxarcsin

y

y

=
−

+  2. 0dy)1x(ydxcos 22 =+−  

3.
22 yxyxy −=′−  4. 2y2x5)yx2(y ++−=+′  

5. 3

2
x

9x

xy
y =

−
−′  6. xyxyy 3 =+′  

7. 0xy2y)8xy( 22 =+′++  8. x2sinxsiny 3 =′′  

9. xcosx
x

y
y 2=

′
−′′  10. 0)y(yy 2 =′+′′  

11. 082 =−′+′′ yyy  12. ( ) xexeyy xx sin2 ++=+′′ −  

13.
0;0

;2sin72cos432

00 =′=

−=−′+′′

== xx yy

xxyyy
 14.

x

x

e

e
yy

+
=′−′′

1
 

15.










+=

−=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

3

,3

 16.










++=

−=

teyx
dt

dy

yx
dt

dx
,
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ВАРІАНТ 7 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

x
x∫ 










+− 3

24
3

 2. ( ) dxx
7

41∫ −  3. ∫ − 23x

dx
 4. ( )∫ − dxx25cos  

5. ∫
− 47

3
2x

dx
 6. ∫

− 289 x

xdx
 7. ∫ − 73 2x

dx
 8. ∫ xdx5sin 3

 

9. ∫ − xx

dx

4
 10. ∫ − dxxx )1ln(  11. ∫ +

−
dx

xx

x

6

23
2  12. dx

x

x
∫

+32 2
 

13. ∫ ++ dxxe xx )1(22

 14. dx
x

xarctg
∫ + 241

2
 15. dxxarctg∫ 4  16. ∫ +−− )2)(1( 2 xxx

xdx  

17. ∫
+ 252xx

dx
 

18. 

∫ −+ xxxx

dx
22 sin3cossin2cos

 
19. ∫

++ )1( 22 xxx

dx
 20. ∫ ++ 5sin3cos4 xx

dx
 

Завдання 2.  

1. ∫
2/

0

2cossin
π

xdxx  2. ( ) ydyy ln1
2

1
∫ −  3. dx

xx

xx
∫ −

−+3

2
3

2 323
 

4. dxx∫ −
3

0

23  5. xdxtg∫
3/

0

2
π

 6. ∫
− ++

2/1

2/1
2 544 xx

dx
 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

+0
3 2 1x

xdx
 2. dx

x

e x

∫
+3/1

0
2

3 1

 3. ∫
∞

+1
6

2

1
dx

x

x
 4. ∫

− +

0

2
3)2(x

dx
 

Завдання 4. )cos1(2 ϕρ −= . 

Завдання 5. t.  ytx 333 sin2,cos2 ==  

Завдання 6.  Oyxxy ,0,4: 2 =−=Φ . 

Завдання 7.   OxtytxL ,sin3,cos3: 33 == . 

Завдання 8.  ∫ ∫
2

1

3

),(
x

x

dyyxfdx . 

Завдання 9. xy sin= , xy cos= , x = 0. 
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Завдання 10. xyxyD =−= ,2: 2
. 

Завдання 11. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,)2( 2
 ,51: ≤≤ xV  

,20 ≤≤ y  01 ≤≤− z . 

Завдання 12. ,0≥z  ,2xz =  ,0220 =+−≥ yxz  7=+ yx . 

Завдання 13. ∫ −
OBAL

dyxxydx ,2 2
 де OBA

L – ламана ОВАО(0, 0), В(2, 0),   

 А(2, 1). 

Завдання 14. ∫
ABL

ydl,  де LАВ – дуга астроїди tytx 33 sin,cos == , 

замкнена між точками А(1, 0) та В(0, 1). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0ydyarctg
xlnx

dx
=+  2. 0dyx1dxy1x 22 =−+−  

3.
x

y
ecosxyyx +=′  4. 0dx)2yx3(dy)1y5x2( =−+−+−  

5.
( )( )

2x
4x2x

y
y −=

−−
+′  6.

( )
xyy

1xx

y
y =

−
−′  

7. 07yx3yyx2 222 =++′  8. xsinxy =′′  

9. xcostgxyy 3=′+′′  10. 2)y(y)1y(y ′=′′+  

11. 0136 =+′+′′ yyy  12. xeyyy x 3sin23 2 +=+′+′′ −  

13. 0;0;6
00

2 =′==−′−′′
== xx

x yyxeyyy  14. xx eeyy 22 1−=′+′′  

15.










+=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

45

,32

 16.










=−−

=++

xzy
dx

dz

,x2z4y3
dx

dy
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ВАРІАНТ 8 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+− 12 53

 2. ( ) dxx∫ + 541  3. ∫ + 32x

dx
 4. ( )∫ + dxx 37cos  

5. ∫ + 35 2x

dx
 6. ∫

− 23

3
2x

xdx
 7. ∫ − 45 2x

dx
 8. ∫ xdxx 23 cossin  

9. ∫ − 31 x

dx
 10. ∫ + dxx x3)12(  11. ∫ −+

−
dx

xx

x

54

2
2

 12. dxex
x 53 −

∫  

13. ∫ − xtgx

dx
22sin

 14. ∫
+

dx
x

ctgx
2

5

sin

4
 15. dxxx∫ 3ln4

 16. ∫ −+− 5523 xxx

dx
 

17. ∫ −1

2

x

dxx
 18. ∫ xx

dx
22 cossin

 19. ∫
−− 24)32( xxx

dx
 20. ∫ − x

dx

sin2
 

Завдання 2.  

1. dxx∫ +
8

3

1  2. 
( )

dx
x

x
∫ −

1

0 2

2/arcsin
 3. ∫

− +

1

1

5

2y

dyy
 

4. dx
x

x
∫

−4

2
4

216
 5. ∫

8/

0

3sinsin
π

xdxx  6. ∫ +

2

1
2 xx

dx
 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

+−5
2 178xx

dx
 2. ( ) ( )∫ −−

1

2/1
2 1ln1

2ln

xx

dx
 3. dx

x

x
∫

−

1

0
5

4

1
 4. ∫ −

2

0
24 x

xdx
 

Завдання 4. ϕρ 2sin22 = . 

Завдання 5. )6/0( ,cosln1 π≤≤−= xxy . 

Завдання 6.  Oxyxyx ,0,0,2: ===+Φ . 

Завдання 7.   ϕρ sin
3

2
: =L , полярна вісь. 

Завдання 8.  ∫ ∫
2

0

2

),(
x

x

dyyxfdx . 

Завдання 9. 
25 yx −= ,  yx 4−= . 

Завдання 10. xyyyxD =≤≥≥ ,3,1,0: . 
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Завдання 11. ∫∫∫
V

zdxdydzxy ,2 2
,30: ≤≤ xV ,02 ≤≤− y 21 ≤≤ z . 

Завдання 12. ,0≥x ,0≥z ,yz = ,4=x
225 xy −= . 

Завдання 13. ∫ +−
ABL

xydydxyx ,)( 22
 де AB

L – відрізок прямої АВ; А(1, 1); 

В(3, 4). 

Завдання 14. ∫
OBL

ydl,  де LОВ – дуга параболи xy
3

22 =  між точками    

О(0, 0) та В( 3/35,6/35 ). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0ydy2sine
x1

dx)arctgx( y
2

sin

2

2

=−
+

 2. 0coscossinsin =+ dyyxdxyx  

3. ( ) 0xdydxxy2y =−+  4. y2x7)1x2y(y +=+−′  

5. 2xxyy =+′  6. ( )52xyy
x

y
y −=+′  

7. 0)1y(x2xy3y)3xxy6( 22 =+++′++  8. xcosxy =′′′  

9.

2

x
cos

2

x
sin

xsin

y
y

3

=
′

−′′  10. 2)y(y)1y(y ′=′′−  

11. 096 =+′−′′ yyy  12. xxyy cos5sin3 +=+′′  

13.
0;0

;2432

00 =′=

+=+′+′′

== xx

x

yy

xeyyy
 14. ( )xx eeyy 22 cos=′−′′  

15.










+−=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

93

,5

 16.










=−−

=++

xcosz2y4
dx

dz

,xsinzy2
dx

dy
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ВАРІАНТ 9 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+− 23 52

 2. ( ) dxx
4

31∫ −  3. ∫ − 43x

dx
 4. ( )∫ − dxx 38sin  

5. ∫ − 35 2x

dx
 6. ∫

− 23

2
2x

xdx
 7. ∫ − 76 2x

dx
 8. ∫ xdxx 5coscos  

9. dxxx∫ −+ 2)1(  10. ∫ + xdxx 3cos)1(  11. ∫ −

−
dx

xx

x

4

3
2  12. dx

xx

x
∫

++ 1022
 

13. ∫ +

+
dx

x

x

13

2
 14. dxxx∫ +3 899  15. dx

x
x∫ 3

sin  16. ∫ −+ 542 xx

xdx
 

17. ∫
− 225 xx

dx
 18. ∫ −+ 1sin2cos3 xx

dx
 19. ∫

−+ 442 xxx

dx
 20. ∫ − xx

dx

cos4sin3
 

Завдання 2.  

1. dx
x

x
∫ +

2/

0 cos1

cosπ

 2. ∫
−

2/1

2/1

2arccos xdx  3. ∫ −+−

6

4
23 6166 xxx

xdx
 

4. dx
xx

x
∫

−

+3

1
22

3

4

1
 5. xdxx 2sincos

3/

0

3∫
π

 6. ∫
−−

5

3
2

2

158 xx

dxx
 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

−

0

2 dxxe

x

 2. ∫
∞

−1
4 116x

xdx
 3. ∫

∞

++0
2 544 xx

dx
 4. ∫

∞

4
3ln xx

dx
 

Завдання 4. )cos1(4)sin(4 t-, yttx =−= . 

Завдання 5. )2/0( ),3/(cos6 3 πϕϕρ ≤≤= . 

Завдання 6.  Oxyxyyx ,0,
2

3
,1: 2 ==−=Φ . 

Завдання 7.   ϕρ sin2: =L , полярна вісь. 

Завдання 8.  ∫ ∫
−

1

0 2

),(
x

x

dyyxfdx . 

Завдання 9. 1222 =+ yx , yx 62 −= , ( )0≤y . 

Завдання 10. 1,2,2: 22 ≤== xyxxyD . 
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Завдання 11. ∫∫∫
V

dxdydzxyz ,5 2
,01: ≤≤− xV ,32 ≤≤ y 21 ≤≤ z . 

Завдання 12. ,0≥z ,4 xz −= ,2 yx = yy 2= . 

Завдання 13. ∫ −
ABL

xdyydx ,sincos  де AB
L – відрізок прямої АВ, А(

ππ 2,2 − ); В( ππ 2,2− ). 

Завдання 14. ∫ ++
L

dlzyx ,)( 222
де L – дуга кривої 

π20,3,sin,cos ≤≤=== ttztytx  . 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
10у2у

dy
xdxcosx

2

2 =
++

+  2. 0dy)e1(edxe xyx =−+  

3. dx
x

y2
sinxydxxdy =−  4. 2)

1x2y

yx3
(y

+−
−

=′  

5.
( )( )

3x
3x1x

y
y −=

−−
+′  6. 224 x4xy

x

y
y −=+′  

7. 01xyy)1yx( 22 =−+′−  8.
x2cos

x2sin
y

3
=′′′  

9. 3

2
x

4x

yx
y =

+

′
+′′  10. 2)y(y)y1( ′=′′+  

11. 022 =+′−′′ yyy  12. ( )12 2 +=−′+′′ xeyyy x  

13. 0;0;54
00 =′==−′+′′

== xx

x
yyxeyyy  14. x

x

e

e
yyy

2

6

1
158

+
=+′−′′  

15.










+=

+=

yx
dt

dy

,y4x
dt

dx

 16.










+−=

−=

tsine5xy2
dt

dy

,yx2
dt

dx

t

 

 



58 

ВАРІАНТ 10 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+−
2

3 42
 2. dxx∫ + 31  3. ∫ − x

dx

34
 4. ( )∫ + dxx43sin  

5. ∫
− 253 x

dx
 6. ∫

− 227

2

x

xdx
 7. ∫ +16 2x

dx
 8. ∫ xdxx 32 cossin  

9. ∫ − dxxx 3 31  10. ∫
−

⋅ dxx
x

32  11. ∫ −
−

dx
xx

x

2

4
2  12. ∫ +

dx
x

x

cos52

sin
 

13. ∫ − dxxx 2321  14. dx
x

x
∫

−

+
2

4

1

)5(arcsin
 15. dxex x∫ − 3)2(  16. ∫ ++ xxx

dx

106 23  

17. dx
x

x
∫

− 6
 18. dxxctg∫ 3

 19. ∫
−− 12xx

dx
 20. ∫ + xx

dx

cossin
 

Завдання 2.  

1. ∫
2/

6/

3cossin
π

π

xdxx  2. ( )dxxx∫
−

−
0

1

1ln  3. dx
xx

xx
∫ +−

+−9

7
24

2

45

2
 

4. ∫
−

2

3
24 3xx

dx
 5. dx

x

x
∫

3/

6/
3cos

2sinπ

π
 6. ∫ +−

10

7
2

3

23xx

dxx
 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

e
xx

dx
2)(ln  2. ( )∫

−

3

1
3 53 x

dx
 3. ∫ −

3

0
2)3(x

dx
 4. ∫ −−

1

0
xx ee

dx
 

Завдання 4. )cos1(2 ϕρ += . 

Завдання 5. .sin4 ,cos4 43 tytx ==  

Завдання 6.  Oxxyxy ),0(,0,sin: π≤≤==Φ . 

Завдання 7.   OxttyttxL ),20(,cos1 ,sin: π≤≤−=−= . 

Завдання 8.  ∫ ∫
−9

7

10

/9

),(
x

x

dyyxfdx . 

Завдання 9. xy
2

3
= , 

x
y

2

3
= , x = 9. 
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Завдання 10. 
29,,0: xyxyxD −=≥≥ . 

Завдання 11. ∫∫∫ −+
V

dxdydzzyx ,)2( 22
 ,10: ≤≤ xV  ,30 ≤≤ y

21 ≤≤− z . 

Завдання 12. ,0≥y ,0≥z ,02 =− yx ,9=+ yx
2xz = . 

Завдання 13. ,
22∫ +

+

ABL
yx

xdyydx
 де AB

L  – відрізок прямої АВ: А(1, 2); В(3, 6). 

Завдання 14. ∫
L

dl
x

y
arctg , де L – дуга кардіоїди 

2/0),cos1( πϕϕρ ≤≤+= . 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
1

1ln
2

2

5
=

+
−

+ dy
y

y

x

dxx
 2. 0)()( 2222 =++− dyxyxdxyxy  

3. 022 =+′ yyx  4.
17

23

+−
+

=
xy

x

dx

dy
 

5. ( ) ( ) 0411 =+−−′− yxyxx  6. yyxyx 42 2 =−′  

7. 0732 223 =++′ yxyyx  8.
x

x
y

3sin

cos
=′′′  

9. xtgxyy 4cos=′+′′  10. 2)y(tgyy ′=′′  

11. 0127 =+′−′′ yyy  12. ( )xxeyy
x

cossin5 3 −=′−′′  

13. 1;0

;cos2sin2

00 +=′=

+=−′′

== xx yy

xxyy
 14. ( )xx eeyy cos2=′−′′  

15.










+=

−=

y6x3
dt

dy

,y2x
dt

dx

 16.










+=

=+−

yx
dt

dx

tx
dt

dy

dt

dx

56

,sin34
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ВАРІАНТ 11 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2. 
 

3.  4.  

5.  6.  7.  8.  

9.  10.  11.  12.  

13.  14.  15.  16.  

17.  18.  19.  20.  

Завдання 2.  

1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  

Завдання 4. . 

Завдання 5.  від точки  до точки . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   , полярна вісь. 

Завдання 8.  . 

Завдання 9. , . 

Завдання 10. . 

dx
x

xx
∫

+− 35 26 5

∫ − dxx45 ∫ + 43x

dx ( )∫ − dxx43sin

∫
+ 35 2x

dx

∫ − 72 2x

xdx ∫
− 232 x

dx
∫ xdxctg 2

∫ −92xx

dx
∫ arctgxdx ∫ −+

+
dx

xx

x

13

23
2 ∫ + xdxx 2cos)1(

∫
++ 52

2
2 xx

xdx
dx

x

xtg
∫

−

2cos

12
2

3

dxxx∫ 6ln2 ∫ − 23 7xx

dx

dx
x

x
∫

−
2

2 4 ∫ xx

dx

cossin 2 ∫
+−− 23)1( 2 xxx

dx

∫ +− xx

dx

cos7sin48

∫ +

3/4

4/3
2 1x

dx
∫
π

0

2 sin xdxx
( )∫ −

3

2
2 1xx

dx

∫ −
1

0

24 dxx dx
x

∫
π

0

4

2
sin ∫ +−

5

1
63

2

613 xx

dxx

∫ −

4

2
2 4x

dx ( )
dx

x

x
∫ −

−1

3/1 13

13ln
∫
∞

−+0
22 )3( xx

ee

dx
∫
∞

++0
2 22xx

dx

ϕρ 3sin2=

32 )1( −= xy  A(1,0) )125,6(B

Oxyxxy ,4,4: 22 ==Φ

ϕρ sin6: =L

∫ ∫
1

0 9/2

),(
y

y

dxyxfdy

220 xy −= xy 8−=

xyxyD =−= ,2: 2
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Завдання 11. 

. 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – дуга кубічної параболи  

від точки А(0, 0) до точки В(1, 1). 

Завдання 14.  де L – перша арка циклоїди , 

 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
1

arccos
2

=
+

+
y

ydy
xdx  2. 0)1(

22 =−+ dyyedxyx x  

3. 0)39(4 233 =−+ dxyxydyx  4.
xy

yx
y

−
++

=′
52

 

5. ( )( )
5

53
−=

−−
+′ x

xx

y
y  6. arctgx

x

y
yy =+′

3

6
5  

7. 0)( 22 =+−′− xyyxy  8.
x

x
y

2cos

2sin
2

=′′  

9. arctgxx
x

y
y 22

=
′

−′′  10. )1(2)1( 2 yeyyy −=′+′′−  

11. 052 =+′+′′ yyy  12. ( ) xxyyy cos132 −=−′+′′  

13.
0;1

;143

00 =′=

++=−′−′′

==

−

xx

x

yy

exyyy
 14.

( )
x

xxe
yyy

x 13
44

22 −+
=+′−′′  

15.










+=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

63

,2

 16.










+=

++=

yx
dt

dy

eyx
dt

dx t

56

,43 2

 

 

∫∫∫ +
V

dxdydzyzx ,)2( ,02: ≤≤− xV ,10 ≤≤ y 20 ≤≤ z

,0≥y ,0≥z ,4=x ,2xy = 2xz =

∫ −+
ABL

dyxuxydx ,)(
AB

L
3xy =

∫
L

dly ,2 )sin(2 ttx −=

).cos1(2 ty −=
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ВАРІАНТ 12 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2.  3.  4.  

5.  6.  7.  8.  

9.  10.  
11. 

 
12.  

13.  14.  15.  16.  

17.  18.  19.  20.  

Завдання 2.  

1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  

Завдання 4. . 

Завдання 5. , що відсікається прямою . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   , полярна вісь. 

Завдання 8.  . 

dx
x

xx∫ 









+− 1

1
3 ∫ +3 35 x

dx
∫ − 24x

dx ( )∫ + dxx 34cos

∫
− 274 x

dx
∫ + 83 2x

xdx ∫
+ 23 2x

dx
∫ xdxx 22 cossin

∫
+

dx
x

x 53 ∫ + dxex x)1(
∫ −+

−
dx

xx

x

32

1
2

∫ xdxx 5cos3sin

∫ −

−
dx

x

x

12

1
dx

x

xx
∫

− ln3ln3

dxxx∫ + 7cos)4( ∫ − 273x

xdx

∫ + 5xx

dx
∫ − xxx

dx

cossincos3 2 ∫
++ 12 xxx

dx
∫ ++ xx

dx

cos3sin5

∫
6/

18/

312
π

π

xdxctg ∫
−

π

π

xdxxx cossin ( )
dx

xx

xx
∫

−

++3

2
22

23

1

2

∫
−

2

1
25 1xx

dx
∫

4/

0

3sincos2
π

xdxx ∫ −+

7

4
2 103xx

dx

∫
−

10

2
3 2)2(x

dx

( )
dx

x

x
∫

−

6/

0
6 53sin1

3cosπ

( )∫
−

∞− −

1

2 5ln4

7

xx

dx

( )∫
−

2

1
32 2ln1x

xdx

ϕρ cos2 +=

52 xy = 5=x

Oytytx ,sin5,cos2: ==Φ

ϕρ 2cos4: 2 =L

∫ ∫
+2

1

3

),(
x

x

dyyxfdx
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Завдання 9. , , . 

Завдання 10. . 

Завдання 11.  

. 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – ламана АВС;  

А(1, 2); В(3, 2); С(3, 5). 

Завдання 14.  де LОА – відрізок прямої, що з’єднує точки 

О(0, 0) та А(1, 2).  
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 010cossin 22 =− dyyxdxx y  2. 043 =− +− dydx yxyx  

3. x yeyxy )( +′=  4.
25

73

+
−

=
x

yx

dx

dy
 

5. xae
x

y
y

1

2
=+′  6. xyyyy =+′⋅ 3 22  

7. 072)9( 222 =+++′++ yxyyxy  8. xxy sin=′′′  

9.
2

sin
2

2 3 xx
ctgyy =′−′′  10. 01 22 =′++′′ yyy  

11. 044 =+′+′′ yyy  12. ( ) xexxyyy 7226 2 −+=−′+′′  

13. 0;0

;2cos2sin24

00 =′=

−=+′′

== xx yy

xxyy
 14.

14
2

+
=+′−′′

x

e
yyy

x

 

15.










+−=

+=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

92

,6

 16.










+−=

+−=

− t

t

eyx
dt

dy

exy
dt

dx

26

,52

 

 

3622 =+ yx
23

2x
y = 0≥y

0,,2: 22 ≥=−= yyxyxD

∫∫∫ +
V

dxdydzyzx ,)( 2
,10: ≤≤ xV ,20 ≤≤ y

31 ≤≤− z

,0≥x ,0≥z ,2xy = ,3=y yz =

∫ +++
ABCL

dyyxdxyx ,)()( 222

ABC
L

∫
++

OAL yx

dl
,

422
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ВАРІАНТ 13 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2.  3. ∫ − x

dx

35
 4. ( )∫ − dxx43cos  

5.  6.  7.  8.  

9.  10. ∫ + dxxx )2sin(  11. ∫ ++

+
dx

xx

x

2910

35
2  12.  

13.  14.  15.  16.  

17.  18.  19. ∫
−−+ 2211 xx

dx
 20. ∫ − x

dx

cos35
 

Завдання 2.  

1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  

Завдання 4. . 

Завдання 5. . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   . 

Завдання 8.  . 

dx
x

x
x∫ 










−− 3

6
2

( )∫
−3 541 x

dx

∫
− 243

5

x

dx
∫ − 73

2
2x

dx
∫ + 43 2x

dx
∫ − x

dx

sin1

∫ + x

dx

1 ∫ + dxe x 17

∫ xx

dx
2ln

dxxx∫ −5 24 ∫ dx
x

x

5sin 2 ∫ −+ 1832 xx

xdx

∫
− 2

2

36 x

dxx
∫ − x

dx

sin27

∫
−

+

3

0 325 x

dx ( ) dxex x2
0

1

1 −

−
∫ + ( ) ( )∫ +−

5

4 21 xx

dx

dx
x

x
∫

−1

2

6

21
∫

2/

0

5cos
π

xdx ∫ ++

2

1
2 45tt

dt

∫
e

xx

dx

1 ln ( )∫
∞− +

0

32 4x

xdx

∫
∞

0

sin xdxx ∫
− +

0

4/3 34x

dx

2)1(1 22 /xy, x/y =+=

ϕρ cos3=

Oyyxxy ,8,: 222 ==Φ

OxxxyL ),10( ,3: 3 ≤≤=

∫ ∫
+6,0

0

3

2 2

),(
y

y

dxyxfdy
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Завдання 9. , , x = 16.    

Завдання 10. . 

Завдання 11. . 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – відрізок прямої ОВ; О(0, 

0, 0); В(-2, 4, 5). 

Завдання 14. де L – дуга кривої  

. 

 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0sin
1

arcsin 3

2
=−

−
ydydx

x

x
 2. 0)()( 2 =+−+ dyyxydxxxy  

3. )ln(ln xyyyyx −=−′  4. 32)( +=−′ xyxy  

5. ( ) ( )42 131 +=−′+ xeyyx  6. 13 2 −=+′ xyyy  

7. 03)136( 2222 =+−′+− xxyyyxy  8. xtgy 32=′′  

9. xx
x

y
y arcsin=

′
−′′  10. tgyyy 2′=′′  

11. 0584 =+′−′′ yyy  12. ( ) xxyy 2sin1−=+′′  

13.
1;1

;1

00 =′=

++=−′′

== xx

x

yy

exyy
 14.

21
2

x

e
yyy

x

−
=+′+′′  

15.










+=

+=

)(3

,85

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 16.










++=

+=

xzy
dx

dz

zy
dx

dy
,

 

 

xy =
x

y
1

=

xyyxyD lg,0122,0: ==−+≥

∫∫∫ +
V

dxdydzzxy ,)3( ,11: ≤≤− xV ,10 ≤≤ y 21 ≤≤ z

,0≥y ,0≥z ,3=x ,2xy = 2yz =

∫ −+
OBL

zdzxdyyzdxxy ,222

OB
L

∫ +
−

L

dl
yx

xyxy
,

)(

)(
222

22

,2sin9 ϕρ =

4/0 πϕ ≤≤
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ВАРІАНТ 14 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+− 32 53 2

 2. 
( )∫
−3 243 x

dx
 3. ∫ − x

dx

74
 4. ( )∫ + dxx52cos  

5. ∫
−92 2x

dx
 6. ∫

+ 52

2
2x

xdx
 7. ∫

− 231 x

dx
 8. ∫ + x

dx

cos1
 

9. dx
x

x
∫ +1

 10. ∫ + dxxx )2sin(  11. ∫ ++
+

dx
xx

x

2910

35
2  12. ∫ x

xdx
2sin

 

13. ∫
++ 32

3
2 xx

dx
 14. dx

e

e
x

x

∫ −

− )2( 6

 15. dxx∫ − )54ln(  16. ∫ + 83x

dx
 

17. ∫ −+

−

5

5

xx

dxx
 18. dx

x
tg∫ 3

2
 19. ∫

+++ 21)1( xxx

dx
 20. ∫ − xx

dx

cos3sin2
 

Завдання 2.  

1. ∫ −

1

0 34 x

dx
 2. dxxx 92

4

0

3 +∫  3. dx
xx

x
∫ +

+3

1
46

5 1
 

4. ∫
−8

3/24

4

2 8
dx

x

x
 5. ∫

2/

3/ sin

π

π x

dx
 6. ∫

− −−

0

3/1
2962 xx

dx
 

Завдання 3. 

1. dx
x

arctg
2

0 41

2

+∫
∞

π
 2. ∫

π

π 2/
7 2cos

sin

x

xdx
 3. ∫ −

3

0
2)3(x

dx
 4. 

( )
dx

x

x
∫ −

−3/2

0

3

32

32ln
 

Завдання 4. .9 ,1 22 xyxy −=+=  

Завдання 5. )cos1(3 ϕρ −= . 

Завдання 6.  Oxxyxey x ,1,0,0,: ====Φ . 

Завдання 7.   xyL 2: 2 = , що відсікається прямою Oxx ,32 = . 

Завдання 8.  ∫ ∫
−

−

2

1

2

2

2

),(
xx

x

dyyxfdx . 

Завдання 9. 
227 yx −= ,  x = – 6y.  

Завдання 10. 
2,3,1,0: xyyyxD −=≤≥≤ . 
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Завдання 11. ∫∫∫ −
V

dxdydzzxy ,)( 2
,20: ≤≤ xV ,10 ≤≤ y 31 ≤≤− z . 

Завдання 12. ,0≥z ,22 xy −= xz 3= . 

Завдання 13. ∫ +
OAL

xdyydx ,  де OA
L – дуга кола ;sin,cos tRytRx ==

О(R, 0); А(0, R). 

Завдання 14. ∫
OABCL

xydl,
де LОАВС – контур прямокутника з вершинами 

О(0, 0), А(4, 0), В(4, 2), С(0, 2). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0arcsin
cos

=+ ydyy
x

dxх
 2. ytgyx =′  

3. y
x

y
xyx =−′− 2cos  4. dxyxdyx )53()32( +=−  

5. ( )( )
1

31
+=

++
+′ x

xx

y
y  6. 476 −=+′ xyyy  

7. 01132 223 =++′ yxyyx  8. ( ) xexy 31+=′′  

9. xtgxyy 3cos=′+′′  10. yy ′=′′ 2
 

11. 0584 =+′−′′ yyy  12.
2565 xyyy =+′−′′  

13. 0;0;1
00

3 =′=+=+′′
== xx yyxyy  14.

x
yy

3cos

2
9

2
=+′′  

15.










+=

−=

yx
dt

dy

yx
dt

dx

82

,23

 16.










=−+

=−+−

−

−

x

x

eyz
dx

dz

eyz
dx

dy

dx

dz

538

,425
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ВАРІАНТ 15 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dxx
x

x
∫ 










−+ 42 3

3

 2. ∫ −3 52 x

dx
 3. ∫ − 35x

dx
 4. ( )∫ + dxx 53cos  

5. ∫ + 72 2
x

dx
 6. ∫

− 237 x

xdx
 7. dx

x

x
∫

− 2

3

1

arccos
 8. ∫ −1

3

x

dxx
 

9. ∫ +− dxxx )12cos()12(  10. ∫ ++
+

dx
xx

x

22

2
2  11. ∫ xdx2sin 5

 12. ∫ −53 3

2

x

dxx
 

13. dx
x

xarcctg
∫ + 291

3
 14. dx

x
arcctg∫ 5

 15. ∫
+ 42xx

dx
 16. ∫ xx

dx

cossin
 

17. ∫ +++ )22)(1( 2 xxx

xdx  18. ∫ − 2)cos1(

sin

x

xdx
 19. ∫

−+ 122 xxx

dx  20. ∫ + x

dx

sin2
 

Завдання 2.  

1. ∫
+

2

0
4

3

4x

dxx
 2. dxxe x∫

−

−
0

2/1

2
 3. ( )∫ −

2/1

3/1
31x

xdx
 

4. dxxx∫
−

−
3

3

22 9  5. ( )∫ −

π

π 2/
3cos1

sin
dx

x

x
 6. ∫

− −+

1

2/1
228 xx

dx
 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

−0
24 x

xdx
 2. dx

x

arctg
2

0 41

2

+∫
∞

π
 3. ( )∫

∞

+1
2ln1

4

xx

dx
 4. ∫

−−

2

1
5 2 44 xx

dx
 

Завдання 4. .4,0,32 === yxxy  

Завдання 5.  )3/(sin2 3 ϕρ = . 

Завдання 6.  Oxxxy ,3,3/4: 2 ==Φ . 

Завдання 7.   xyL += 4: 2
, що відсікається прямою Oxx ,2= . 

Завдання 8.  ∫ ∫
−2

1

2

),(
x

x

dyyxfdx . 

Завдання 9. 
xey = ,  

xey 2= , x = 1.  

Завдання 10. 
22,,0: xyxyyD −−=≥= . 
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Завдання 11. ∫∫∫ +
V

dxdydzyzx ,)( 3 ,21: ≤≤− xV ,10 ≤≤ y 10 ≤≤ z . 

Завдання 12. ,0≥z ,9 2xy −= yz 2−= . 

Завдання 13. ∫ −+
OAL

dyxyxydx ,)(  де OA
L – дуга параболи xy =2

 від 

точки О(0, 0) до точки А(1, 1). 

Завдання 14. ∫ +
ABOL

dlyx ,)( де LАВО – контур трикутника з вершинами А(1, 

0), В(0, 1), О(0, 0). 

 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
10y7y

dy
xdxcosxsinx

2
=

+−
+  2. 1yyxy2 2 +=′  

3. 0dy)xyx(dx)xy3y( 22 =++−  4.
3xy5

2x7
y

−+
−

=′  

5.
( )( )

( )( )5x3x
5x3x

y
y −−=

−−
+′  6. ( )

2

2
xy

x12

xy
y +

−
=′  

7. 0ysinycosyx =+′  8. xsiny 3=′′  

9.
3

x

xln

x

y
y =

′
−′′  10. 1y2y +=′′  

11. 086 =+′−′′ yyy  12. ( )323 2 −=+′−′′ xeyyy x
 

13. 0y;0y;exyy
0x0x

x2 =′=+=′−′′
==

−  14.
x2sin

1
y4y

2
=+′′  

15.










+=

+=

y5x4
dt

dy

,y4x5
dt

dx

 16.










+−+−=

−+=

tcosytsinx2
dt

dy

,tcosyx
dt

dx
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ВАРІАНТ 16 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+− 23 43

 2. ∫ − dxx5 23  3. ∫ − x

dx

23
 4. ( )∫ − dxx 35sin  

5. ∫
+13 2x

dx
 6. ∫ + 92 2x

xdx
 7. dx

x

xx
∫

− ln3ln3

 8. ∫ + x

dx

sin1
 

9. ∫ +1xx

dx
 10. ∫ −− dxex x)3(  11. ∫ +−

−
1744

)13(
2 xx

dxx
 12. ∫

− 2

2

4 x

dxx
 

13. ∫
+

dx
x

tgx
2cos

2
 14. dx

x

xctg
∫

−
2

22

sin

)1(
 15. dx

x
x∫ 2

ln7
 16. ∫ +++ 2223 xxx

dx
 

17. ∫ + 6

2

x

dxx
 18. ∫ − 2cos5 x

dx
 19. ∫

+
dx

x

xx 22

 20. ∫ + xx

dx

cos5sin
 

Завдання 2.  

1. ∫
−

2

1
24 x

xdx
 2. ( ) dxx∫ +

2

1

23ln  3. ∫ +

2

1
3 1x

dx
 

4. dxxx∫ +
3/7

0

23 7  5. ∫
π

π 4/

3sin2sinsin xdxxx  6. ∫ ++

1

0
2 54xx

dx
 

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  

Завдання 4. ϕ3sin4 2=с . 

Завдання 5. )2/0( ,sin5,cos5 22 π≤≤== ttytx . 

Завдання 6.  Oxyxxy ,0,2: 2 =−=Φ . 

Завдання 7.   ϕρ cos2: =L  полярна вісь. 

Завдання 8.  ∫ ∫
−

−

2

0

4

2

2

),(
y

y

dxyxfdy . 

Завдання 9. 
xy 2= , 

xy 22−= , y = 4.  

Завдання 10. 
28,,0: xyyxyD −==≥ . 

∫
∞

+0
3)2(x

xdx
∫
π

π 2/
7 2cos

sin

x

xdx
∫
∞

+
−

0
2

2

4

3
dx

x

x

∫
−

−1

0
2

arcsin

1

2
2

dx
x

e
x

π

π
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Завдання 11. ∫∫∫ −+
V

dxdydzzyx ,)( 23
,20: ≤≤ xV ,01 ≤≤− y 10 ≤≤ z . 

Завдання 12. ,0≥x ,0≥y ,0≥z ,2=+ yx 22 yxz += . 

Завдання 13. ∫ +−++
ABL

dzyxydyxdx ,)1(  де AB
L – відрізок прямої АВ; А(1, 

1, 1); В(2, 3, 4). 

Завдання 14. ,
22

2

∫ +L yx

dlz
де L – перший виток гвинтової лінії 

tztytx 2,sin2,cos2 === . 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0dyee1xdxln yy2 =−−  2.
y4x2ey −=′  

3. )3
x

y
(lnyyx +=′  4.

7y5

3x2

dx

dy

−
+

=  

5.
( )( )

( )( )6x4x
6x4x

y
y −−=

−−
+′  6. x2siny

x

y
y 2=−′  

7. 01xyy)1yx( 22 =−+′−  8.
xexy 2=′′  

9. x22ex
x

y
y =

′
−′′  10. 22 yyyy2 +′=′′  

11. 016 =+′′ yy  12. xeyyy x sin32 −=−′+′′  

13. 0;0;sin
00 =′==−′′

== xx yyxxyy  14.
x

x
yy

2cos

6sin
4 =+′′  

15.










+=

+=

yx8
dt

dy

,yx4
dt

dx

 16.










=−+

+=++

2x
2

3
zy

dx

dz

,x41z4y2
dx

dy
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ВАРІАНТ 17 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx∫ 






 +−
4

32
53  2. ∫ + dxx4 31  3. ∫ + x

dx

35
 4. ( )∫ − dxx35sin  

5. ∫ + 23 2x

dx
 6. ∫

− 253

5

x

xdx
 7. ( )

dx
x

xarctg
∫ +

−
2

2

41

12  8. ∫ − dxxtg 2)31(  

9. ∫ −

+
dx

xx

x

2

1
 10. ∫ + xdxx ln)32(  11. ∫

−+

−
dx

xx

x
225

118  12. ∫ − xdxx 3cos)2(  

13. ∫
− 236 xx

dx
 14. dxxx∫ − 4)116( 2  15. dxxx∫ 7sin  16. ∫ −+ 122 xx

xdx
 

17. ∫ +−
−

dx
xx

x

54

23
2  18. ∫ xx

dx

cossin 3  19. ∫
−− 2)1( 2xx

dx  20. ∫ +− xx

dx

cos3sin45
 

Завдання 2.  

1. dx
x

x
e

∫
+

1

ln1
 2. xdxx

e

ln

2

1
∫  3. 

( ) ( )∫ +−

3

2
2 11 xx

dx  

4. dx
x

x
∫

−2

1

2 1
 5. ∫ +

2/

0
2 1sin

cosπ

x

xdx
 6. ∫

− ++

1

1
2 52xx

dx
 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

++
+

0
2 22

2
dx

xx

x
 2. ( )∫

∞

+1
2ln1

4

xx

dx
 3.

( )
( )∫

∞

++

+

0
3 42 14

2

xx

dxx
 4. dx

x

etgx

∫
2/

0 2cos

π

 

Завдання 4. t.  ytx sin2,cos3 ==  

Завдання 5. 
32 )3(49 xy −=  між точками перетину з віссю Oy . 

Завдання 6.  )cos1(2: ϕρ +=Φ , полярна вісь. 

Завдання 7.   OxtytxL ,sin,cos: 33 == . 

Завдання 8.  ∫ ∫
+3

1

9

2

),(
x

x

dyyxfdx . 

Завдання 9. xy = 4, x + y = 5. 

Завдання 10. 3,: 2 +=−= xyxyD . 

Завдання 11. ∫∫∫ −+
V

dxdydzzyx ,)2( 2
,10: ≤≤ xV ,12 ≤≤− y 10 ≤≤ z . 
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Завдання 12. ,0≥z ,922 =+ yx yxz −−=5 . 

Завдання 13. ,)1( 2∫ +−
BAL

ydyxdxxy  де AB
L – дуга параболи xy 442 −=  

від точки А(1, 0) до точки В(0, 2). 

Завдання 14. ∫ +
OABL

dlyx ,)( де LОАВ – контур трикутника з вершинами

 О(0, 0), А(‒1, 0), В(0, 1). 

 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0ydylny
x4

xdx 3

2
=−

+
 2. 0yxlnsiny =+′  

3.
x

y
xtgyyx =−′  4. dx)7x5(dy)2y2x3( −=−+  

5.
( )( ) 3x

2x

3x2x

y
y

+
+

=
++

+′  6. xarcsin
x7

y
yy

2

=+′  

7. 0dy)y2sinxy2(ydxcosx2 22 =−+  8.
x

x
y

42 +
=′′  

9. xsintgxyy 2=′−′′  10. 32 yyyy =′−′′  

11. 0258 =+′+′′ yyy  12. ( ) xexxyyy −++=−′+′′ 2565 2
 

13.
0;0

);2(2

00 =′=

+=−′−′′

==

−

xx

x

yy

xeyyy
 14. xtgyy 24 =+′′  

15.










+=

+=

yx8
dt

dy

,yx3
dt

dx

 16.










=+−+

=+−−

0e2yx2
dt

dy

,0t36yx4
dt

dx

t
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ВАРІАНТ 18 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+−
2

53 52
 2. ∫ + dxx3 31  3. ∫ − x

dx

53
 4. ( )∫ + dxx 63sin  

5. ∫
− 227

2

x

dx
 6. ∫

+83 2x

xdx
 7. dx

e

e
x

x

∫
−−

2

5 2 1
 8. ∫ + x

dx

cos1
 

9. ∫ +
dx

xx

x

)1(
 10. ∫ − dxxx )25sin(2  11. ∫

−−

−
dx

xx

x
223

3
 12. ∫ − 89 2x

dx
 

13. ∫ + xx

dx

)9( 3  14. dx
x

x
∫

−

−
2

5

1

3arcsin
 15. dxex x∫ + 5)7(  16. ∫ +− xxx

dx

54 23  

17. ∫
+

dx
x

x 3
 18. dxxctg∫ 43

 19. ∫
+− 1610 2 xxx

dx
 20. ∫ + x

dx

cos21
 

Завдання 2.  

1. dx
x

x
e

∫
1

2ln
 2. xdxarctgx∫

1

0

 3. ∫ −

3/1

0
4

2

1x

dxx
 

4. ∫
+

3

0
2

3

9 x

dxx
 5. ( )∫ −

32/

0

2 164cos32
π

dxx  6. ∫
−−

3

2
234 xx

dx
 

Завдання 3. 

1. dxex x∫
∞

−

0

2 3

 2. ( )∫
∞

+0 3 43

2

8x

dxx
 3. ∫

∞

++0
2 544 xx

xdx
 4. ∫ −

1

4/3
5 43 x

dx
 

Завдання 4. .3 ,92 xyxy ==  

Завдання 5. ϕρ sin3= . 

Завдання 6.  Oytytx ,sin7,cos7: 3==Φ . 

Завдання 7.   OxttyttxL ),20(),cos1(3 ),sin(3: π≤≤−=−= . 

Завдання 8.  ∫ ∫
−

−

−

3

1

1

1

2

2

),(
y

y

dxyxfdy . 

Завдання 9. yx 253 2 = ,   xy 95 2 = . 

Завдання 10. 0,1,0,4: 2 ==≥−= yxxxyD . 
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Завдання 11. ∫∫∫
V

dxdydzyzx ,22
,20: ≤≤ xV ,21 ≤≤ y 01 ≤≤− z . 

Завдання 12. ,0≥z ,xz = 24 yx −= . 

Завдання 13. ∫ −+
OBL

dyxyxydx ,)(  де OB
L  - дуга параболи 

2xy =  від 

точки О(0, 0) до точки В(1, 1). 

Завдання 14. ∫ +
L

dlyx ,)( де L – дуга лемніскати Бернуллі 

4/4/,2cos2 πϕπϕρ ≤≤−= . 

 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
ysin

ydycos
dx

1x

1x

3 22

2

=+
−

+
 2. 0dydxy2 =−  

3. dx)yx(dyx2 222 +=  4. dx)5x7(dy)y3x6( +=−  

5.
1x

x

xx

y
y

2 +
=

+
+′  6.

2

1x4y

1x4

y4
y

3 +
=

+
+′  

7. 0dy)y2
y

x
(dx)x2y(ln =−+−  8.

2

2

x

x1
y

−
=′′  

9. 0y2yx =′+′′  10. 0y1y 2 =′−+′′  

11. 065 =+′−′′ yyy  12. xxyyy 2sin54 +=+′+′′  

13.
0;0

;86

00

2

=′=

+=+′−′′

== xx

xx

yy

eeyyy
 14. tgxyy =+′′  

15.










+=

+=

y3x2
dt

dy

,y4x
dt

dx

 16.










=+−

=−+

t

t

eyx
dt

dy

,eyx
dt

dx
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ВАРІАНТ 19 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+−
3

32 73  2. 
( )∫
− 53 x

dx
 3. ∫ + x

dx

45
 4. ( )∫ − dxx 85cos  

5. ∫ − 72

14
2x

dx
 6. ∫

+ 35

5
2x

xdx
 7. ∫ −

+
dx

x

x

3

93
 8. ∫ +

−
,

cos1

cos1
d

x

x
 

9. ∫ ++ 3 11 x

dx
 10. ∫ − dxx x5)5(  11. ∫

++

−
dx

xx

dxx

22

)13(
2

 12. ∫ + x

dx

sin24
 

13. ∫ − )23(sin2 x

dx
 14. dx

x

tgx
∫

+
2

2

cos

)2(
 15. dxxx∫ 2ln9

 16. ∫ − 23 5xx

dx
 

17. ∫
−

dx
x

x
2

2 16
 18. ∫ xx

dx
3cossin

 19. ∫
+

dx
x

xx
2

2 4
 20. ∫ ++ 1cos3sin4 xx

dx
 

Завдання 2.  

 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

e
xx

dx
3)(ln

 2. ∫ +−

1

4/1
2 1920 xx

dx
 3. ( )∫

∞

++2/1
2 544

16

xx

dx

π
 4. ∫

− +

0

3/1
3 31 x

dx
 

Завдання 4. ),cos(sin3),sin(cos3 ttytttx −=+= . 

)0(,0 π≤≤= ty . 

Завдання 5. )2/3/( ,sinln ππ ≤≤= xxy . 

Завдання 6.  Oxyx ,11/16/: 22 =+Φ . 

Завдання 7.   yxL += 4: 2
, що відсікається прямою Oyy ,2= . 

Завдання 8.  ∫ ∫
−

+2

1

2

2

),(
x

x

dyyxfdx . 

Завдання 9. xyx 222 =+ ,  xyx 422 =+ , y = x,  y = 0.   

1. ∫ +

1

0
8

3

1
dz

z

z
 2. dx

x

x
e

∫
1

2

2ln
 3. 

( )
( )∫ −

+1

0
32

32

x

dxx
 

4. dxxx∫ −
3

0

24 9  5. ∫
2/

3/
3sin

π

π x

dx
 6. ∫ +−

−2

1
2 22

5

xx

x
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Завдання 10. 
2,0,2,1: xyyxxD =≥−=−= . 

Завдання 11. ∫∫∫ −+
V

dxdydzzyx ,)( ,40: ≤≤ xV ,31 ≤≤ y 51 ≤≤− z . 

Завдання 12. ,0≥y ,0≥z ,2=+ yx
2xz = . 

Завдання 13. ∫ +−
OBL

xdydxyxy ,)( 2
 де OB

L – дуга параболи 
2

xy =  від 

точки О(0, 0) до точки В(1, 1). 

Завдання 14. dlyx
L

∫ + 22
 , де L – коло yyx 222 =+ . 

 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0yarctgydyxdxcosxsin3 =+  2. yx3y)x1( 23 =′+  

3. 0ydxdy)ylnx(lnx =−−  4. dy)y5x3(dx)2y3x18( −=+−  

5. x2xy2y 2 +=+′  6.
1x

xy

x

y
y

25

−
=+′  

7. 0y)xy()yx( =′−−+  8. xxy 2sin=′′  

9. 2yyyx ′=′−′′  10. )y1(yy +′=′′  

11. 07 =′+′′ yy  12. xxyy 2cos22sin4 −=+′′  

13.
0;0

;34

00

3

=′=

++=′−′′

== xx

x
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exxyy
 14.

x

x

e

e
yyy

+
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1
23
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+=

+=
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dt

dy

,y6x4
dt

dx
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+=−
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yx3
dt

dy
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dx

,0y
dt
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ВАРІАНТ 20 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+−
2

3 24 13  2. ∫ +3 3 x

dx
 3. ∫ − x

dx

36
 4. ( )∫ − dxx 73cos  

5. ∫ + 98 2x

dx
 6. ∫ − 63 2x

xdx
 7.

( )
∫

+
dx

x

tgx
2

2

cos

2
 8. ∫ dx

x

x

cos

sin 3

 

9. ∫ +−
−

dx
xx

x

132

43
2  10. ∫ + xdxx cos)10(  11. ∫ +

dx
x

x

1
 12. ∫ − dxxx )1ln(  

13. ∫
−− xx

dx

23

5
2

 14. dx
x

x
∫

− 2)ln5(  15. dx
x

x∫ −
3

cos)2(  16. ∫ −13x

xdx
 

17. ∫ + 7xx

dx
 18. ∫ − xxx

dx
2sin7cossin3

 19.∫
+−− 23)32( 2 xxx

dx  20. ∫ + xx

dx

cos13sin2
 

Завдання 2.  

1. ∫
− −

0

1
2 94x

dx
 2. ∫

4/

0

2
π

xdxtgx  3. ( )∫ −

+−5

3
23

23

2

42
dx

xx

xx
 

4. 
( )∫
+

1

3/3
322 1 xx

dx
 5. ∫

π

π 2/

42 sincos xdxx  6. ∫
−+

3/4

3/1
2968 xx

dx
 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

++1
2 134xx

dx
 2. ∫

∞

0

sin xdxx  3. ( )dx
x

xarctg
∫
∞

+0
241

2

π
 4. ∫

−

1

0
41

2

x

xdx
 

Завдання 4. .4,4 22 yxxy ==  

Завдання 5. )20(, )cos1(9 ),sin(9 π≤≤−−−= ttyttx . 

Завдання 6.  Oxyxyx ,0,0,)1(: 23 ==−=Φ . 

Завдання 7.   OxtytxL ,sin1,cos: +== . 

Завдання 8.  ∫ ∫
−

+2

2

2

0

);(
x

dyyxfdx . 

Завдання 9. .7,2,7,
2

==⋅== yyey
x

y x
 

Завдання 10. 
22 1,,0: yxyxyD −=−=≤ . 
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Завдання 11. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,)32( 2
,21: ≤≤− xV ,10 ≤≤ y 21 ≤≤ z . 

Завдання 12. ,0≥y ,0≥z ,4=y ,xz = 225 yx −= . 

Завдання 13. ∫ −
ABL

ydxxdy ,  де AB
L – дуга астроїди tytx 33 sin2,cos2 ==  

від точки А(2, 0) до точки В(0, 2). 

Завдання 14. ∫
OABCL

xydl, де LОАВС – контур прямокутника з вершинами О(0, 

0), А(5, 0), В(5, 3), С(0, 3). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
y1

dyy
dx5x

8

3
x =

−
−−  2.

1x
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y
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−
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xxexyyy 3sin522 −=+′−′′  

13.
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;2sin1065
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+=−′+′′
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xeyyy
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ВАРІАНТ 21 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

x∫ 






 +− 4
2
3

5 2
 2. ( )∫ + 32 x

dx
 3. ∫ + x

dx

56
 4. ( )∫ − dxx 65cos  

5. ∫ − 23 2x

dx
 6. ∫ +15 2x

xdx
 7.

( )
∫

−
dx

x

xctg
2

22

sin

1
 8. ∫ dx

x

x

cos

sin3

 

9. ∫ + xx

dx
 10. ∫ + dxxe x 35  11. ∫ +−

−
dx

xx

x

127

2
2  12. ∫ +

−
dx

x

x

cos2

sin2
 

13. ∫ − dxxx 2  14. dxxx∫ +3 27  15. ∫ dx
x

x

8sin 2  16. ∫ −+ 542 xx

xdx
 

17. ∫
− 2

2

25 x

dxx
 18. ∫ + x

dx

cos56
 19. ∫

+− 352 2 xxx

dx
 20. ∫ + x

dx

cos2
 

Завдання 2.  

1. ∫ −

2/

4/
2cos1

π

π x

dx
 2. dx

e

x
x∫

−

−

3/2

3/1
3  3. ( ) ( )∫ −+

4

3 21 xx

dx
 

4. ( ) dxx∫ −
1

0

321  5. dx
xx

3
cos

2
cos

0
∫
π

 6. ∫ ++

2

0
2 23xx

xdx
 

Завдання 3. 

1. ∫
∞

∞− ++ 542 xx

dx
 2. 

( )∫
∞

+0
4 5216 x

xdx
 3. ∫

∞

− ++1
2 54xx

xdx
 4. 

( )
dx

x

x
∫

−

6/

0
6 53sin1

3cosπ

 

Завдання 4. .2,32 == xxy  

Завдання 5. )cos1(2 ϕρ −= . 

Завдання 6.  Oxyxxy ,062,4: =−+=Φ . 

Завдання 7.   OxxxyL ),11( ,3/: 3 ≤≤−= . 

Завдання 8.  ∫ ∫
−1

0

3 2

2/1

),(
y

y

dxyxfdy . 

Завдання 9. .2, 2 xyxy −==  

Завдання 10. 
24,,1,0: yxxyyyD −−==≤≥ . 
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Завдання 11. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,)23( 2 ,10: ≤≤ xV ,10 ≤≤ y 31 ≤≤− z . 

Завдання 12. ,0≥z ,922 =+ yx 2yz = . 

Завдання 13. ,
2

1
)( 2dyxdxxxy

ABL

∫ +−  де AB
L – дуга параболи xy 42 =  від 

точки А(0, 0) до точки В(1, 2). 

Завдання 14. ,)( 22 dlyx
L

∫ + де L – коло xyx 422 =+ . 

 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
ycos

ydytg
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dx
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3
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 2. 0ex1yy2
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5. 1xln2
x

y
y +=+′  6. xlny

x

y
y 5=+′  

7. 0dy)
yx

x
y(dx)

yx

y
x(

2222
=

+
++

+
−  8.

x

xln
y =′′  

9. 3

2
xy

4x

x
y =′

+
+′′  10. 22 yy2y)y1( ′=′′+  
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13.
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ВАРІАНТ 22 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+− 62 3

 2. ∫ − dxx3 25  3. ∫ − x

dx

71
 4. ( )∫ + dxx 17sin  

5. ∫ + 34 2x

dx
 6. ∫ − 35

5
2x

xdx
 7. ( )∫ − dxxx 4116

2
 8. ( ) dxxx

2
3cos3sin∫ +  

9. ∫ ++ 955x

dx
 10. ∫ xdxarccos  11. ∫ ++

−
1865

)34(
2 xx

dxx  12. ∫ + dxxx )1cos( 2  

13. ∫ 3 2ln xx

dx
 14. ∫

−−

dx
e

e
x

x

2

5 2 1
 15. dxx∫ + )5ln( 2

 16. ∫ + 273x

dx
 

17. ∫ ++

+

2

2

xx

dxx
 18. dxxtg∫ 52  19. ∫

++

++−
dx

xxx

xx

2

2

1

11  20. ∫ + xx

dx

cos3sin2
 

Завдання 2.  

1. dxxx∫
2/

6/

3sincos
π

π

 2. 
( )

( )
dx

x

x
∫ +

+2

1
21

1ln
 3. 

( )
∫ −−

+10

8
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2

6

3

xxx

dxx
 

4. ∫
−

6

32
22 9xx

dx
 5. dx

x

x
∫
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0
4

3

cos

sinπ

 6. ∫
−+

2

4/3
2232 xx

dx

Завдання 3. 

1. ∫
−

4

0
3 2)3(x

dx
 2. dx

x

etgx

∫
2/

0 2cos

π

 3. ( )∫
∞

− ++1
2 54xx

dx

π
 4. ∫ −

1

0
41 x

xdx
 

Завдання 4. .2, 22 xyxy −==  

Завдання 5. 
32 )1( −= xy  від точкиА(2, –1) до точки )8,5( −B . 

Завдання 6.  Oytytx ,sin2,cos3: ==Φ . 

Завдання 7.   OyxyxL ),20( ,3: 3 ≤≤= . 

Завдання 8.  ∫ ∫
7

3

3

/9

),(
x

dyyxfdx . 

Завдання 9. 
2xy = , 2=+ yx . 

Завдання 10. xyyyxD −===≤ ,4,1,0: . 
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Завдання 11. ∫∫∫ −
V

dxdydzzxy ,)( 3 ,10: ≤≤ xV ,21 ≤≤− y 30 ≤≤ z . 

Завдання 12. ,,0,0 xyzx ≥≥≥ 221 yxz −−= . 

Завдання 13. ∫ +−
ABL

ydyxdxxy ,)1( 2
 де AB

L – відрізок прямої АВ; А(1, 0); 

В(0, 2). 

Завдання 14. ,)34( 33 dlyx

ABL

−∫ де LАВ – дуга астроїди ,cos3 tx =

ty 3sin=  між точками А(1, 0) та В(0, 1). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1. 0
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ВАРІАНТ 23 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. dx
x

xx
∫

+−
2

35 42  2. ∫ − dxx45  3. ∫ + x

dx

61
 4. ( )∫ + dxx 37cos  

5. ∫
+ 34 2x

dx
 6. ∫ − 72 2x

xdx
 7. dx

x

x
∫

−

−
2

5

1

3arcsin
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dx
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−
dx

x

xarctg
2
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)12(  10. ∫ ++ 12 xx

xdx
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13. dxxarcctg∫ 2  14. ∫ dxxe x2
 15. ∫ +−− )42)(2( 2 xxx

xdx  16. ∫
+ 492xx

dx
 

17. ∫
xx

dx

2cos2sin 2  18. ∫ + dxxtg )29(2  19. ∫
−+ 21)1( xx

dx
 20. ∫ +− 4cos5sin3 xx

dx
 

Завдання 2.  
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dx
 2. ∫
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 5. ∫
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− −−

−0

2/1
21

82

xx

x
 

Завдання 3. 

1. ∫ −

3

0
2)2(x

dx
 2.  3.  4.  

Завдання 4.  

Завдання 5. . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   . 

Завдання 8.  . 

Завдання 9. , , x = 4. 

Завдання 10. . 
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2 544
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dx

π ∫
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2 14xx

xdx ( )
dx
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dyyxfdx

xy = xy 2=
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Завдання 11. . 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – дуга одного витка 

гвинтової лінії А(1, 0, 0) до точки В(1, 0, 4 ). 

Завдання 14. де L – контур квадрата зі сторонами   

   . 
 

 

 

Модуль 4 
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3.  4.  

5.  6.  

7.  8.  

9.  10.  

11.  12.  

13.  14.  

15.  16.  
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ВАРІАНТ 24 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2.  3.  4.  

5.  6.  7.  8.  

9.  10.  11.  12.  

13.  14.  15.  16.  

17.  18.  19.  20.  

Завдання 2.  

1. , 2. , 3. , 

4. , 5. , 6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4. 

Завдання 4. . 

Завдання 5. . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   . 

Завдання 8.  . 

Завдання 9. , . 

Завдання 10. . 
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Завдання 11. . 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – дуга лінії  від точки  

А(1, 0) до точки В( , 1). 

Завдання 14. де L – перша арка циклоїди . 

 

 

 

Модуль 4 

 

1.  2.  

3.  4.  

5.  6.  

7.  8.  

9.  10.  

11.  12.  

13.  14.  

15.  16.  

 

∫∫∫
V

zdxdydzxy ,2
,12: ≤≤− xV ,20 ≤≤ y 30 ≤≤ z
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ВАРІАНТ 25 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2.  3.  4.  

5.  6.  7.  8.  

9.  10.  11.  12.  

13.  14.  15.  16.  

17.  18.  19.  20.  

Завдання 2.  

1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  

Завдання 4.  

Завдання 5. . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   , що відсікається прямою . 

Завдання 8.  . 

Завдання 9. ,  . 

Завдання 10. . 

dx
x

x∫ 






 +− 2
4

5
5 ∫ − dxx4 52 ∫ − x

dx
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∫
− 289 x
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Завдання 11. ю 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – дуга еліпса  що 

проходить  в додатному напрямку обходу. 

Завдання 14. де LABCD – контур трикутника з вершинами      А(2, 

0), В(4, 0), С(4, 3), D(2, 3). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1.  2.  

3.  4.  

5.  6.  

7.  8.  

9.  10.  

11.  12.  

13.  14.  

15.  16.  

 

∫∫∫
V

dxdydzxyz ,2
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∫
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ВАРІАНТ 26 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2.  3.  4.  

5.  6.  7.  8.  

9.  10.  11.  12.  

13.  14.  15.  16.  

17.  18.  19.  20.  

Завдання 2.  

1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  

Завдання 4. . 

Завдання 5.  (петля). 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   . 

Завдання 8.  . 

Завдання 9. , . 

Завдання 10. . 

∫
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Завдання 11. . 

Завдання 12. , . 

Завдання 13.  де – дуга параболи  від точки 

О(0, 0) до точки А(2, 1). 

Завдання 14. де L – дуга параболи  відокремлена 

параболою . 
 

 

 

Модуль 4 

 

1.  2.  

3.  4.  

5.  6.  

7.  8.  

9.  10.  

11.  12.  

13.  14.  

15.  16.  

 

∫∫∫ +
V

dxdydzyzx ,)( ,10: ≤≤ xV ,41 ≤≤− y 20 ≤≤ z
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ВАРІАНТ 27 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2.  3.  4.  

5.  6.  7.  8.  

9.  10.  11.  12.  

13.  14.  15.  16.  

17.  18.  19.  20.  

Завдання 2.  

1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  

Завдання 4. . 

Завдання 5. . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   , що відсікається прямою . 

Завдання 8.  . 

Завдання 9. y =x,  y = 5x, x = 1.  

Завдання 10. . 

dx
xx

x
∫ 
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Завдання 11. . 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – ламана лінія 

від точки А(–1, 1) до точки В(2, 2). 

Завдання 14. де LАВ – відрізок прямої, замкнений між точками 

А(4, 0) та В(6, 1). 

 

 

 

Модуль 4 

 

1.  2.  

3.  4.  

5.  6.  

7.  8.  

9.  10.  

11.  12.  

13.  14.  

15.  16.  

 

∫∫∫ −+
V
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ВАРІАНТ 28 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2.  3.  4.  

5.  6.  7.  8.  

9.  10.  11.  12.  

13.  14.  15.  16.  

17.  18.  19.  20.  

Завдання 2.  

1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  

Завдання 4.  

Завдання 5. . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   . 

Завдання 8.  . 

Завдання 9. xy = 3, y = 4e
x, y = 3,   y = 4.  

Завдання 10. . 

dx
xx

x
∫ 
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Завдання 11. . 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – відрізок прямої, що з’єднує 

точки О(0, 0, 0) та точки А(2, 1, ‒1). 

Завдання 14. де L – перша чверть кола . 

 

 

 

Модуль 4 

 

1.  2.  

3.  4.  

5.  6.  

7.  8.  

9.  10.  

11.  12.  

13.  14.  

15.  16.  
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ВАРІАНТ 29 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1.  2.  3.  4.  

5.  6.  7.  8.  

9.  10.  11.  12.  

13.  14.  15.  16.  

17.  18.  19.  20.  

Завдання 2.  

1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  

Завдання 4.  

Завдання 5. . 

Завдання 6.  . 

Завдання 7.   , полярна вісь. 

Завдання 8.  . 

Завдання 9. , . 

Завдання 10. . 

dx
xx

x
∫ 
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Завдання 11. . 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – контур трикутника з вершинам А(–1, 0), 

В(1, 0), С(0, 1) при додатному напрямку обходу. 

Завдання 14. де LАВ – відрізок прямої, що з’єднує точки 

А(1, 1, 1) та В(2, 2, 2). 
 

 

 

Модуль 4 

 

1.  2.  

3.  4.  

5.  6.  

7.  8.  

9.  10.  

11.  12.  

13.  14.  

15.  16.  
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ВАРІАНТ 30 

Модуль 3 

Завдання 1.  

1. 

 
2.  3.  4.  

5.  6.  7.  

8.
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17.  18.  19.  20.  
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1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

Завдання 3. 

1.  2.  3.  4.  
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Завдання 6.  . 
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Завдання 8.   

Завдання 9. .  

Завдання 10. . 

Завдання 11. . 

Завдання 12. . 

Завдання 13.  де – ламана АСВ; А(2, 0), 

С(5, 0), В(5, 3). 

Завдання 14. де L – коло . 

 

 

 

Модуль 4 
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