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ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ 
 

Дане видання являє собою методичні вказівки для вивчення 
загального курсу вищої математики з модуля 5 студентами другого курсу 
інженерних спеціальностей.  

Методичні вказівки містять систематично підібрані задачі та вправи 
з розділу математики «Ряди», а саме: дослідження на збіжність рядів з 
додатними членами, знакозмінних рядів; знаходження області збіжності 
ряду; розвинення функції в ряд Тейлора або Маклорена; наближені 
обчислення за допомогою рядів; знаходження розв’язків диференціальних 
рівнянь; розвинення функцій вряди Фур’є.  

Основою навчання є самостійна робота студента над підручником, 
конспектом лекцій та виконання індивідуального завдання. 

У даних методичних вказівках наведені завдання по варіантах для 
виконання самостійної роботи, а також приклади розв’язання типових 
задач.  

 
МОДУЛЬ 5 
Розділ. РЯДИ 

 

Завдання 1. Довести збіжність ряда і знайти його суму. 
Завдання 2. Дослідити на збіжність вказані ряди з додатними членами. 
Завдання 3. Дослідити на збіжність і абсолютну збіжність знакозмінні 
ряди. 
Завдання 4. Знайти область збіжності ряду. 
Завдання 5. Варіанти 1-16: Розвинути в ряд Маклорена функцію f(x). 
Вказати область збіжності отриманого ряду до цієї функції. 
Варіанти 17-30: Розвинути функцію f(x) в ряд Тейлора в межах вказаної 

точки 0x . Знайти збіжність отриманого ряду до цієї функції. 

Завдання 6. Наближено обчислити задану величину з точністю α, 
використовуючи розвинення в степеневий ряд. 
Завдання 7. Знайти розв’язки диференціального рівняння, розвинувши 
його в степеневий ряд (записати п’ять перших, відмінних від нуля, членів 
цього розкладу). 
Завдання 8. Методом послідовного диференціювання знайти перші k 
членів розвинення в степеневий ряд розв’язку диференціального рівняння 
при вказаних початкових умовах.  
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Завдання 9. Розвинути в ряд Фур’є функцію f(x): 
а) задану на відрізку [-π;π] з періодом ω=2π; 
б) у вказаному інтервалі з періодом ω=2l; 
в) задану на відрізку [0;π], продовживши її парним і непарним способом. 

Розв’язання типового варіанта 

Завдання 1. Довести збіжність ряду і знайти його суму: ∑
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Оскільки ,1
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 то даний ряд збіжний і сума його 

.S 1=  

Відповідь: .S 1=  
Завдання 2. Дослідити на збіжність знакододатні ряди: 

а) ∑
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= +
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г) ∑
∞
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∞
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∞

= +1
2 3

2

n n
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Розв’язання: 

а) ,
n

n
lim
n

02
2

12 ≠=
+
+

∞→
 тому даний ряд розбіжний (достатня умова 

розбіжності). 

б) Оскільки ,,,n,
n nn

K21
3

1

3

1 =≤
⋅

 і ряд ∑
∞

=1 3

1

n
n  збіжний, як геометрична 

прогресія зі знаменником ,1
3

1 <=g  то даний ряд теж збіжний (достатня 

ознака порівняння). 

в) Оскільки 0
31

3
tg

≠π=

π

∞→

n

nlim
n

 і гармонічний ряд ∑
∞

=1

1

n n
 розбіжний, то даний 

ряд також розбіжний (достатня гранична ознака порівняння).  
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г) Скористаємося ознакою Д’Аламбера: 

( )( )
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1

1

233
lim

2

1

12

211
limlim
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13
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отже, даний ряд збіжний. 
д) Застосуємо радикальну ознаку Коші: 

,10
)1ln(

2
lim

)1ln(
2

limlim <=
+

=








+
=

∞→∞→∞→ nn
U

n
n

n

n

n
n

n
 тому даний ряд збіжний. 

е) Застосуємо інтегральну ознаку Коші: нехай ,
x

x
)x(f

3

2
2 +

=  [ );1+∞∈x  і 

розглянемо невласний інтеграл .)3ln(lim
3

2
)( 1

2

1 1
2

∞=+=
+

=
+∞→

+∞ +∞

∫ ∫
b

b
x

x

xdx
dxxf  

Цей інтеграл розбіжний, тому і даний ряд розбіжний. 
Відповідь: а), в), е) – розбіжний; б), г), д) – збіжний. 
 
Завдання 3. Дослідити на збіжність знакозмінні ряди: 

а) ∑
∞

=

α
1

3

sin

n n

n ;  б) ∑
∞

=

−
1

)1(

n

n

n
. 

Розв’язання: 

а) Оскільки 
33

1sin

nn

n ≤α  і ряд ∑
∞

=1
3

1

n n
 - збіжний, як узагальнений 

гармонічний ряд (ряд Діріхле), то за ознакою порівняння ряд ∑
∞

=

α
1

3

sin

n n

n  

збіжний, тому даний ряд ∑
∞

=

α
1

3

sin

n n

n  абсолютно збіжний. 

б) За ознакою Лейбніца даний ряд ∑
∞

=

−
1

1

n

n

n

)(
 - збіжний, а ряд ∑

∞

=1

1

n

,
n

 

утворений з модулів його членів, розбіжний. Тому даний ряд б). є умовно 
збіжним. 
Відповідь: а). абсолютно збіжний; б). умовно збіжний. 

Завдання 4. Визначити область збіжності ряду: .
n

)x(

n

n

∑
∞

= +
−

1 12

32
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Розв’язання: 

Маємо ( ) ( )
( ) ( )
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1232
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За ознакою Д’Аламбера ряд збіжний, якщо  

,132 <−x  або ,1321 <−<− x  ,422 << x  .21 << x   

Отже, радіус збіжності ,R
2

1=  інтервал збіжності (1;2). Щоб знайти 

область збіжності, дослідимо збіжність ряду в крайніх точках.  

При х = 1 маємо ряд 
( )

∑
∞

= +
−

1 12

1

n

n

n
 - збіжний за ознакою Лейбніца.  

При х = 2 маємо ряд 
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+++=
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K  який є розбіжним. 

Отже, область збіжності даного ряду є проміжок [ )21,x∈ . 

Відповідь: [ )21; . 

 
Завдання 5.  

а) Розвинути функцію xy 2cos=  в ряд Тейлора в околі точки .x
30

π=  

Знайти область збіжності ряду до цієї функції. 

б) Розкласти в ряд Маклорена функцію ( ) ).xln(xxf 32 1−=  

Розв’язання: 

а) ,2cos
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Отже, ++
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Залишковий член ряду Тейлора ( ) ,
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2sin
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де ( )0x;x∈ε . 

Оскільки ,1
2

2sin ≤






 π+ε n  достатньо знайти область збіжності ряду з 

загальним членом 
( ) .
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 За ознакою Д’Аламбера:  
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Отриманий ряд збігається для будь-якого х. Отже, область його збіжності 

до функції ( ) xxf 2cos=  буде: .∞<<∞− x  

Відповідь: ( ) ;
32

1
3

2
sin

!
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1
cos
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∞
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б)  Скористаємось відомим розкладом: 

( ) ( ) ,
!

1
432

1ln 1432
KK +−++−+−=+ −

n

xxxx
xx

nn  де ( ];;x 11−∈  

 поклавши 3x−  замість х. Маємо:  

( ) ,
32

1ln
396

33 KK
n

xxx
xx

n
−−−−−=−  де [ ).;x 11−∈  Тоді 

( ) ,
32

1ln
23118
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+

n
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n
 де [ )11;x −∈ . 

Відповідь: ( ) ∑
∞
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+
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n

n

x
xx  де [ ).;x 11−∈  

Завдання 6. Обчислити з заданою точністю :α   

а) 001,0,18sin =αo ;   б) ∫
−

3/1

0

2

dxe x       001,0=α . 
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Розв’язання:  
а) Скористаємось відомим розкладом:  

( )
( ) ,

!12

1

!7!5!3
sin

12753

KK +
+

−++−+−=
+

n

xxxx
xx

nn

 де x ∈ .R  

Отже, при 
10

18
π== ox  , маємо: 

K
o +

⋅
−

⋅
+

⋅
−==

!710!510!3101010
sin18sin

7

7

5

5

3

3 πππππ
 

Дістали ряд лейбніцевого типу. Оскільки  

,001,0
!510

,001,0
!310

;001,0
10 5

5

3

3

<
⋅

>
⋅

> πππ
 то з точністю до 001,0  маємо: 

309,0
!31010

18sin
3

3

≈
⋅

−≈ ππo . 

б) Скориставшись відомим рядом  

,
!!2!1

1
2

KK +++++=
n

xxx
e

n
x  де x  ∈ ,R  маємо: .

!3!2!1
1
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2

K+−+−=− xxx
e x  

Цей ряд рівномірно збіжний для ,Rx∈  тому 
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K

+
⋅

−
⋅
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+−+−=

=







+−+−=∫ ∫

−

754

3/1

0
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3/1

0

3/1

0
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342

1

310

1

3

1

3

1

42103

!3!2!1
1

2

xxx
x

dx
xxx

dxe x

 

Дістали ряд Лейбніца. Зважаючи на те, що 

,001,0
2430

1

310

1
;001,0

81

1

3

1
;001,0

3

1
54

<=
⋅

>=>  то з точністю до 0,001 

маємо ∫ ≈−≈−
3/1

0

321,0
81

1

3

12

dxe x
  

Відповідь: а). 0,309;  б). 0,321. 
 

Завдання 7.  Знайти три перших (відмінних від нуля) члени розвинення в 
ряд розв’язків рівняння: 

 ( ) .00,2 =++=′ yeyxyy y   

Розв’язання: Шукаємо розв’язок диференціального рівняння у вигляді 
ряду:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

!3

0

!2

0

!1

0
0 32

K+⋅
′′′

+⋅
′′

+⋅
′

+= x
y

x
y

x
y

yxy    
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Маємо: 

( ) ( )

( ) ( ) .60;2

;10;2;10 0

=′′′′′+′′+′′+′′+′′+′+′=′′′

=′′′+′+′+=′′==′

yyyeyeyyyyyxyyy

yyeyyyxyyey

yy

y

 

Отже, ( ) .
2

3
2

x
x

xxy ++≈  

Відповідь: .
2

3
2

x
x

x ++  

Завдання 8. Методом послідовного диференціювання знайти перші п’ять 
членів розвинення в степеневий ряд розв’язку диференціального рівняння  

04 2 =+′′ yyx  при початкових умовах: ( ) ( ) .
2

1
1,11 =′= yy  

Розв’язання: Шукаємо розв’язок у вигляді ряду:   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;1
!4

1
1

!3

1
1

!2

1
1

!1

1
1 432

K+−⋅+−⋅
′′′

+−⋅
′′

+−⋅
′

+= x
f

x
f

x
f

x
f

fy
IV

 

де ( ) ( ) ;
2

1
1;11 =′= ff  

( ) ( ) ( ) ( ) ;
8

3
1;

4

2
;

4

1
1;

4 4

2

2
=′′′−′

−=′′′−=′′−=′′ f
x

xyxy
xff

x

y
xf  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
16

15
1;424222 82342 −=÷−′−′−−′+′′−= IVIV fxxyxyxxyxyyxxyxf  

Отже, ( ) ( ) ( ) ( ) ,1
!416

15
1

!38

3
1

!24

1
1

2

1
1 432

K+−⋅
⋅

−−⋅
⋅

+−⋅
⋅

−−⋅+= xxxxy  

( ) ( ) ( )
.

128

15

16

1

8

1

2

1
1

432

L+−⋅−−+−−−+= xxxx
y  

Відповідь: 
( ) ( ) ( )

.
128

15

16

1

8

1

2

1
1

432

K+−⋅−−+−−−+= xxxx
y  

 

Завдання 9. Розвинути в ряд Фур’є функції: 

а)




≤≤
<<−

=
π

ππ
xx

періодомзx
xf

0,

2;0,0
)(   ;  

б) ( ) 2;11,2 періодомзxxxf ≤≤−= ; 

в) ,10,2)( ≤≤−= xxxf  продовжуючи її парним і непарним способом 

періодично на всю числову вісь.  
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Розв’язання: 
а) Задана функція є кусково-монотонна на проміжку ]( ππ ;− , тому її 

можна зобразити рядом Фур’є. Знайдемо коефіцієнти Фур’є:  

;
2

0
1 0

0
0

π
π π

π
=








+⋅= ∫ ∫

−
xdxdxa  

( )
;

11cos
coscos0

1
2

0
2

0

0 nn

nx
nxdxxnxdxa

n

n πππ

π

π

π −−==







+⋅= ∫ ∫

−
 

( )
.

1cos
sinsin0

1 1

0

0

0 nn

nxx
nxdxxnxdxb

n

n

+

−

−=−=







+⋅= ∫ ∫

π

π

π

ππ
 

Отже, ( ) ( ) ( ) =







 −+−−+= ∑
∞

=1
2 sin

1
cos

11
4 n

nn

nx
n

nx
n

xf
π

π
 

.
3

3sin

2

2sin

1

sin

5

5cos

3

3cos

1

cos2

4 222








 −+−+

+






 +++−=

K

K

xxx

xxx

π
π

 

Знайдений ряд збіжний до функції ( )xf  при всіх ( ) .,12 Nnnx ∈−±≠ π   

У точках ( ) π12 −±= nx  сума ряду дорівнює .
2

π
 

б) Задана функція неперервна на всій числовій осі, парна і має період 2, 
тому її можна подати через ряд Фур’є. Знайдемо коефіцієнти Фур’є:  

( )
.0;

14
cos

4
cos

1
cos

4

cos
1

sin
sin

4
sin

2
sin2

sin
1

cos

2
cos2;

3

2
2

22

1

0
22

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

2

2

1

0

1

0

22
0

=
⋅

−=⋅=













+−−=

=
−==

==
=−=














−=

=

=

=
=

=

====

∫

∫∫

∫ ∫

n

n

n

b
n

nx
n

x
nxdx

n
nx

n

x

n

nx
n

Vdxdu

nxdxdVxu
nxdxx

n
nxdxx

n
nx

n

x

nx
n

V

nxdxdV

xdxdu

xu

nxdxxadxxa

π
π

π
π

π
π

ππ

π
π

π
π

π
π

π
π

π

π
π

ππ
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Отже, ( ) ( )
,

3

3cos

2

2cos

1

cos4

3

1
cos

14

3

1
2222

1
22 







 +−+−+=−+= ∑
∞

=
K

xxx
nx

n
xf

n

n πππ
π

π
π

 

де .∞<<∞− x  

в) Продовжимо функцію ( )xf  непарним способом на відрізок [ ]0;1− , а 

потім періодично на всю числову вісь.  
Маємо: 

 

( )

( ) ( )( ).12
2

0

1
sin

12
1

1
2

cos
1

0cos
2

cos
1

2

cos
1

cos
2

2

cos
1

sin2
sin22

22

1

0

1

0

1

0

1

0

nn

n

n
nx

nnn

xdxn
nn

n
n

xdxn
n

nx
n

x

nx
n

vdxdu

nxdxdvxu
dxnxxb

−−=







−+−−=

=







−+−=

=












−−−=

=
−=−=

=−=
=−=

∫

∫

∫

π
π

πππ

π
ππ

π
π

π
π

π
π

π
π

π
π

 

Отже, ( ) ( ) ( )
nx

n
nx

n
xf

n

n n

n

π
π

π
π

sin
212

sin
122 1

1 1

+−=−−=
+∞

=

∞

=
∑ ∑  

Аналогічно, продовжимо функцію ( )xf  парним способом на відрізок 

[ ].0;1−  Маємо: 

( ) ;3
2

2222
1

0

1

0

2

0 =







−=−= ∫

x
xdxxa

( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )( )1

222222

22

1

0
22

1

0
22

1

0

1

0

1

0

11
2

11
2

11
2

0coscos
2

cos
2

cos
1

0sin
2

sin
1

2

sin
1

sin
2

2

sin
1

cos2
cos22

+−+=−−=−−−=

=−−=−=

=







−−=

=













+⋅−=

=
=−=

=−=
=−=

∫

∫

nnn

n

nnn

n
n

nx
n

nx
nn

n
n

nxdx
n

nx
n

x

nx
n

Vdxdu

nxdxdVxu
nxdxxa

πππ

π
π

π
π

π
ππ

π
π

π
π

π
π

π
π

π
π
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Отже, ( )( ) nx
n

nx
n

xf
n

n

n

n π
π

π
π

cos
)1(12

2

3
cos11

2

2

3
)(

1
2

1

2
1

1
22 ∑∑

∞

=

+∞

=

+ −++=−++= . 

Відповідь: 

( ) ( )
nx

n
xnx

n
x

n

n

n

n

π
π

π
π

sin
212

2;cos
112

2

3
2

1

1

1
2

1

2 ∑∑
∞
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+∞

=

+ +−=−+−+=− . 
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