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ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ 

 

Дане видання являє собою методичні вказівки для вивчення 

загального курсу вищої математики студентами другого курсу 

спеціальності 122 «Комп’ютерні науки». 

 Методичні вказівки містять систематично підібрані задачі та вправи 

з розділу «Теорія функцій комплексної змінної», а саме: дії з 

комплексними числами, елементарні функції комплексних змінних, 

диференціювання та інтегрування функцій комплексної змінної, 

розвинення в ряди Тейлора і Лорана, застосування лишків до обчислення 

інтегралів. 

 Основою навчання є самостійна робота студента над підручником, 

конспектом лекцій та виконання індивідуального завдання. 

 У даних методичних вказівках наведено завдання за варіантами для 

виконання самостійної роботи, а також приклади розв’язання типових 

задач. 

Завдання 1. Виконати указані дії, якщо 5i2z += : 

 1) 1+z ;2) iz+  ;3) iz −+1 ; 4) 2z ; 

 5) iz −2 ; 6) zz ; 7)
z

1 ; 8) (1 )
;

i

z

+  

 9) 3 ( 1 4 );z i− −  10) ( 3 5 );z i− −  11) )42( iz −− . 

Завдання 2. В площині Z  зобразити геометричні місця точок для заданих 

співвідношень. 

Завдання 3. Обчислити функції комплексної змінної. 

Завдання 4.1) довести диференційованість функції комплексної змінної. 

 2) Знайти коефіцієнтk розтягу і кут повороту� в точці��. 

Завдання 5. Обчислити інтеграл від функції комплексної змінної. 

Завдання 6. Обчислити інтеграли Коші і типу Коші. 

Завдання 7. Розкласти функцію в ряд Лорана. 

Завдання 8. Обчислити визначений інтеграл за допомогою лишків. 

Завдання 9. Обчислити невизначений інтеграл за допомогою лишків. 

 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ТИПОВОГО ВАРІАНТА 

 

Завдання 1. Виконати указані дії, якщо 5i2z += : 

 1) 1+z ;2) iz+  ;3) iz −+1 ; 4) 2z ; 
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 5) iz −2 ; 6) zz ; 7)
z

1   8) (1 )
;

i

z

+  

 9) 3 ( 1 4 );z i− −  10) ( 3 5 );z i− −  11) ( 2 4 ).z i− −  

 

Розв’язки: 

 

1) 1 2 5 1 3 5 .z i i+ = + + = +  

Радіус-вектор 1+z  дорівнює сумі двох радіус-векторів   z   та   1 (Рис. 2). 

 

 

Рис. 2 

 

2) 2 5 2 6 .z i i i i+ = + + = +  

Радіус-вектор 1+z  дорівнює сумі радіус-векторів   z   та   i  (рис. 3). 

 

 
Рис. 3 
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3) 1 2 5 1 3 4 .z i i i i+ − = + + − = +  

Радіус-вектор iz −+1  дорівнює сумі радіус-векторів   z   та   i−1  (рис. 4). 

 

 
Рис. 4 

 

4) iiiiz 2021)1010()254()52)(52(2 +−=++−=++=   або за формулою Мавра 

29254 =+=p  

)
2

5
()()52( arctg

x

y
arctgiarctg ==+  

karctg πϕ 25.2 += ;   kє Z. 

)5.22sin5.22(cos292 arctgiarctgz +=  
5.222 29 arctgiez = ; 

 

5) iiiiz 192120212 +−=−+−=− ; 

 

6) (2 5 )(2 5 ) (4 25) ( 10 10) 29;zz i i i= + − = + + − + =  

 

7) 2
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Маємо: 

29

5

29

2

29

52

52

)52(1

52

11
22

i
ii

iz
−=

−
=

+

−
=

+
= ;  

)5.2sin5.2(cos29

11

arctgiarctgz +
= =

1
(cos( 2.5) sin( 2.5))

29
arctg i arctg= − + −  
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2.51 1
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−=  
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+
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0

1

2 2
cos( ) sin( )

4 4 2 2

2 2
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Завдання 2. В площині Z  зобразити геометричні місця точок для заданих 

співвідношень:  

1) itrezz += 0 ;   π20 ≤≤ t ;  cz ∈0 ;  Rr∈  

2) 0

0
ϕi

tezz =− ;  ∞− 〈 t 〈 ∞ ,  cz ∈0 , Rr∈  

3) t
zz

zz
=

−

−

)(

)(

12

1 ;   ∞− 〈 t 〈 ∞ ,  czz ∈,1
; ; 

4) 2 2 5;z z− + + =  

5) 0zz − 〈 r ,  cz ∈0 ,  .r R∈  

 

Розв’язки: 

1) itrezz += 0 . Маємо: 000 iyxz += , ).sin(cos titrreit +=  

Тоді trxxtyitrxtitriyxiyx cos)sin(cos)sin(cos 00000 +=⇔+++=+++=+ ,  

.sin0 tryy +=  

Звідси випливає, що trxx cos0 =− ,  tryy sin0 =− ,  π20 〈〈t  - параметричні 

рівняння кола радіуса r  з центром в точці ( 00, yx ) (рис. 5) 

  
Рис. 5 

 

Маємо  
⇔+++=+⇔+++=+⇔+= )sin(cos)sin(cos 00000000

0
0 ϕϕϕϕϕ tyitxiyxitiyxiyxtezz i

 

00 cosϕtxx +=⇔ ;  ⇒+= 00 sinϕtyy ,
sin

cos

00

00





=−

=−

ϕ

ϕ

tyy

txx
Rt ∈  

 

12 zz ≠

параметричні  

рівняння 

прямої 

0 

Z0 

r 
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Виключаючи параметр t , маємо: )( 00 xxkyy −=− ,   0ϕtgk =  (рис. 6) 

 
 
  Рис. 6       Рис. 7 

 

3) З t
zz

zz
=

−

−

12

1 , Rt ∈ ,  випливає, що вектори 
12 zz −  та 

1zz −  колінеарні. 

Геометричне місце точок Z  є пряма , що проходить через точки 
1z  і 

2z  

(рис. 7) 

4) Модуль різниці двох комплексних чисел 22 zz −  в площині z  дорівнює 

відстані між точками 
2z  і 

1z , тому 522 =−+− zz  є сума відстаней 

довільної точки  z  від двох точок 2 і 2− і дорівнює 5. Отже, геометричне 

місце точок  z  є  еліпс з фокусами в точках 21 =z  і 22 −=z , велика вісь 

еліпса  дорівнює 5 (Рис.8) 

5) Оскільки 0zz −  дорівнює відстані між точками z  і 0z  то 0zz − 〈 r   є 

геометричне місце точок  z , відстань яких до даної точки 0z  менше за r , 

тобто коло радіуса  r  є центром в точці  0z  (рис. 9). 

 
Рис. 8      Рис. 9 

 

Завдання 3. Обчислити: 

1) )1( ich +− ;  2) )1ln( − ; 
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3) 1( 1) ;−   4) розв’язати рівняння sin 2.z =  

Розв’язки: 

1) З формули  ch
2

zz ee
z

−+
=  маємо  

[ ] =
−

−
+

=−++=+=+−
−−

−+−−+−

2
1sin

2
1cos)1sin1(cos

2

1
)1sin1(cos

2

1

2

1
)1(

11
1)1(1 ee

i
ee

ieieeeich ii

.99,083,011sin11cos ishich −≈−  

 

2) З формули Ln )2(argln kzizz π++= , Zk∈ . 

 Маємо Ln ikkiiki ππππ )12(2)2)1(arg(1ln)1( +=+=+−+−=−  

3) )12()12()1ln(1)1( +−+− ===− kikii eee ππ . 

4) Розв’язати рівняння 2sin =z , )1(sin 2ziziLnzArc −±−=  

Маємо: 

[ ] =




 ++±−=±−=−±−== ikiiiLniiLnArcz )2
2

(32ln)32()412(2sin π
π

 

4 1
ln 2 3 .

2

k
iπ

+ = − ± 
 

 

Завдання 4. 1) Довести, що функція zew = диференційовна у всіх точках 

площини і знайти її похідну. 

 

Розв’язок: 

Маємо zew = , iyxz += . Тоді )sin(cos yiyeee xiyxz +== + . Тому yeu x cos= , 

yev x sin= . Знаходимо ye
x

u x cos=
∂
∂ , ye

y

u x sin−=
∂
∂

, ye
x

v x sin=
∂
∂ , ye

y

v x cos=
∂
∂

. 

Окільки ця функція задовольняє умовам Коші-Рімана
y

v

x

u

∂
∂

=
∂
∂

, 
y

u

x

v

∂
∂

−=
∂
∂

, то 

вона диференційовна. Її похідну знаходимо за формулою )()(
x

v
i

x

u
zf

∂
∂

+
∂
∂

=′ . 

Маємо: ziyxyixxxxz eeeeyiyeyieyee ===+=′+=′ +)sin(cos)sincos()( .Отже 
zz ee =′)( . 

  

2) Знайти коефіцієнт розтягу k , та кут повороту ϕ  в точці 220 iz +=  при 

відображенні функцією 2zw = . 
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Розв’язок: 

Arg=ϕ )( 0zf ′ , якщо 0)( 0 ≠′ zf ,  )( 0zfk ′= . Знаходимо zzf 2)( =′ , отже 

2222)22(2)( 0 iizf +=+=′ . Маємо: Arg=ϕ
4

1)( 0

π
==′ arctgzf ; 

4)22()22()( 22
0 =+=′= zfk . 

 
3) Маємо уявну частину xshyv sin= диференційовної функції )( zf . Знайти 

цю функцію. 
 
Розв’язок: 

Маємо xshyv sin= . Тоді xchy
y

v
sin=

∂
∂

. Скориставшись формулою Коші-

Рімана
y

v

x

u

∂
∂

=
∂
∂

, маємо xchy
x

u
sin=

∂
∂ . Звідси == ∫ xchydxu sin  

)(cos yxchy ϕ+−= . Отже, )(cos 1 yxshy
y

u
ϕ+−=

∂
∂

, скориставшись другою умовою 

Коші-Рімана
x

v

y

u

∂
∂

−=
∂
∂

, маємо xshyyxshy cos)(cos 1 −=+− ϕ . Отже, 0)(1 =yϕ , або 

cy =)(ϕ . Звідси маємо =++−=+= xshyicxshyivuzf sincos)(  

czcxshyixchy +−=+−−= cos)sin(cos . 

 
Завдання 5. 1. Обчислити ∫ −+ dedzzi ,)21(  

 а) с-відрізок [ ]1 2; ;z z  б) с-дуга параболи 2xy = , 10 ≤≤ x ; 

 в) с-відрізки [ ]31;zz V [ ]23;zz ,  ( ,01 =z ,12 iz += 13 =z ). 

Розв’язки: 

Якщо iyxz += , idydxdz += , то )21()21(21 yixzi ++−=−+ , де xu 21−= , 

yv 21 += . 

За формулою udyvdxivdyudxdzzf
CCC

++−= ∫∫∫ )(  

маємо: 

dyxdxyidyydxxdzzi
C CC

∫ ∫∫ −++++−−=−+ )21()21()21()21()21( . 

а) Контур С-відрізок xy = , 10 ≤≤ x  (рис. 10)  

тому ∫ ∫ ++−−=−+
C

dxxxdzzi

1

0

))21()21(()21(  

)1(2))21()21((
1

0

−=−+++ ∫ idxxxi  

1 

Рис. 10 

1 
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б) Контур С-дуга параболи 2xy = ; 1≤x  (рис. 11) 

маємо 

[ ] [ ] idxxxxidxxxx
3

4
22)21(212)21(21

1

0

2
1

0

2 +−=−++++−− ∫∫  

 

в) Контур С=С1+С2  (рис. 11/) [ ]31;zzC = V [ ]23;zz  

маємо [ ]311 ;zzC = ; 0=y , 10 ≤≤ x ; 

 [ ]232 ;zzC = ; 1=x , 10 ≤≤ y ; 

 

∫∫∫∫∫ =−−−+−+=−++−+=−+
1

0

1

0

)21()21()21()21()21(
21

dyyidxxidzzidzzidzzi
CCC

1 1
2 2

0 0

((1 ) ) (( 1) ) 2.| |i x x i y y= + − + − − − = −
 

 

 

2. Обчислити ∫ +
C

dzzzz )( 2 1: =zc ,  π≤≤ zarg0  

(рис. 12) 

Рішення: Розглянемо  Cz∈  в показниковій 

формі ϕiez = πϕ 20 ≤≤ ,  ϕϕdiedz i= , тоді  

 

2 2 3 3

00 0 0

1 8
( ) ( 1) ( ) ( ) .

3 3
|i i i i i iz z z dz ie e d i e e d e e

π π π π
φ φ φ φ φ φφ φ+ = + = + = + = −∫ ∫ ∫  

Завдання 6. Обчислити: 

 а) ∫ +
Г

z

zz

dze
2

1

 Г: 1
1 ;

2
z − =  

 б) ∫ ++
Г

zz

dz

)6)(9( 2  Г: 4.z =  

Розв’язки: 

а) 0=z ,  1−=z  - особливі точки (полюса) не належать області D (рис. 14). 

Тому функція всередині області D і на контурі Г аналітична. Отже,  

 

 ∫ +
Г

z

zz

dze
2

1

 Г: 1
1 ;

2
z − =  

0  Z1 С1 

С2 

Z2 

Z3 

 

 

Рис. 11 

Рис. 11 

0  Z1 

Z2 

 

 

1 0 -1 

С 

 γ

 

 
Рис. 12 
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б) 61 −=z , iz 32 −= , iz 33 =  - особливі точки: Di∈± 3 , D∉− 6 . Оточимо точки 

i3±  (рис. 15) колами 
1γ  і 

2γ  малих радіусів – тоді 

=
−

++
+

+
+−

=
++ ∫∫ ∫

= 21
3

)6)(3(

1

3

)6)(3(

1

)6)(9(4:
2

γγ

dz
iz

ziz
dz

iz

ziz

zz

dz

zГ

 

3 3

1 1 1 1
2 2 2 2

( 3 )( 6) ( 3 )( 6) 6 (6 3 ) 6 (6 3 )
| |

z i z i
i i i i

z i z z i z i i i i
π π π π

=− =
= + = + =

− + + + − − +
 

i
ii 45

2

36

1

36

1

3

ππ −
=








−

−
+

=  

 

 

4. Обчислити 

а)
3

: 1

cos
;

Г z

z
dz

z=
∫  

б)
2

: 3 6

.
( 2) ( 4)

Г z

zdz

z z− = − +∫  

 

Розв’язки: 

 

а) 0=z - особлива точка (полюс кратності 3). Ця точка належить області D 

(рис. 16). 

Застосувавши формулу (2), маємо: 

izizidz
z

z

zz

πππ −===
==

∫ ||
00

11

3
)(cos

2

1
2)(cos

!2

1
2

cos
 

б) Особливі точки: 

4−=z D∉  

-4 

R=4 

4 

Г 
3i 

 
2γ

Рис. 15 

0 

-3i  1γ
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2=z D∈ - полюс кратності 2 (рис. 17). 

Застосувавши формулу (2), маємо 

1

2 2 2
2 2: 3 6

1 4 24 2 ( ) 2 .
( 2) ( 4) ( 2) 1! 4 ( 4) 9

| |
z zГ z

z
zdz z z z iz dz i i

z z z z zγ

π
π π

= =− =

+ −+= = = =
− + − + +∫ ∫  

 

 
 

Завдання 7. 1. Розкласти в ряд Лорана функцію 
1

( ) .
( 1)

f z
z z

=
−

 

Розв’язок: 

1) Біля полюса 0=z  розклад в ряд Лорана має вигляд 

 
2 21 1 1 1 1

(1 ...) 1 ...;
( 1) 1

z z z z
z z z z z z

= =− + + + =− − − − −
− −

 

2) Біля полюса 1=z  маємо 

 

[ ] ...)1()1(1
1

1
...)1()1()1(1

1

1

)1(1

1

1

1

)1(

1 232 +−−−+−
−

=+−−−+−−
−

=
−+−

=
−

zz
z

zzz
zzzzz

 

2. Розкласти в ряд Лорана функцію 
)2)(1(

1
)(

−−
=

zz
zf  в кільці 1〈 z 〈 2. 

Розв’язок: 

Запишемо функцію 
)2)(1(

1
)(

−−
=

zz
zf  як суму двох простих дробів

2

1

1

1

−
−

− zz
. 

Оскільки 

2
1

1

2

1

2

1
zz −

−=
−

 - є сумою геометричної прогресії, модуль 

знаменника якої 
2

z
〈 1 

Рис. 16 Рис. 17 

-4 9 

Г 

R=6 

-3 2 
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 γ

0 
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 ...
2

...
22

1

2
1

1
2

2

+++++=
−

n

nzzz

z
, то  

 ...
2

...
222

1

2

1
13

2

2
−−−−−−=

− +n

nzzz

z
 

Ряд в правій частині збіжний, тому що z 〈 2 

Другий дріб перепишемо у вигляді  

 ...
1

...
111

...)
11

1(
1

1
1

11

1

1
322

−−−−−−=+++−=
−

−=
−

−
nzzzzzzz

z

zz
 

Ряд в правій частині збіжний в кільці 1〈 z 〈 2, тому що z 〉 1 і, отже 
z

1
〈 1. 

З цього випливає, що 

 ...
1

...
11

...
2

...
222

1

1

1

2

1

)2)(1(

1
213

2

2
−−−−−−−−−−−=

−
−

−
=

−− + nn

n

zzz

zzz

zzzz
 

 

3. Розкласти в ряд Лорана в околі точки 1=z  функцію sin
.

1

z

z −
 

 

Розв’язок: 

Маємо: 

 1 1 1
sin sin(1 ) sin1cos cos1sin .

1 1 1 1

z

z z z z
= + = +

− − − −
 

Враховуючи, що 

 ...
)!12(

)1(...
!5!3

sin
1253

+
+

−+−+−=
+

n

zzz
zz

n
n  

 ...
)!2(

)1(...
!4!2

1cos
242

+−+−+−=
n

zzz
z

n
n  

Знаходимо 

...
)1()!12(

1cos
)1(

)1()!2(

1sin
)1(...

)1(!3

1cos

)1(!2

1sin

1

1cos
1sin

1
sin

12232
+

−+
−+

−
−++

−
−

−
−

−
+=

− +n

n

n

n

znznzzzz

z

 

Завдання 8.1. Обчислити ∫
Г

z

zz

dze

sin
, де Г – мале коло, яке оточує початок 

координат. 

 

Розв’язок: 

Маємо 0=z  - полюс 2-го порядку, бо для малих z  виконується: 
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...)

!5!3
1(

...
2

1

...)
!5!3

(

...
2

21

sin 42

2

53

2

−+−

++
=

−+−

++
=

zz
z

z
z

zz
zz

z

zz

e z

 

 i
zz

dze

Г

z

π2
sin

=∫ rez 2(0) 2 2 .
sinlim

z

z

e
f i z i

z z
π π

→∞

 
= = 

 
 

2. Обчислити 
2

0

.
2 cos

dx

x

π

+∫  

Розв’язок: 

Заміна ze ix = перетвоює в площині z  відрізок [ ]π2,0∈x  в коло 1=z . 

Маємо 
z

dz
idx −= , 

2 1
cos .

2 2

ix ixe e z
x

z

−+ +
= =  

 

Тоді  

 ∫∫ ++
−=

+
c

zz

dz
i

x

dx

14
2

cos2 2

2

0

π

. 

Особливі точки 322,1 ±−=z - прості полюса, причому 321 +−=z  всередині 

контура С. 

Маємо: 

 ∫ ++
c

i
zz

dz
π2

142 )),(( 1zzfrez . 

Обчислюємо 

6

31

14
)),((

21
2

1
1 lim

1

=
−

=







++

−
=

→ zzzz

zz
zzfrez

zz

, 
6

3

42

1

1

|
1

=
+

=
z

z

, 

і 

 π
π

π
π

3

32

3

2

6

3
22

cos2

2

0

==−=
+∫ ii

x

dx . 

 

Завдання 9. Обчислити 
2 2

.
( 4 13)

x
dx

x x

∞

−∞ + +∫  

 

Розв’язок: 

 

Якщо функція )( zf  має нескінченно віддалену точку ∞=z  нулем другого 

або вищого порядку, то 
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 rezidxxf
n

k
Σ∫
=

∞

∞−

=
1

2)( π ))(( 1 kzzf . 

kz - особливі точки функції )( zf , такі що zIm 〉 0. 

Функція 22 )134(
)(

++
=

xx

z
zf  має точку ∞=z , нулем 3-го порядку; її 

особливі точки, полюси 2-го порядку, знаходимо із рівняння 0134 =++ zz  

iz 322,1 ±−=⇒ , при чому zz Im1 ∈ 〉 0. Тоді 

 idxxf π2)(∫
∞

∞−

= rez ))(( 11 zzf . 

rez =′
++

=−=
→→

)
)32(

())()(())((
2

2
111 limlim

11
iz

z
zfzz

dz

d
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1
2 2

1 1

21
.

( 2 3 ) ( 2 3 ) 54

z i

z i z i
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+ + + +
 

Маємо 
2754

2)(
π

π −==∫
∞

∞−

i
idxxf . 

 

ВАРІАНТИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

 

Варіант 1 
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=
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0ImRe =+ zz , iz 2+ 〉 2, 22 +−− zz 〉 3. 
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i
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